L2 PARCOURS SPECIAL MESURES ET INTEGRATION

Controle Continu 2 - 11 avril 2018

Durée : 1h30

Aucun document ou appareil électronique n’est autorisé. La qualité de la rédaction sera
un élément important pour la notation.

Exercice 1 En explicitant bien tous les arguments utilisés, calculer
[ costa® +7) draly),
D
ol \g désigne la mesure de Lebesgue sur R? et D est le disque ouvert centré en 0 et de rayon 1.

Correction : On commence par observer que ’application (z,y) — COS(:E2 + y2) est continue et donc

borélienne sur D, et prend des valeurs positives. On note D = D \ (R— X {0}). Comme R_ x {0} est
de mesure nulle, on a

/ cos(z® + y?) dra(z,y) = /_ cos(z® + y?) dAa(z, y).
D D
L’application

. 10,1[x] = m,7[ — D
L { (r,0) —  (rcos(0),rsin(0))

est un C! difféomorphisme et pour tout (r, 6) €]0, 1[x]—m, [ on a Jac ¢(r, 0) = r. D’aprés le théoréme
de changement de variable (pour une fonction a valeurs positives) on a

/ cos(z® + y?) dra(z,y) = / cos(r?)r dAa(r, 0).
D 10, 1[x]—m, =]

Comme R? est o-fini, on obtient par le théoréme de Fubini-Tonelli

/D cos(z? + y?) dra(z,y) = /_: </(;1 cos(r?)r dr) do.

2 2 ™ |sin(r?) ! — rsin
/Dcos(w + vy )dAz(x,y)7/7ﬂ|: 5 :|0d97 (1).

On calcule alors

Exercice 2 On note
A= {(z,y) €0,1|2* +y* > 1}.

Calculer
Yy
d)\2 (.1?, y) .
/A (1422 +y?)?
Correction :  On commence par observer que la fonction (z,y) — W et continue et prend

des valeurs positives sur A. Pour z € R on note

={y eR|(z y) € A}.

Ay = .
sinon.

{[\/1—x2 1] size[0,1],

D’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli on a alors

/ ry dAal / Ty dy ) d
e —— x, e — .
A G ra? o2 P2y ViTez (L4 a2 +y2)2 Y

On calcule alors

Laramm e = [ Farimm] = [ (Caarm 5 ¢

T T = — — T

n W2 g P29 = ) 1+w2+y2)m o \22+2%) " 1
[ 2+w +x2]1 l+ln(2)—1n(3)v
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Exercice 3 Dans cet exercice, R est muni de sa tribu borélienne usuelle et de la mesure de
Lebesgue.

1. Soient f et g deux fonctions mesurables de R dans R. Montrer que pour tout x € R la
fonction y — f(y)g(z — y) est mesurable. Lorsque cette application est intégrable sur R on
pose

(f*9)(x) = / fwg(e —y) dy.

Correction :  Pour z € R on note F la fonction y — f(y)g(z — y). La fonction y — g(z — y) est
mesurable comme composée de la fonction g avec la fonction y — & — y continue et donc mesurable.
Ainsi F,, est mesurable comme produit de fonctions mesurables.

2. Soient p, q € [1,+00] deux exposants conjugués. On suppose que f € LP(R) et g € LI(R).
Mountrer que (f % g)(z) est bien définie pour tout z € R, que la fonction (f * g) ainsi définie
est bornée, et que

Sﬁplf*gl <l [lgllg -

Correction :  Soit z € R. On note g, : y — g(z — y). En effectuant le changement de variables
s =x —y, ds = —dy, on obtient

q _ _ q — q
/R\gm(y)l dy—/m\g(w Y| dy /ng(y)l dy,

donc ||gzl, = llgll, et en particulier g, € L£9.
D’apres 'inégalité de Holder on a alors

/R\f(y)\ lg= ()] dy < 111, llgzlly = I1F1, lgll, -

Cela prouve que (f * g)(z) est bien défini et

I(f *g)(@)] < /R [f @) gz @)] dy < II£1l, llgll, -

Ceci étant valable pour tout « € R, la fonction (f * g) est bornée et

sup|f gl < I1£1l, gl -

3. On suppose maintenant que f et g appartiennent a £(R).

a. Montrer que
L ([ 1wttt = 1 as) o =111, lol
R R

b. Montrer que (f * g)(z) est bien définie pour presque tout = € R.
c. Montrer que la fonction (f * g) ainsi définie (presque partout) est intégrable sur R avec

1 gl < [Fl Mlglly -

d. Montrer que les fonctions f g et g* f (bien définies presque partout) coincident la ot
elles sont définies.

Correction :
a. D’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli on a

[ ([1rtiae - av) dmz/ﬂg\f(y)l(/ﬁz\g(zfy)l az) dy

(comme l'application (z,y) — |f(y)||g(z — y)| est mesurable, le fait que ces intégrales existent fait
partie des conclusions du théroéme de Fubini-Tonelli). Comme a la question précédente on a

/R\g(%y)\ dm:/R\g(sn ds = llgll; ,

/R(/Rmmug(w—y)\ dy) dx:/R|f(y>|ngnl dy = II£1 lgll; -

b. D’aprés la question précédente, ’application

xH/]RIFz(y)\ dy



est intégrable, donc il existe E € B(R) tel que A(E) = 0 et F,, est intégrable pour tout x € R\ E (c’est
en fait I'une des conclusion du théoréme de Fubini-Lebesgue). Ainsi, (f * g)(z) est bien défini pour
tout z € R\ E, et donc presque partout. On peut éventuellement compléter la définition de (f * g)
par des valeurs arbitraires sur E.

c. Toujours d’aprés le théoréme de Fubini-Lebesgue la fonction z — fn& F,(y) dy est mesurable. En

outre on a
[l dxs/R(/R\my)\ dy) dz < £, gl -

D’ou (f * g) € LY(R) avec
1= glly < WML Mgl -

d. Soit x € R\ E. On effectue le changement de variable y = z — s et on obtient
(@ N@ = [ 9@ -y = [ ae = )f(s)ds = (7 *9)(@),
R R

Dou (g* f) = (f *g) sur R\ E. O

4.Pour f,g € LY(R) on a (f xg) € LY(R) et ||f xgll, < [Ifll; llgll,- Expliquer ce que cela
signifie et le justifier.

Correction : Soient f1, f2,91,92 € EI(R) telles que f1 = fa et g1 = g2 presque partout. Pour z € R
on a

[ 1n@lloste =)l dy= [ 1201920 = )] dy
R R

donc (f1 * g1)(x) est défini si et seulement si (f2 * g2)(z) Uest. En outre, dans ce cas les valeurs de
(f1 % g1)(z) et (f2 * g2)(z) coincident. Par ailleurs || f1]|; lg1ll; = Il f21l; llg2ll,- Ainsi, pour f,g € £*
et [f], [g] leurs classes d’équivalence dans L' (R) on peut poser

[f1=[g] = [f = g].

On a alors

NLf > gllly < N Iy -
]

5.Soient f € L*(R) et p une fonction de classe C*° et & support compact de R dans R.
a. Montrer que (f * p)(x) est bien défini pour tout x € R.
b. Montrer que la fonction (f * p) ainsi définie est continue sur R.
c. Montrer que (f * p) est en fait de classe C> sur R.

Correction :

a. Comme p est continue et a support compact, elle est en particulier dans £°°. Ainsi (f * p) est
bien défini d’aprés la question 2.

b. On a déja vu que la fonction y — f(y)p(z — y) est mesurable pour tout y € R. D’autre part,
la fonction = — f(y)p(x — y) est continue par continuité de p et de la fonction z — x — y. En outre
pour tout (z,y) € R? on a

[f)p(z — )l < IfW el -

Or la fonction y — | f(y)] ||p]l  est intégrable sur R, donc par le théoréme de continuité sous I'intégrale,
on obtient que la fonction

e (f * p)(@) :/Rf(y)p(zfy) dy

est continue sur R.
c. On montre par récurrence sur n € N que la fonction (f * g) est n fois dérivable sur R avec, pour
tout z € R,

(f+9) V@) = [ Fwo'" @~y ay.
On a montré le cas n = 0. Supposons maintenant le résultat acquis jusqu’au rang n avec n € N.

Puisque p est de classe cntloet a support compact, les fonctions p(") et p("+1)
R. En particulier 'application y — f(y)p'™ (z — y) est bien intégrable sur R. En outre I’application

sont bornées sur

x — f(y)p™ (xz — y) est dérivable pour tout = € R et
7]
|52 7w = | = |1 @ | < s 00

Or la fonction y — | f(y)| ||p(”+1) || est intégrable sur R, donc par le théoréme de dérivation sous
oo

I'intégrable on obtient que (f * g)(™) est dérivable (et donc (f = g) est (n + 1) fois dérivable) avec,
pour tout =z € R,

(f+ 9™V (@) = ((f * 9)™) (2) = / F@™ D (@ — ) dy.

Par récurrence, on a donc obtenu que (f * g) est en fait de classe C°° sur R. O



