L2 PARCOURS SPECIAL MESURES ET INTEGRATION

Controle Continu - 07 mars 2018

Durée : 1h30

Aucun document ou appareil électronique n’est autorisé. L’ensemble R est toujours muni
de sa topologie usuelle et de la tribu borélienne B(R) correspondante.
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— six #0,

Exercice 1 Pour z € R on note f(z) = ¢ I?I 7 a
0 siz=0.

1. Expliciter f~!(Ja, +o0[) pour tout a € R.

2. Montrer que f est une fonction mesurable de R dans R.

Correction : [4pts] Soit a € R. On a
]-1,0[u]o, L[ sia>o0,
F (Ja, +oo]) = S R* sia=0,
R sia <O0.
Dans tous les cas f~'(Ja,+o00[) est ouvert, et en particulier borélien. Puisque les intervalles de la
forme Ja, +oo[ pour a € R engendrent B(R), cela prouve que f est une fonction borélienne. O
Exercice 2
1. On note Rg Iensemble des rectangles de R? de la forme

Ra7b,c7d:{(x,y)€R2|a<z<betc<y<d},

avec a,b,c,d € Q. Montrer que Rg est un ensemble dénombrable de parties de R?. Pour la
suite, on admet que tout ouvert de R? est union dénombrable d’éléments de Ryg.
Correction : [2pts] Comme Q est dénombrable et que le produit fini d’ensembles dénombrables est

dénombrable, Q% est dénombrable. D’autre part, ’application

Q* — Rg
(a,b,c,d) =  Rap,ecd
est surjective par définition. Cela prouve que R4 p,c,q est dénombrable. Od

Correction :  On démontre la partie admise. Soit O un ouvert de R? et x = (z1,22) € O. 11 existe
r > 0 tel que Jz1 — r,x1 + r[X]ze — z,z2 + 7| est inclus dans O. Comme Q est dense dans R on peut
considérer a €]z —r,z[, b €]z, x1 47|, ¢ €]re —7, x| et d €]x2, x2 +7[. On note alors R(z) = Ra,b,c,d;
de sorte que € R(z) C O. On a alors

0= J R@).
zeO

Mais ’ensemble des rectangles R(x) (qui est une partie de Rg) est nécessairement dénombrable,

puisque Rg est.
2. On note M la tribu de R? engendrée par les ensembles de la forme A x B, ou A et B sont
des boréliens de R.

a. Montrer que B(R?) contient tous les ensembles de la forme A x R ou R x B, ot A et

B sont des boréliens de R.

Correction : [2pts] On note

N = {AGB(R)\AXRGB(RQ)}

Soit A un ouvert de R. Alors A x R est un ouvert et donc un borélien de R?. Cela prouve que N
contient tous les ouverts de R. Montrons que A est une tribu de R. Puisque R est ouvert, c’est un
élément de N. Soit A € V. On a

(R\ A) xR =R?\ (A x R) € B(R?),

car A x R € B(R?). Cela prouve que R\ A est dans A. Soit maintenant (An), ey une suite d’éléments

de N. On a
U An | xR={J(4n x R) € BR?),
neN neN
car A, x R € B(R?) pour tout n € N. Cela prouve que Unen An € N. Ainsi N est une tribu de R qui

contient les ouverts de R, donc B(R) C A. Cela prouve que A x R € B(R?) pour tout A € B(R?). On
montre de fagon analogue que R x B € B(R?) pour tout B € B(R). O



b. Montrer que M = B(R?).

Correction : [2pts] Montrons que B(R?) C M. La tribu M contient en particulier tous les rectangles
de Rg. Puisque tout ouvert de R? est union dénombrable d’éléments de Rq, tous les ouverts de R?
sont 2dans M. Ainsi M est une tribu contenant les ouverts de R2, elle contient donc tous les boréliens
de R”.
Montrons maintenant que M C B(Rz). Soient A et B des boréliens de R. D’aprés la question
précédente on a
Ax B=(AXxR)N(Rx B) € B(R?).

Ainsi B(R?) est une tribu contenant toutes les parties de R? de la forme A x B avec A, B € B(R).
Elle contient donc M.
Finalement on a bien M = B(R?). O

c. Pour (z,y) € R?, on note m(z,y) = . Montrer que 7 est une fonction mesurable de
(R%, B(R?)) dans R.

Correction : [1pt] Soit A € B(R). On a n; *(A) = A xR € B(R?). Cela prouve que 71 est mesurable.
O

3. Soit € R. Pour E € B(R?) on note
By ={y eR|(z,y) € E}.

a. Montrer que si E = A x B avec A, B € B(R), alors E, € B(R).
Correction : [1pt] Soient A, B € B(R). On note E = A X B. Pour x € Ron a

B sixz €A,
B, =
{(Z) siz ¢ A.

Dans tous les cas on a bien E, € B(R). g

b. On note T = {(z,y) €]0,1[|z +y < 1}. Soit € R. Calculer T, et montrer que c’est
un borélien de R.

Correction : [1pt] On a

_)10,1 —=[ sixz€]o,1],
To = {(2) si z € R\]0, 1].

Dans tous les cas T, est un ouvert et donc un borélien de R. O

c. Sans nécessairement fournir les détails de la démonstration, expliquer comment justifier
que E, € B(R) pour tout £ € M.

Correction : [1,5pts] On note
Ne ={E € M|E, € BR)}.

D’aprés la question a, N contient A X B pour tous A, B € B(R). 1l suffit donc de vérifier que N est
une tribu de R? pour conclure que E € N, pour tout E € M. O

4. Soit f une fonction mesurable de (R?, M) dans R. Soit € R. Pour y € R on note f,(y) =
f(z,y). Déduire de la question précédente que la fonction f, est une fonction mesurable de
R dans R.

Correction : [1,5pt] Soit B un borélien de R. On a
(f2)'(B) ={y €R| f(z,y) € C} = (£ (B)),-

Puisque f est mesurable, f ~!(B) appartient & M. D’aprés la question précédente on a donc (f,) ' (B) =
(f_l(B)z € B(R). Cela prouve que f, est mesurable.
5.S50it £ € M. On admet que Papplication z — A(E,) est mesurable de R dans [0, 4+00] et
on pose

m(E) = /]R ME,) dA(x).

a. Calculer m(T), ou T est comme défini & la question 3.b. (on admet que lintégrale de
Lebesgue d’une fonction continue par morceaux sur R coincide avec son intégrale de Riemann)

Correction : [1pt] D’aprés la question 3.b on a

_J1—a siz€]0,1],
AMT2) = {0 si z € R\]0, 1[.

On a donc L

1
m(T):/0 (1—:c)dac=§.



b. Montrer que m est une mesure sur (R?, M).

Correction :  [2pts] Soit E € M. L’application z — A(E;) est mesurable de R dans [0, +00]. Son
intégrale est donc bien définie et a valeur dans [0, +o0]. Si E = ) alors pour tout « € Ron a E; =0
et donc

m(0) :/m;x(@)dx(z) :/m;m:o.

Soit (Ep),, ¢y une suite d’éléments de M. Pour tout = € R on a

() ) >

neN neN

D’aprés le théoréme de convergence monotone on a alors

m E, | = A E, d\(z) = A(Ep)z) dX(z) = m(E,).
()= Lo () ) o= & focmoano - 2 mes

Cela prouve que m est une mesure sur (R, M). O

c. Montrer que pour tous A, B € B(R) on a m(A x B) = A(A)A(B).

Correction : [1pt] D’aprés la question 3.a on a

m(A x B) = /R)\(B)]IA dx = A(A)A(B).

6. Soit f une fonction mesurable de (R?, M) dans [0, +-00]. Montrer que la fonction

e / £o(y) dA(y)

est une fonction mesurable de R dans [0, +00] et que

/f:cydu(my /(/f ) dA( ))dA(m)-

Correction : [4pts] Soit E € M et f =1g. On a f, = 1g, et donc
[ £eax = e,
R
Cela assure que la fonction @ — [, fz(y) dA(y) est bien mesurable et d’autre part, par définition de

m: /]R2fdm:7n(E) = /RA(Em)dA(x) :/m; (/R fa(y) dA(y)) d\(z).

Soit maintenant f une fonction étagée positive sur R%. Ilexisten € N, Eq, ..., E, € Metay,...,an €

Ry tels que
n
f= Z jlp;.
j=1

Par linéarité de l’intégrale on a, pour tout z € R,

RO =3 [5):m dxw).

Cela assure que la fonction

P /K Faly) dA(y)

est mesurable sur R. Toujours par linéarité on a alors

[, 1w dute.y) /Zam (2,y) dm(z,y)

n

_Za]/ L, (2,y) dm(, y)

i=1
=S [ ([as)mawm) o

=1

j=1

(/RZ%(ILE ) () dA(y)) dA()

-,
-,

o) dA(y)) dA(@).
R



Ainsi la propriété est vraie pour les fonctions étagées. On considére finalement une fonction f mesu-
rable de R? dans [0, +00]. Il existe une suite (fn)pen de fonctions étagées qui converge en croissant
vers f. Pour z € R, la suite ((fn)«)nen converge simplement en croissant vers f,, donc par le théoréme
de convergence monotone on a

[ i) = [ 10w,

Cela assure que la fonction

@ / Fa(y) dA(y)

est mesurable comme limite simple de fonctions mesurables. Pour tout n € N on a

[ e aun = [ ([ -0 ax0) axw. )

D’aprés le théoréme de convergence monotone, on a

[ @ duty) = [, 1) dute.y).

([ dA(y))neN

est croissante pour tout z € R (par monotonie de l'intégrale), donc, toujours par le théoréme de
convergence monotone :

i [ ([ aw) aw = [ ([e0wam) aw = [ ([ room) ae.

Finalement, en passant a la limite dans (*) on obtient bien

[ t@w e = [ ([ f.0am) aw.

La suite



