Chapitre 5

Polynémes

Dans tout ce chapitre, K désigne un corps quelconque (on pourra en général penser que K = R

ou K= C). On note K* =K\ {0}.

5.1 Définitions

5.1.1 Quand les polynémes deviennent un objet compliqué (mais en fait
pas tant que ¢a)

Un polynome & coefficients dans K s’écrit

n
an X" +ap 1 X" '+ +a; X +ay ou encore Z ap X", (5.1)
k=0
avecn € Net ag,...,a, € K. Mais qui est ce X ? Ce n’est pas une variable. C’est une indéterminée.

Une variable intervient dans I’expression d’une fonction et on ne peut lui substituer qu’un élément
du domaine de définition de la fonction en question. Par exemple si on considére les fonctions

f R — R )Ry = R
Nz » d4+da+2 09 y +— cos(\/y)

la lettre x désigne une variable qu’on peut remplacer par n’importe quel réel, mais rien d’autre,
tandis que y est une variable que l'on peut remplacer par n’importe quel réel positif, mais rien
d’autre.

L’expression définissant f a également un sens sur C. On peut définir une autre fonction f qui
a z € C associe f (2) = 23 + 42+ 2 € C. En fait, cette expression définit une fonction sur n’importe
quel espace dans lequel on a défini une addition, une multiplication, et une muliplication par les
réels.

Considérons I'ensemble E des fonctions du plan R? dans lui-méme, muni de I'addition et de la
multiplication par les réels usuelles, ainsi que de la composition. Ainsi u? = u o u, u® = u? o u, etc.
Par convention on note u’ = Idg2. On peut alors définir la fonction F' qui & u € E associe

Flu)=v*+4u+2=uouou+4u+2Idg.

F(u) est alors une fonction de R? dans R?. Enfin on peut également considérer 'application qui &
toute matrice carrée A de taille n fixée et a coefficients dans R associe la matrice A% + 44 + 21,,.
Les polyndémes de matrices s’avéreront trés utiles un peu plus tard. ..
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L’interét de 'indéterminée X est justement d’étudier ce genre de fonctions sans préciser la na-
ture de la variable. L’intérét est d’une part de traiter d’un seul coup tous les cas, et d’autre part de
mettre en valeur le fait que dans tous les résultats de ce chapitre on n’utilisera que peu de propriétés
sur la variable, simplement le fait qu’on sait en définir les puissances, les multiplier par un élément
du corps K, et les additionner.

Ainsi on a intérét a voir un polynéme comme un nouvel objet et pas comme une fonction. Pour
satisfaire notre soif de rigueur, il faut donc définir proprement ce nouvel objet, comme il avait fallu
définir ce nombre i dont le carré vaut -1. Ici il faut donner un sens a 'indéterminée X . En fait, ce X
n’est qu’une notation. L’'information importante dans 'expression (5.1) est la famille de coefficients
ao, . ..,a, € K. Ainsi on pourrait simplement voir un polynéme comme un élément de K*™!. Le
probléme est que I'entier n dépend lui aussi du polyndéme. En effet, un polynéme est donné par un
nombre fini mais quelconque de coefficients non nuls. Ainsi on voit plutét un polynéme comme une
suite d’éléments de K dont seul un nombre fini de coefficients sont non nuls :

Définition. On note K[X] l'ensemble des suites (ay),.y d’¢léments de K nulles & partir d'un
certain rang (il existe N € N tel que ay = 0 pour tout k£ > N). Les éléments de K[X] sont appelés
polyndémes a une indéterminée sur le corps K.

5.1.2 Structure de ’ensemble des polyndémes

Définition. On définit sur K[X] les opérations suivantes :
e Addition : Pour P = (ag),cy et @ = (by),en dans K[X] on pose P4+Q = (ax+0bi)ren € K[X].
e Multiplication externe : Pour P = (a), oy € K[X] et A € Kon pose A-P = (Aag) oy € K[X].
e Multiplication interne : Pour P = (ax),cy €t @ = (br),en dans K[X] on pose PQ = (¢i)pen
ou pour tout £ € N on a
k
Cp — Z ajbk—j-
=0

On peut vérifier que ces trois définitions définissent bien des fonctions de K[X] x K[X] dans
K[X], de K x K[X] dans K[X] et de K[X] x K[X] dans K[X], respectivement.

On peut vérifier que 1’ensemble K[X| muni de 'addition précédente est un groupe commutatif,
dont I'élément neutre est le polynéme (0,0,0,0,...). La multiplication est associative et commu-
tative, et le polynome (1,0,0,0,...) est élément neutre. En outre on a la distributivité du produit
par rapport a l’addition :

VP,Q,R € K[X], P(Q+R)=PQ+ PR.

A K[X] muni de son addition et de sa multiplication interne n’est pas un corps, car tout élément
non nul n'admet pas d’inverse pour la multiplication (voir la proposition 5.11). Par contre, les
propriétés déja évoquées assurent que c’est ce qu'on appelle un anneau commutatif.

Outre ces propriétés concernant I'addition et la multiplication interne, la multiplication externe
se comporte également comme on pouvait espérer :
Pour tout P € K[X] on a 1xP = P (ot on a noté 1x 'élément unité du corps K).
Pour P,Q € K[X] et A€ Kon a A\(P+ Q) = AP + \Q.
Pour P e K[X] et \,p e Kon a (A+ u)P = AP+ uP.
Pour P e K[X] et A, € Kon a A(uP) = (A\u)P.
Pour P,Q € K[X] et A € Kon a AM(PQ) = (AP)Q + (A\Q)P.
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Toutes les propriétés évoquées font de K[X| muni de ses trois opérations une K-algébre com-
mutative. A ce stade il n’est pas nécessaire de connaitre tout ce vocabulaire, on peut simplement
retenir que les calculs se passent bien comme pense, sans oublier qu'un polynéme n’a pas d’inverse
en général.

Pour A € K on note A\ € K[X] le polynéme ()\,0,0,0,...). On note également X € K[X] le
polynoéme (0,1,0,0,...). Pour tout n € N on a alors

X" =(0,...,0,1,0,0,...)

(ot le 1 est le coefficient d’indice n, en (n+1)¥me position). Ainsi pour tout n € N et aq, ..., a, € K

on a
n

(ag,...,a,,0,0,...) = Zaka.
k=0
En outre pour n,m € N on a X"X™ = X"*™ donc tous les calculs vont bien se passer conformé-
ment & ce que la notation suggeére. Ouf!

&2 Exercice 5.36 On considére P = 4X3 +2X?2 -~ X +3 et Q = X2+ X + 1. Calculer P +
et PQ.

Une fois cette construction rigoureuse effectuée, on n’utilisera quasiment plus jamais la notation
sous forme de suite pour un polynéme, mais toujours la notation (5.1).

Définition 5.1. On appelle monéme un polynoéme de la forme a,, X™ avec n € N et a,, € K*.

5.1.3 Fonctions polyndomiales

On a vu qu’'un polynéme n’est pas une fonction, et que I'indéterminée n’est pas une variable. Ceci
dit, le but est tout de méme de remplacer cette indéterminée par quelque chose de plus « concret ».
Et méme si on a tout fait pour pouvoir remplacer I'indéterminée par des objets de natures diverses,
le premier cas que 'on veut englober est celui ot on remplace I'indéterminée par un élément de K
(un réel si on considére un polynome a coefficients réels, un complexe si on considére un polynéme
a coefficients complexes, etc.).

Définition 5.2. Soit P = >} _,a; X, € K[X], avec n € N et ay, ..., a, € K. Alors on associe & P
la fonction polynomiale

K — K
r = Plx)=>Y,_,axz"

On peut vérifier que 'application qui & un polynéme associe la fonction polynémiale associée
est un morphisme de K-algébre, dans le sens ou toutes la structure est bien préservée (la fonction
associée a la somme de deux polyndémes est la somme des deux fonctions associées a chacun des
deux polyndmes, etc.). On ne s’attarde pas sur ces considérations ici.

Bien entendu l'intérét de I'abstraction est, comme on I’a dit, de définir des fonctions sur tout
espace dans lequel une expression polynomiale a coefficients dans K a un sens. Par exemple & un
polynéome dans K[X] on peut associer une fonction sur K mais aussi sur I'espaces des fonctions de
K dans K (ou de K" dans K"), mais aussi sur les matrices n x n a coefficients dans K ou ... sur

K[X].
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Exemple 5.3. On considére le polynéme P(X) = X3 4+ 4X + 2 € R[X]. On considére sur R la
fonction f qui a x associe cos(x). Enfin on considére le polynéme Q(X) = X + 1 € R[X]. Alors on
a

P(5) =5 +4x5+2 =147,

P(f) : © — cos(cos(cos(x))) + 4 cos(x) + 2 (c’est, comme f, une fonction de R dans R),
P(Q)=PoQ=Q>+4Q+2=(X+12+4(X+1)+2=X3+3X?+7X + 7 (c’est, comme
(), un polynéme de R[X]).

5.2 Degré d’un polynéme et premiéres applications

Définition 5.4. Soit P € K[X] \ {0}. Il existe n € N et ag,...,a, € K tels que a, # 0 et
P = ZZ:O aka.

(i) On appelle alors degré de P et on note deg(P) 'entier n (par convention, le degré du polynéme

nul est —o0).

(ii) Le coefficient a,, est appelé coefficient dominant de P.

(iii) Le terme a,X™ est appelé terme dominant de P.
Ezemples 5.5. On a deg(2) = 0, deg(1 + X + X?) = 3, deg(X* + X°® — X?) = 6.
Définition 5.6. Soit n € N. On note K,,[X] l'ensemble des polyndomes de degrés au plus n. Les
éléments de Ky[X] sont appelés polynémes constants.

On commence par étudier les propriétés du degré vis-a-vis des opérations sur les polynémes.

Proposition 5.7. Soit (P,Q) € K[X]?.

(i) On a

deg(P + Q) < max (deg(P), deg(Q)).

En outre linégalité est stricte si et seulement si P et () ont méme degré et des coefficients
dominants opposés.

(i) On a
deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)
Plus précisément, si P et () sont non nuls alors le terme dominant de PQ) est le produit des
termes dominants de P et ().

(111) SiQ #0 on a
deg(P(Q)) = deg(P) deg(Q).

Ezemples 5.8. Onnote P(X) = —X3+2X —1et Q(X) = 2X%?+ X. On a deg(P) = 3 et deg(Q) = 2.
On a alors

deg(P + Q) = deg(—X> +2X? +3X — 1) = 3 = max(deg(P), deg(Q)),
deg(PQ) = deg(—2X° — X* +4X3 — X) = 5 = deg(P) + deg(Q),
deg(P(Q)) = deg(—(2X* + X)* + 2(X* + X) — 1)
= deg(—8X°% —12X° —6X* — X® +4X? +2X — 1)
= 6 = deg(P) deg(Q),
deg(Q(P)) = deg(2(—X® +2X — 1)* = X +2X — 1)

= deg(2X°® — 8X* +3X% +8X* —6X + 1)
= 6 = deg(Q) deg(P).
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Démonstration. On note P = >, apX* et Q = Y" 0 X", avec ag,...,a, € K, a, # 0,
bo, ..., by, € Ket b, # 0. En particulier det(P) = n et det(Q) = m.
On a

(P+Q) =) aXF+) X"
k=0 k=0
Si n > m le terme de plus haut degré est a,X™ et deg(P 4+ Q) = n. De méme, si n < m alors le
terme de plus haut degré est b, X™ donc deg(P + Q) = m. Sin = m et a, + b, # 0 alors le terme
de plus haut degré est (a, + b,,,) X" et deg(P 4+ Q) =n =m. Sin =m et a, + b, = 0 alors tous
les termes sont des monomes de degrés strictement inférieurs & n = m, donc deg(P + Q) < n = m.
Soit A € K. On a

AP = AapX*,
k=0

donc deg(AP) = deg(P) (c’est le cas particulier de la propriété sur le produit dans le cas ou I'un
des deux polynomes est constant non nul). On a alors

PQ = § abp X7
0<j<n
0<k<m

En particulier, puisque a,b,, # 0, le terme dominant de PQ est a,b,, X"t™ et donc PQ est de degré
n + m. Enfin

P(Q) = Zkak
k=0

Puisque b,, P™ est de degré nm et que les autres termes sont de degrés strictement inférieurs, on
obtient bien que deg(P(Q)) = nm. O

L’analyse du produit de deux polynoémes assure en particulier que le produit de deux polynoémes
non nuls est non nul. Par contraposée, on a aussi le résultat suivant :

Proposition 5.9. Soient P,Q € K[X] tels que PQ = 0. Alors P =0 ou Q = 0.

Cette propriété est usuelle pour le produit de réels ou de complexes, mais on rappelle qu’elle
n’est pas automatique (la composée de deux fonctions non nulles peut étre nulle, le produit de deux
matrices non nulles peut étre nul, etc.).

Corollaire 5.10. Soit (P, P, Q) € K[X]?. On suppose que P,Q = P»Q avec Q # 0. Alors P, = P;.
Démonstration. On a (P;—P)Q = 0 et Q # 0, donc d’apreés la proposition 5.9 ona P,—FP, = 0. [

On peut voir la proposition 5.9 comme conséquence du fait que si ) est non nul, alors le degré
du produit P(Q est supérieur ou égal a celui de P. On utilise encore cette propriété pour étudier
les éléments inversibles de K[X] (P € K[X] est inversible s’il existe @ € K[X] tel que PQ = 1).

Proposition 5.11. L’ensemble des polynomes qui admettent un inverse est [’ensemble des poly-
nomes constants non nuls (c¢’est-a-dire les polynomes de degré 0).

Démonstration. Si P = 0 alors P n’a pas d’inverse. Si P = X\ avec A € K* alors P est inversible
d’inverse 1. Enfin si deg(P) > 1 et Q € K[X] on a PQ = 0si Q = 0 et deg(PQ) = deg(P) +
deg(Q) > 1 sinon. Ainsi P n’est pas inversible. O
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5.3 Division euclidienne dans K[X]

Définition 5.12. Soient P, Q) € K[X]. On dit que @ divise P et on note Q|P s'il existe R € K[.X]
tel que P = QR.

Remarque 5.13. Si Q|P alors deg(Q) < deg(P).

Remarque 5.14. Soient (P, Q) € K[X]? et (A, u) € (K*)2. Alors Q divise P si et seulement si uQ
divise AP.

On a vu que, comme dans Z, tous les éléments de K[X| ne sont pas inversibles. De méme qu’on
ne peut pas « diviser dans Z », on ne peut donc pas « diviser dans K[X]| ». Mais, comme dans Z,
on peut faire dans K[X| des divisions euclidiennes.

La division euclidienne dans Z est la « division du CM2 ». Par exemple, 13 n’est pas divisible
par 3 (autrement dit, il n’existe pas d’entier ¢ tel que 3¢ vaut 13), mais on peut dire que que dans
13 il y a 4 fois 3, et qu’il reste 1. Soit 13 = 4 x 3+ 1. On peut aussi écrire que 13 = 3 x 3+ 4, ou
encore que 13 = 5 x 3 — 2. Le critére pour le reste de la division par 3 est d’étre compris entre 0 et
2.

Le théoreme de division euclidienne dans Z est le suivant :

Théoréme 5.15. Soit (a,b) € Z? avec b # 0. Alors il existe un unique couple (q,r) € Z* tel que
a=bg+r et 0<r<|b.

Le quotient ¢ et le reste r peuvent étre calculés par I’algorithme étudié a 1’école primaire. On
effectue par exemple la division euclidienne de 4096 par 23.

409623
-23 [178
179
161
186

-184
2

La premiére étape consiste a voir combien de fois on peut retrancher 23 a 40 (on fait la division
euclidienne de 40 par 23). On obtient 1, et il reste 17. Plus précisémment, on regarde combien
de fois on peut retrancher 23 x 100 & 4096 (on fait la division euclidienne de 4096 par 2300). On
retranche 2300, ce qui revient a écrire :

4096 = 23 x 100 + 1796.

Selon la terminologie du CM2, on « abaisse le 9, et on se demande combien de fois on peut retrancher
23 a 179. On trouve 7, et il reste 18. On abaisse le 6, on voit qu’on peut retrancher 8 fois 23 a
186 et il reste 2. Finalement, le quotient et le reste de la division euclidienne de 4096 par 23 sont
respectivement 178 et 2 (qui est bien compris entre 0 et 22). Les étapes du calculs pourraient s’écrire
de la facon suivante :

4096 = 23 x 100 4 1796
=23 x 170 + 186
=23 x 178 + 2.
On fait exactement la méme chose pour les polynémes. Faute de pouvoir diviser n’importe quel
polynoéme par n’importe quel autre, on le fait & un reste pres, ce reste étant le plus « petit » possible.

On n’a pas introduit de comparaison entre les polynémes. Le critére sur le reste pour étre le plus
simple possible est d’avoir le plus petit degré possible. Le théoréeme est le suivant :
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Théoréme 5.16. Soient A € K[X]| et B € K[X]|\ {0}. Alors il existe un unique couple (Q, R) €
K[X]? tel que
A=BQ+ R et deg(R) < deg(B).

L’algorithme pour trouver le quotient et le reste est analogue & celui dans Z. On effectue par
exemple dans R[X] la division euclidienne de A(X) = X5+ X* — X3 4+ X2 —2X + 1 par B(X) =
2X% - X + 1.

X504 X4 — X3 4+ X2 —2X+1[12X2-X+1
(X0 XX S
3 3
SX4-3X3+ X2
—(3X4-3X3 4+3X2)
—3X3+1X?-2X
3 3 3
—(—3Xx343x?2X)
1y 2 13
1 1 1
—( —§X*+5%X 1)

37 17
o 16X+ 16

La premiére étape consiste a retrancher a A le produit de B avec un monéme de sorte que
le reste soit de degré strictement inférieur & celui de A. Pour déterminer ce mondme, il suffit de
regarder les termes dominants (grosso modo, on « divise » le terme dominant de A par celui de B).
On obtient alors

3 4 3
A(X):B(X)X— £—£+X2—2X+1 :
2 2 2
On procéde de méme avec ce reste :
X3 3X? 3X3 X2

Et ainsi de suite, jusqu’a ce que le reste ait un degré strictement inférieur a celui de B. On obtient

finalement : , )
X 3X 3X 1 37 17
AX)=BX)|—4+ — — — — — ——X+—.
(X) ()<2+ 4 8 16)+< 16 +16)

La démonstration du théoréeme 5.16 suit cet algorithme de calcul pour obtenir I'existence du
couple (@, R).

Démonstration du théoréeme 5.16. ® On commence par prouver l’existence. On montre par récur-
rence sur m € N qu’un tel couple (Q, R) existe si

deg(A) < deg(B) +m
(on rappelle que deg(A) peut étre —oo). Pour m = 0, on prend simplement (Q, R) = (0, A). On

suppose maintenant l’existence acquise si deg(A) < deg(B) + m pour un certain m € N, et on
considére A et B tels que deg(A) = deg(B) + m. On note

A= iaka et B= %ka’“,
k=0 k=0
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avec n = deg(A) €N, ag,...,an,b0,...,0p—m €K, a, #0, b,_, # 0. On considére

A=A b&XmB.

On a alors deg(A) < deg(A), donc par hypothése de récurrence il existe Q, R € K[X] tels que

deg(R) < deg(B) et A= BQ + R. On a alors

A:B(ba—"XerQ) + R
Il suffit alors de poser Q) = ;*»~X™ + Qet R=R.

e On montre maintenant 1'unicité du couple (@, R). On suppose que @1, @2, Ry, Ry € K[X] sont
tels que d'une part

A= BQ1 + R; et deg(Rl) < deg(B),

et d’autre part
A=BQs+ Ry et deg(Rs) < deg(B).

On a alors
B(Q1 — Q) = Ry — Ry,
donc
deg(B) + deg(Q1 — Q2) = deg(R> — R1) < deg(B)
Cela prouve que deg(@Q; — @Q2) < 0, donc 7 = @9, et par suite que R; = Rs. ]

5.4 Racines d’un polynéme

5.4.1 Racines distinctes

Définition 5.17. Soient P € K[X] et a € K. On dit que a est une racine de P si P(a) = 0.

Proposition 5.18. Soient P € K[X] et a € K. Alors a est une racine de P si el seulement si
X —a divise P.

Démonstration. ® On suppose que X — a divise P. Cela signifie qu’il existe @) € K[X] tel que

P = (X —a)Q. On a alors

P(a) = (a —a)Q(a) = 0,
donc a est une racine de P.
e On suppose maintenant que a est racine de P. On effectue la division euclidienne de P par
X —a. Il existe @, R € K[X] tels que P = (X — a)@ + R avec deg(R) < deg(X —a) = 1. Cela
implique que R est constant, donc il existe A € K tel que R = A. On a alors

0=Pa) = (a—a)Q(a) + A,
donc A = 0. Ainsi P = (X — a)Q, ce qui signifie que X — a divise P. O

Proposition 5.19. Soit P € K[X]. Soient ay, ..., a, des éléments de K deuz & deux disjoints (avec
n € N*). Alors on a

(Vj € [1,n], a; est racine de P) <= H(X — a;) divise P.

j=1
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Démonstration. On suppose que [[7_, (X — a;) divise P. Il existe Q@ € K[X] tel que P(X) =
Q(X)II;—,(X — a;). En particulier pour tout k € [1,n] on a

j=1
n
P(ay) = Q(ax) [ [(ax — aj) =0,
j=1
donc ay, est racine de P. Inversement on montre par récurrence sur n € N* que si aq,...,a, sont
deux a deux distincts et tels que P(ay) = -+ = P(a,) = 0 alors [[}_,(X — a;) divise P. Pour

n = 1, c’est la proposition précédente. On suppose maintenant le résultat acquis jusqu’au rang
n—1 (n > 2) et on le montre au rang n. Par hypothése de récurrence il existe () € K[X] tel que

n—1

P(X) = Q(X) [ [(X - ay).

=1
Puisque a,, est également racine de P on a

n—1

0= P(a,) = Qlay) _H(an —a;),
J=1 -

donc Q(a,) = 0. 1l existe donc Q € K[X] tel que Q = (X — a,)Q(X). On a alors

D’ou le résultat. [

Proposition 5.20. Si P € K[X] est de degré n € N, alors P admet au plus n racines distinctes.
De fagon équivalente, si P € K[X]\ {0} admet au moins n racines distinctes alors deg(P) > n.

Démonstration. On suppose que P admet n racines distinctes aq, ..., a, € K. D’aprés la proposition
précédente il existe @ € K[X] tel que

Comme P # 0 on a ) # 0 donc

deg(P) = deg(Q) + deg (H(X - aj>> > n.

>0 j=1

N

Vv
=n

Corollaire 5.21. Soit n € N.
(i) Si P € K,[X] admet au moins n + 1 racines distinctes alors P = 0.

(i1) Soient Py, Py € K, [X]. Si les fonctions polynomiales associées prennent des valeurs égales en
au moins n + 1 points distincts alors P, = P,.
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Corollaire 5.22. (i) Si P € K[X] admet une infinité de racines distinctes alors P = 0.

(11) Soient Py, P, € K[X]. Si les fonctions polynomiales associées prennent des valeurs égales en
une nfinité de points distincts alors P = Ps.

L’intérét du corollaire 5.22 par rapport au corollaire 5.21 est qu’on n’a pas besoin d’information
sur les degrés des polyndémes pour conclure. Le prix & payer est qu’on a besoin d’une infinité de
racines. Mais une infinité de racines ce n’est pas tant que ¢a, et cela reste un résultat trés important.
Par exemple, il suffit de savoir que deux polyndémes complexes coincident sur les réels (ou méme
seulement sur les entiers) par savoir qu’ils sont égaux.

Définition 5.23. On dit d'un polynéme qu’il est scindé s’il peut s’écrire comme produit de po-
lynomes de degré 1. Autrement dit, P € K[X] si et seulement s’il existe A € K*, n € N et
ai,...,a, € K tels que

n

P=X]](X —a.

j=1
Remarque 5.24. Avec les notations précédentes, les racines de P (éventuellement répétées) sont
A1y ..., 0p.

Proposition 5.25. Si P est de degré n € N* et admet n racines distinctes, alors P est scindé.

Démonstration. On note ay, ..., a, les racines de P. Alors [[7_, (X — a;) divise P. Ainsi il existe
Q € K[X] tel que

n

P=QJ[(X - a).

j=1
On a nécessairement deg(Q) = 0, donc il existe A € K* tel que @ = A, ]
Remarque 5.26. Attention la réciproque n’est pas vraie. Le polynome (X — 1)* est scindé mais
n’admet qu’une seule racine

Ezemple 5.27. Pour tout n € N*, X™ — 1 est scindé. Plus précisément on a

2ikm

(X—en )

1

X" —1=
k

n

5.4.2 Dérivées d’un polyndémes

Dans ce paragraphe, on suppose que K =R ou K = C.
Définition 5.28. Soit P = > a X" € K[X] (avec n € N et ag,...,a, € K). On appelle
polynome dérivée de P le polynéme

P'=> apkXx*".
k=1

On note alors P®) les dérivées successives de P

Proposition 5.29. (i) Si K = R et f est la fonction polynomiale associée a P, alors f' est la
fonction polynomiale associée a P'.

(11) Sideg(P) € N* alors deg(P’) = deg(P) — 1.
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(i4i) Si deg(P) =n € N alors P = (.

(iv) Si P = X" avec n € N, alors P = nl.

(v) Pour P,Q € K[ X] ona (P+Q) =P +Q'.
(vi) Pour P € K[X] et A € K on a (AP)' = AP".
(vii) Pour P,Q € K[X] on a (PQ) = P'Q + PQ’.

(viii) Pour P,Q € K[X] etn € N* on a (PQ)™ =3}, (Z) PEQn—k)

Soit P =Y ,_,ar X" € K[X]. Pour m € N on a

P () — 0 sim > n,
apm!  sim e [0,n].

En particulier pour tout &k € [0,n] on a

On peut donc écrire

k=0
Soit a € K. En appliquant cette formule au polynéme Q(X) = P(X + a) on obtient
" P®)(a)

k=0 ’

En composant avec le polynome X — a on obtient le résultat suivant :

Proposition 5.30 (Formule de Taylor). Soit P € K[X]| un polynéme de degré n € N et a € K.

Alors on a

" plk)(g

k=0

o ( a)k.

5.4.3 Ordres de multiplicité des racines d’un polynéme

Définition 5.31. Soient K € K[X]\ {0} et a € K. On suppose que a est racine de P. On appelle
ordre de multiplicité de la racine a dans P le plus grand entier k¥ € N* tel que (X — a)* divise P.

Une racine d’ordre 1 est appelée racine simple, une racine d’ordre 2 est appelé racine double et
une racine d’ordre > 2 est appelée racine multiple.

Proposition 5.32. Soient P € K[X]\ {0}, a € K et k € N*. Alors a est une racine d’ordre de
multiplicité k dans P si et seulement si

Pla) =P'(a)=---=P*V@a)=0 et PW¥(a)#0.
Démonstration. On suppose que a est racine d’ordre de multiplicité k. Alors il existe @ € K[X] tel

que P = (X —a)kQ et Q(a) # 0. D’aprés la régle de Leibniz on a pour j € [0, k]

J
PO =>"Cik(k—1)...(k—i+1)(X —a) QU™
=1
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Pour j € [0,k — 1] on a donc PY)(a) = 0, tandis que pour j = k on obtient P*)(a) = k!Q(a) # 0.
Inversement on suppose que PY)(a) = 0 pour tout j € [0,k — 1] et que P* (a) # 0. On note
n = deg(P). D’aprés la formule de Taylor en a on a

| " pl)(g |
_a)J:<X_a)kZP ( )(X—CL)J_k,

|
=

J/

On a Q(a) = % # 0 donc (X — a)* divise P mais pas (X — a)**!. =

Proposition 5.33. Soit P € K[X]. On suppose que aq,...,a; sont des racines deuz & deuz dis-
tinctes de P, d’ordres de multiplicité oy, . . ., ay, respectivement. Alors Hle(X —a;)% divise P. En
particulier P est au moins de degré ay + - -+ + ay.. Ainsi, si P est de degré n € N, alors P admet
au plus n racines comptées avec multiplicités.

Démonstration. Montrons par récurrence sur m € [1, k] que
m
[[(x —ap»|P. (5.3)
7=1

Pour m = 1 c’est vrai par définition. Supposons donc le résultat acquis jusqu’au rang m — 1 (pour
m € [2,k]). Il existe Q € K[X] tel que

P=]](X-a)%Q

j=1

Notons 8 I'ordre de multiplicité de la racine a,, dans @ (on note 5 = 0 si a,, n'est pas racine de
Q). Alors il existe @ € K[X] tel que Q(a,,) # 0 et

P=(X=a)™. (X = an)" (X = an)’Q.
Supposons par ’absurde que 8 < a,,. On note
Ri= (X —0,) et Ry= (X —a)™ (X~ 0, )™ Q.

On a alors
0= PP (a,,) = (R Ry)” Zcﬁ am)RY ™" (am) = BIRy(ay) # 0.

D’ou la contradiction. D’ou (5.3) par récurrence. Les autres assertions s’obtiennent en analysant
les degrés. ]

5.5 Arithmétique dans K|X]
5.5.1 PGCD, PPCM, théoréme de Bézout

Définition 5.34. On dit que deux polynoémes P et () sont premiers entre eux si les seuls diviseurs
communs & P et () sont les polynémes constants non nuls.
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&2 Exercice 5.37 Montrer que les polynomes X2 —4X +4 et X2 —4X + 3 sont premiers entre
eux dans R[X].

Proposition-Définition 5.35. Soient A et B deux polyndémes non nuls de K[X]. Alors il existe
un unique polynéme unitaire D dans K[X] tel que

D|A et D|B, (5.4)
VP € K[X], (P|AetP|B) = P|D. '
D est appelé plus grand commun diviseur de A et B et est noté pged(A, B).
En outre il existe (U, V) € K[X]? tel que
D = AU + BV. (5.5)

Démonstration. On note D I'ensemble des polynomes de K[X] qui s’écrive sous la forme AU + BV
avec (U, V) € K[X]?. Cet ensemble n’est pas réduit a 0 car il contient A et B. On note alors

n = min {deg(P),P € D\ {0}}.

On considére un polynome D de D de degré n. Quitte a le diviser par son coefficient dominant (il
reste bien dans D), on peut supposer qu'il est unitaire. Comme D est dans D, il existe (U, V) €
K[X]? tel que (5.5) est vérifiée.

Montrons que D vérifie (5.4). On commence par vérifier que D divise A. On note @ et R le
quotient et le reste de la division euclidienne de A par D. On suppose par I’absurde que R # 0. On
a

R=A-DQ=(1-U)A-VB,

ce qui prouve que R appartient & D. Mais son degré est strictement inférieur a celui de D, ce qui
est absurde. Ainsi A = @D, ce qui signifie que D divise A. On montre de la méme fagon que D
divise B.
Soit P € K[X] un diviseur commun de A et B. Il existe (Q 4, Qp) € K[X]? tel que A = PQ4 et
B = PQg. On a alors
D =AU + BV = P(QAU + QgBV),

donc P divise D. Ainsi on a montré que D vérifie (5.4).

Il reste & montrer que D est I'unique polynéme unitaire vérifiant (5.4). Pour cela, supposons
que D est également un polynome unitaire vérifiant (5.4). Comme D divise A et B, on obtient par
propriété de D que D divise D. On obtient de la méme facon que D divise D. Comme D et D sont
unitaires, on a nécessairement D = D, ce qui conclut la démonstration. [

On note que 'unicité de D assure qu’il n’y a qu’un seul polyndéme unitaire de D de degré n.

Remarque 5.36. Soit (A, B) € (K[X]\ {0})%. Alors A et B sont premiers entre eux si et seulement
si pgdc(A, B) = 1.

Proposition 5.37 (Lemme de Gauss). Soient (A, B,C) € K[X]?. Si A et B sont premiers entre
eux et A divise BC, alors A divise C.

Démonstration. 1l existe (U, V) € K[X]? tel que
AU + BV = 1.

En multipliant par C' on obtient
ACU + BCV = C.

Sachant que A divise ACU, s’il divise BC' il divise aussi BCV et donc C. n
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Pour calculer explicitement le pged de deux polynomes A et B non nuls, on utilise ’algorithme
d’Euclide. On commence par observer que si on note () et R le quotient et le reste de la division
euclidienne de A par B, alors on a

pgcd(A, B) = pged(B, R).

En effet, si P divise B et R, alors il divise A = BQ + R, et si P divise a la fois A et B, alors il
divise R = A — B@. On remarque également que si B divise A alors pged(A, B) = A.

Etant donnés deux polynémes non nuls A et B de K[X], on obtient alors le pged de A et B de
la fagon suivante. On effectue la division euclidienne de A par B :

A=BQ,+ Ry, deg(Ry) < deg(B).
On effectue alors la division euclidienne de B par le reste Ry :
B =QyR1 + Ry, deg(Ry) < deg(Ry).
Puis la division euclidienne de R; par Rs, et ainsi de suite :
Ri_1 = Q1R + Ryy1, deg(Rypy1) < deg(Ry).
Jusqu’au moment ot on obtient un reste nul :
R, 1 = QR,.

Cela arrive nécessairement. En effet, si ce n’est pas le cas, on obtient une suite de restes (R,;)men,
et la suite des degrés correspondants est une suite d’entiers positifs strictement décroissante, ce qui
est absurde. Une fois ces calculs effectués, on observe que

pgcd(A, B) = pged(B, R1) = pged(Ry, Re) = -+ = pged(R,y-1, Ry) = Ry,
Ainsi, le pged de A et de B est le dernier reste non nul obtenu par I'algorithme d’Euclide.

Proposition-Définition 5.38. Soient A et B deux polynomes non nuls de K[X]. Alors il existe
un unique polynéme unitaire M dans K[X] tel que

A|M et B|M,
VP e K[X], (A|PetB|[P) — M|P.

D est appelé plus petit commun multiple de A et B et est noté ppcm(A, B).

5.5.2 Factorisation en polynomes irréductibles

On sait que tout entier s’écrit de facon unique comme produit de nombres premiers. On rappelle
qu’un nombre premier est un entier supérieur ou égal a 2 dont les seuls diviseurs positifs sont 1 et
lui-méme. En utilisant le lemme de Gauss, on montre alors que si un nombre premier p divise le
produit ab de deux entiers, alors il divise a ou b. Le résultats de décomposition en facteurs premiers
est le suivant :

Théoréme 5.39. Soit n € Z. Alors il existe e € {—1,1}, k € N, py,...,px des nombres premiers
deuz a deux distincts et oy, ..., qp des entiers non nuls tels que

n=epit...ppt.

En outre cette écriture est unique a l’ordre des facteurs pres.
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Tous ces résultats ont des analogues dans K[X].

Définition 5.40. On dit qu'un polynéme P € K[X] est irréductible s'il est de degré supérieur ou
égal a 1 et si ses seuls diviseurs unitaires sont 1 et lui-méme.

Remarque 5.41. Si P n’est pas irréductible, on peut donc écrire P = Q1@ avec deg(Q1) = 1 et
deg(Qa) > 1.

Proposition 5.42. Soit P € K[X] un polynéme irréductible. Soit (A, B) € K[X]?. Si P divise AB
alors P divise A ou P divise B.

Démonstration. On suppose que P divise AB mais ne divise pas A. Comme P n’est pas un diviseur
de A, P et A sont premiers entre eux. Par le lemme de Gauss on obtient que P divise B. O]

Corollaire 5.43. Soit P € K[X] un polynome irréductible. Soient n € N* et (Ay, ..., A,) € K[X]|"™.
Si P divise le produit Ay ... A, alors P divise l'un des facteurs A;, j € [1,n].

Théoréme 5.44. Soit P € K[X]\ {0}. Alors il existe A € K*, n € N, P,,..., P, des polynémes
irréductibes et (o, ..., a,) € N™ tels que

P =\PM"Py*. .. P,
En outre cette écriture est unique a l’ordre des facteurs pres.

L’idée de la démonstration est la suivante. Pour 'existence, si P est irréductible le résultat est
clair. Sinon on I'écrit comme produit de deux polynémes de degrés strictement inférieurs, puis on
procéde de méme avec ces deux facteurs, jusqu’a ce qu’on n’ait plus que des facteurs irréductibles.
Cela arrive & un moment, sinon on construirait une suite de diviseurs non nuls de P de degrés de
plus en plus petits, ce qui n’est pas possible.

Pour I'unicité, on suppose qu’on a une égalité entre produits de polynomes irréductibles de la
forme suivante

AP PO = Qb QP
Par identification des coefficients dominants on a A = pu. P; est irréductible. Comme il divise le
produit Qf Lo..QPm il divise Pun des Q;. Q; étant lui méme irréductible et unitaire, on a Py = Q);.
D’aprés le corollaire 5.10 on peut « simplifier » 1'égalité par P, = @;. On obtient une nouvelle
égalité avec un facteur de moins, et on procéde de la méme fagcon pour prouver que les facteurs
sont en fait exactement les mémes de chaque coté de I'égalité.

5.5.3 Factorisation dans C|X]

La factorisation dans C[X] est particuliérement simple. C’est d’ailleurs l'intérét de travailler
dans les complexes plutdt que dans les réels. Le résultat assurant que tout polynéme complexe non
constant admet une racine est admis ici :

Théoréme 5.45 (d’Alembert). Tout polynéme non constant de C[X| admet une racine.

A partir de ce résultat, il est facile de voir que tout polynéme de degré supérieur ou égal a 2
est réductible :

Proposition 5.46. Les polynomes irreductibles de C[X| sont les polynémes de degré 1.

Démonstration. Soit P € C[X] un polynéme de degré n > 2. D’aprés le théoréme de d’Alembert, il
existe a € C tel que P(a) = 0. D’apreés la proposition 5.18, (X — a) divise P. Comme P # (X —a)
(ces deux polynomes n’ont pas le méme degré), P est donc réductible. O
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Le résultat du théoréme 5.44 prend alors une forme particuliérement simple dans C[X] :

Proposition 5.47. Soit P € C[X]. Alors P est scindé. Autrement dit, il existe A € C, k € N,
ai,...,a, deur a deux distincts et aq, ..., q € N* tels que

k
P=A]J(x —ay)>.
j=1
En outre cette écriture est unique a ’ordre des facteurs pres.

5.5.4 Factorisation dans R[X]

La factorisation d’'un polynéme dans R[X] est moins évidente, car il existe des polyndmes
irréductibles dans R[X] qui ne sont pas de degré 1 (par exemple X2 + 1). Cest I'intérét de plutot
travailler dans C et, d’ailleurs, pour montrer des résultats dans R[X| on va en fait repasser par des
calculs dans C[X].

On a donné comme exemple de polynome irréductible de degré supérieur a 1 le cas d'un poly-
noéme de degré 2 sans racine réelle. C’est en fait le seul probléme que 1'on peut rencontrer :

Proposition 5.48. Tout polynoéme de degré supérieur ou égal a 3 dans R[X| est réductible.

Démonstration. Soit P € R[X] un polynome de degré supérieur ou égal a 3. Si P admet une racine
a € R, alors il est réductible d’aprés la proposition 5.18.

On suppose maintenant que P n’a pas de racine réelle. On peut voir P comme un polynéme de
C[X]. D’apres le théoréme 5.45, il admet alors une racine complexe z € C. Puisque les coefficients
de P sont réels, on a alors L

P(z) = P(z) = 0,
donc Z est également racine de P. Puisque z # Z, on obtient par la proposition 5.19 qu’il existe
Q2 € C[X] tel que
P=(X-2)(X—-2)Q-.
On note
Q1= (X —2)(X —2) = X2 = 2Re(2)X + |2
(notons que le discriminant A = 4Re(z)2 — 4 |z|* est strictement négatif puisque z n’est pas réel).
Alors @1 € R[X] et deg(Q1) = 2. Il reste & montrer que Q3 € R[X]. On effectue la division
euclidienne de P par Q; dans R[X]. Il existe Q2, R € R[X] tels que deg(R) <1 et P = Q1Qs + R.
Ces deux propriétés sont encore valables dans C[X]|. Dans C[X] on a alors les deux divisions
euclidiennes

Qi1Q2+0=P=0Q:1Q:+R.
Par unicité de la division euclidienne, on obtient que R =0 et Qs = Qs € R[X]. O
On remarque par ailleurs qu'un polynoéme de degré 2 dans R[X] est irréductible si et seulement

s’il n’a pas de racine réelle. Le théoréme de factorisation dans R[X] peut alors s’écrire de la fagon
suivante :

Proposition 5.49. Tout polynome P € R[X] s’écrit sous la forme

T S
i Bj
P=A[[(x —a) ][ Q7
i=1 j=1
avec X € R* r;s € N, les a; pour i € [1,r] sont des réels deux a deux distincts, o, ..., a, € N*
les QQ; pour j € [1,s] sont des polyndomes unitaires de degré 2 sans racine réelle et deur a deux
distincts, et enfin By, ...,0s € N*. En outre cette écriture est unique a l’ordre des facteurs pres.
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Ezemple 5.50. On considére
P=X*"4+6X?+25

Les racines complexes de P sont 1+ 2i, 1 —2i, —1 + 2i et —1 — 2¢ (étudier les racines du polynome
Y? 4+ 6Y + 25). On obtient

P=(X—-1-2)(X—1+2)(X+1—2)(X+1+2)=(X>—2X +5)(X>+2X +5).

5.6 Fractions rationnelles - Décomposition en éléments simples

Formellement, une fraction rationnelle a coefficients dans K est une expression de la forme

PX)

Q(X)’
ot P et @ sont des polynémes a coefficients dans K et @) # 0. Plus précisément, ’ensemble K(X)

des fractions rationnelles a coefficients dans K peut étre vu comme ensemble K[X] x (K[X]\ {0})
dans lequel on a identifié les couples (Pr, Q1) et (P, Q2) tels que PiQy = Po()q. Cela s’écrit alors
P P

Q Q2
On peut vérifier rigoureusement que les régles de calculs sont alors “celles qu’on imagine”. Rien de

compliqué, mais on n’entre pas dans les détails ici.

Remargue 5.51. Tout fraction rationnelle F = 4 (avec A, B € K[X] \ {0}) s’écrit de fagon unique
sous forme irréductible, c’est-a-dire sous la forme F' = g ou P, € K[X]\ {0} sont premiers entre

eux. Pour l'existence, il suffit de diviser A et B par leur pged.

Définition 5.52. Soit F' = g € K(X) \ {0} écrite sous forme irréductible. Soit k € N*.
e On dit que a € K(X) est un zéro de F' (d’ordre de multiplicité k) si a est une racine de P
(d’ordre de multiplicité k).
e On dit que a € K(X) est un pole de F' (d’ordre de multiplicité k) si a est une racine de Q)
(d’ordre de multiplicité k).

Remarque 5.53. a ne peut pas étre a la fois zéro et pole de F'.

Le but de ce petit paragraphe est de donner un apergu de la décomposition en éléments simples,
qui permet d’écrire une fraction rationnelle « compliquée » comme somme de fractions rationnelles
« plus simples ». Une premiére motivation est de pouvoir calculer une primitive d’une fonction
rationnelle a coefficients dans R.

Exemple 5.54. On cherche une primitive sur son domaine de définition de la fonction

1

T
fow 2 — 11z + 30

Les racines du polynoéme X2 — 11X + 30 sont 5 et 6. On a alors
X? - 11X +30 = (X —5)(X —6).
On cherche a et b tels que

1 1 a b
= = . 5.6
22 —11lz+30 (z—5)(z —6) x—5+x—6 (5.6)

Vo e R\ {5,6},
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En multipliant par (x — 5) on obtient

1 b(x —5)
Ve e R\ {5,6 — = -,
reR\{5,6}, —Fr=a+——
La limite en 5 donne a = —1. De méme en multipliant par (z — 6) on obtient b = 1, et donc
1 1 1

22— 11z +30 x—5+x—6'

(5.7)

On peut aussi calculer a et b en remettant les deux fractions au méme dénominateur a droite de
(5.6) :

Ve e R\ {5,6}, = <~ (a,b) = (—1,1).
€ R\ {5,6} ey = @=L

1 ax — 6a + bx — dx a+b=0
22— 112 +30 22— 11z + 30

Une fois que 'on a écrit (5.7), il est facile de calculer les primitives de f sur un intervalle de
R\ {5,6}. Ce sont les fonctions sont de la forme

z+— —In(z —5) + In(z — 6) + ¢,

avec ¢ € R.

Le passage qui n’est pas évident dans cet exemple est de deviner qu’il existe a et b pour lesquels
on peut écrire (5.6). Le but du théoréme suivant est de décrire a priori la forme la plus simple sous
laquelle on peut écrire une fraction rationnelle.

Théoréme 5.55 (Théoreme de décomposition en éléments simples). Soit F' = g € K(X) \ {0}
écrite sous forme irréductible. On écrit

Q=x[Je"
i=1
ot Q,...,Q, sont des polynomes irréductibles de K[ X| deuz a deuz distincts et o, ..., a, € N*.

Alors F s’écrit de fagon unique sous la forme

rooo

F:E+ZZ%

i=1 j=1
ou E € K[X], et P,; € K[X] est tel que deg(P;;) < deg(Q;) pour tous i € [1,7] et j € [1, o].

Cette décomposition en éléments simples ne parait en fait pas si simple. Il convient tout de
méme de dédramatiser. Dans C[X], tous les facteurs @); sont de degré 1, donc tous les polynomes
P, ; sont en fait constants. Dans R[X], les facteurs @); sont de degré 1 ou 2, et les numérateurs P, ;
sont donc au pire de degré 1. Il se trouve que dans R[X] on est capable de calculer une primitive
de n’importe lequel des termes apparaissant dans cette décomposition, ce qui signifie que 1'on est
capable de calculer les primitives de n’importe quelle fonction rationnelle & coefficients dans R. Au
prix, parfois, de quelques gouttes de sueur tout de méme si on veut le faire a4 la main. Nous verrons
quelques exemples de tels calculs en TD. ..

Année 2017-2018



