L1 PARCOURS SPECIAL MATHEMATIQUES

CCn°1

Lundi 13 novembre 2017 (1h30)

Aucun document (ni calculatrice, ni téléphone, etc.) n’est autorisé. On accordera un soin
particulier a la rédaction.

Exercice 1. 1.Soit z € C\ {1}. Montrer par récurrence que pour tout n € N* on a
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2. Soit n € N*. Résoudre dans C ’équation : Z 2F =0.
k=0

3. En déduire les solutions dans C de I’équation : Z(fl)kz’C =0.
k=0

Correction : 1. On montre par récurrence sur n € N* que
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Pour n =1on a
1
sz:zo—i-zl:l—i-z,
k=0

et d’autre part
2l -1 22 -1
—_— = =z+1.
z—1 z—1

D’ou I’égalité pour n = 1. On suppose maintenant le résultat acquis jusqu’au rang n avec
n € N*. On a alors

n+1 n n+1 n+1 n+2 n+1 n+2

z -1 z -1 z —z z -1
So=d zk+z"+1=71 + 2" = —t . = il
k=0 k=0 = z= - -

D’oul le résultat par récurrence.
2.Pour z=1o0na

sz:n-l—l;éo.
k=0

Donc 1 n’est pas solution. Pour z € C\ {1} on a

n
Y =0
k=0
Finalement, les solutions de I’équation 3, _,2* = 0 sont les racines (n + 1)-iémes de 1'unité

différentes de 1, soit
2ikm
{e ntl ke [[l,n}]} .
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3. Pour z € C on note
f(z) = Z 2 et g(z) = Z(—l)kzk.
k=0 k=0
On a alors
9(z) = > (=2)F = f(~2).
k=0

Ainsi g(z) = 0 si et seulement si f(—z) = 0. L’ensemble des solutions de I’équation g(z) = 0 est

donc
2ikm
{—e ntl ke ﬂl,nﬂ} .



Commentaires : Pour la deuxiéme question, il fallait penser a traiter a part le cas z = 1. En
effet, I’égalité de la premiére question n’est évidemment pas valable dans ce cas. C’est d’autant
plus important de ne pas l'oublier qu’il est clair que 1 n’est pas solution alors que c’est une
racine (n 4 1)-iéme de I'unité.

Pour la troisiéme question sont apparues quelques horreurs comme

n n
Z(—l)kzkzo <:>Z(—l)k:00u sz:O.
k=0 k=0
En cas de doute sur les sommes, revenez a la version étendue :

Z(_l)kzk =1—2+2> —23+...+(_1)nzn_
k=0

Exercice 2. Linéariser expression cos(6)*.

Correction : Pour # € R on a
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cos(0) 5 6

1
% (2 cos(40) + 8cos(20) + 6)
cos(40) " cos(20) 3
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Exercice 3. Soit f une fonction de R dans R. Soit £ € R. On rappelle qu’on dit que f tend
vers £ en 400 si

Ve>0,JAERVzeR, 2> A4 = |f(z)—{ <e.

1. a. Exprimer avec les quantificateurs le fait que f ne tend pas vers £ en +o0.
b. Exprimer avec les quantificateurs le fait que f n’admet pas de limite finie en +o0.
2. Définir avec les quantificateurs le fait que f tend vers +oo en 4oc0.
3. On suppose que f tend vers +o0o en +o0o. Soit g une fonction bornée sur R. En utilisant
directement les définitions, montrer que
E—— .

F(@) + glw) —— +o0
4.En donnant des exemples, montrer que le produit d’une fonction qui tend vers +oo et
d’une fonction bornée peut, en +o0o, tendre vers une limite finie, vers +oo, vers —oo, ou ne
pas avoir de limite du tout (on ne demande pas de justification pour cette question).

Correction : 1. a.
Je>0,VAER, Iz eR, (z2A et |[f(z)—{ >¢).

VIER, Ie>0,VAER, Iz eR, (z2A et |f(z)—4>e¢).
2. On dit que f tend vers +oco en +oo si
VBeR,JA€R, V2 €R, z>A = f(z)>B.

3. Comme g est bornée, il existe M > 0 tel que |g(z)] < M pour tout x € R. En particulier,
g(z) = —M pour tout x € R. Soit B € R. Comme f tend vers 400 en 400, il existe A € R tel
que pour tout £ > A on a

f(@) > B+ M.

Pour tout * > A on a alors
fx)+g(x) > (B+M)—- M = B.

Cela prouve que f + g tend vers +o00 en +o0.

4.Pour £ € R on a '
1+ x — ———
(1+a%) x 527 aorm l,

r X1 —— 400,
xr—+o00

X (=1) ——— —o0,
r— 400

et la fonction
T — z X sin(z)

n’admet pas de limite (ni finie ni infinie) en +oo.



Commentaires : Pour la question 1.a, attention a la négation d’une implication. La négation de
P = Q est (P et (non Q)) (en particulier il n’y a pas d’implication dans la négation d’une
implication. On pouvait aussi simplement répondre

Je>0,VAeR, Iz > A, |f(z)—4 >e.

Pour la question 1.b, on retrouve souvent une constante ¢ qui n’est pas introduite, alors
qu’il n’y a aucune variable ¢ dans la question.

Pour la question 3, vous partez quasiment tous sur le fait que g admet une limite finie. Alors
méme qu’a la question suivante vous utilisez le sinus ou le cosinus comme exemple de fonction
bornée qui n’admet pas de limite. ..

En outre, évitez les calculs impliquant I'infini!

Exercice 4. On considére I'application f : C — C qui & z associe f(z) = 22.

1. Résoudre dans C I'équation : f(z) = —5 — 124.

2. a. Rappeler la définition d’une application injective de C dans C.
b. L’application f est-elle injective ?
c. Rappeler la définition d’une application surjective de C dans C.
d. L’application f est-elle surjective ?

3. Soit A une partie de C. On note

B ={—-a,a € A}
On considére I'application f4 : A — C qui & z associe f4(z) = z2. Montrer que

fa est surjective <= AUB=C.

4. (Question Bonus) Donner une condition nécessaire et suffisante sur A et B pour que f4
soit bijective.
Correction : 1.Soit z = z + iy € C avec (z,y) € R2. On a

x2—y2:—5 72 =
22 = =5 — 12i <= { 2zy = —12 = {y? =
2 4+ y? =562 4122 = /169 = 13 zy <0

Les solutions de 1’équation 22 = —5 — 12i sont donc (2 — 3i) et (—2 + 34).
2. a. Une application g de C dans C est dite injective si

V(zl,zz) c (CZ, g(zl) = f(ZQ) — 21 = 29.

b. L’application f n’est pas injective car 1 et -1 sont distincts mais ont la méme image 1 par
f-

c. Une application g de C dans C est dite surjective si
Ywe C,3z € C, f(z)=w.

d. L’application f est bien surjective car tout complexe admet une (s’il est nul) ou deux (s’il
est non nul) racines carrées dans C.
3. On suppose que f4 est surjective. Montrons que AU B = C. Comme A et B sont des parties
de C, on a bien AU B C C. Soit w € C. Comme f4 est surjective, il existe z € A tel que
22 = fa(z) = w?. Comme les deux solutions de cette équation dans C sont w et —w, on a
nécessairement w = z € A ou —w = z € A (auquel cas, w appartient & B). Dans tous les cas,
on aw € AU B. Cela prouve que C C AU B. D’ou, finalement, AU B = C.

Inversement, on suppose que AU B = C. Soit w € C. Soit z € C une racine carrée de w
dans C. Si z € A alors fa(z) = w. Sinon, on a forcément z € B. Dans ce cas —z € A et on a
fa(=2) = (=2)%2 = w. Dans tous les cas, il existe un élément de A dont I'image par fa est w.
Cela prouve que f4 est surjective.

4. Montrons que
fa est injective <= AN B C{0}.

On suppose que f4 est injective. Soit z € ANB. Onaz € Aet —z € A. Or fa(z) = fa(—2)
donc z = —z cela implique que z = 0. Ainsi, AN B C {0}.

Inversement, on suppose que AN B C {0}. Soit (21, 22) € A? tel que fa(z1) = fa(22), soit
z% = zg On suppose par 'absurde que z1 # z3. On a alors z2 = —z1, et donc z; € B. D’ou
z1 € AN B C {0}. Ainsi on a z; = z2 = 0, ce qui est absurde. Cela prouve que z1 = z2, et donc
que f est injective.

Finalement on a

fa est bijective <= fa est injective et surjective <= <AUB =C et ANBC {O})



