L2 PARCOURS SPECIAL MESURES ET INTEGRATION

TD n° 8 : Transformée de Fourier

Ezercice 8.1 (Transformée de Fourier L1). Soit f € L*(R).
1. Montrer que pour tout ¢ € R la fonction z +— e~ f(x) est intégrable sur R (et son
intégrale ne dépend pas du choix d’un représentant de f). On note alors

£ 1 —ix
fle) = o= / ¢ f () dr.

f est appelée transformée de Fourier de f.
2. Montrer que f est bornée.
3. Montrer que Papplication f — f est linéaire de L'(R) dans L*(R).
4. Montrer que la fonction f ainsi définie sur R est continue.
5. a. En effectuant une intégration par parties, montrer que si f est de classe C'! et & support
compact, alors f(€) tend vers 0 quand |¢| tend +oc.
b. Montrer que f(&) tend vers 0 quand |¢| tend 400 dans le cas général f € L'(R).

6. Montrer que pour f,g € L*(R) on a m =27f§.

Ezercice 8.2. 1.Soit a > 0. Calculer la transformée de Fourier de 1[_, 4.
2. Montrer que L'(R) n’est pas stable par transformée de Fourier.

Ezercice 8.3 (Inversion de Fourier dans L'). Pour € > 0 et x € R on note

1 )
he(x) = ﬁée—s‘tleztzdt.

1. Montrer que pour tous € >0 et x € Ron a

2 €
hg(x):\/;ﬁ_h%2 et /Rhg(x)dx:\/QW

Indication : pour la premieére égalité on pourra utiliser la parité des parties réelles et imagi-
naires, puis effectuer des intégrations par parties.
2. Soit f € L*(R). Montrer que pour tout € R on a

(F ho)(e) = [ e (g de.
R

3.Soit g € L*°(R) continue en 0 (cela signifie que g admet un représentant continu en 0).

En utilisant l'expression de h. obtenue a la question 1, montrer que (g * h:)(0) tend vers

V271g(0) quand ¢ tend vers 0. Indication : on pourra utiliser la question 1.

4. Soit f € L*(R). Montrer que ||f xh, — \/ﬁle tend vers 0 quand ¢ tend vers 0. Indication :

on pourra utiliser la question précédente avec g =y — ||, f — fl|,-

5.S0it f € L*(R) telle que f € L'(R). Montrer que pour presque tout # € R on a

L .
@) = <= /R f(€) de. (+)

Ezxercice 8.4 (Transformée de Fourier dans ’espace de Schwartz, régularité et décroissance).
On dit qu’une fonction f : R — R est a4 décroissance rapide si elle est de classe C* sur R et
si pour tous o, 8 € N la fonction = — 2 f¥(z) est bornée. On appelle espace de Schwartz
et on note S(R) 'espace des fonctions a décroissance rapide.

1.Soit f € L'(R) N C(R) telle que f' € L'(R). Montrer que pour tout £ € R on a f/(£) =
iEf(6)- .

2. Soit f € LY(R) telle que la fonction z +— x f(z) est intégrable sur R. Montrer que f € C1(R)
et la dérivée de f est la transformée de Fourier de la fonction z — —iz f(z).

3. Montrer que la transformée de Fourier est une bijection de S(R) dans S(R) et que pour
f € S(R) la formule d’inversion (x) est valable pour tout = € R.



Ezercice 8.5 (Transformée de Fourier dans L?). Pour f,g € L?(R) on note

(frg) = / F(2)g(a) de.

1. Montrer que cela définit un produit scalaire sur L?(R) est que la norme associée est ||-||,.
2. Montrer que pour f,g € S(R) on a <f,§> = (f,g). En déduire que pour f € S(R) on a

1£llz = 11£15-
3. Montrer que S(R) est dense dans L?(R).

4.Soit f € L?. Montrer quil existe g € L? tel que si (fn)nen est une suite dans S(R) qui
converge vers f dans L%(R), alors fn tend vers g dans L2.
5. Montrer qu’il existe une unique application F : L?(R) — L?(R) vérifiant les propriétés
suivantes :

(i) Si f € S alors F(f) = f.

(ii) F est linéaire.

(iii) F est une isométrie de L2(R).

(iv) Pour f € L?(R), F(F(f)) est la fonction z +— f(—x).

(v) F est une bijection de L*(R).

N.B. En général () n’a pas de sens dans L?!

Ezercice 8.6 (Transformée de Fourier d’'une gaussienne). 1.Pour x € R on note f(z) =
22

e 2.
. Montrer que f € S(R).
. Montrer que pour tout £ € R on a f/(€) + £f(€) = 0.

. Calculer f(0).
. Calculer f(§) pour tout £ € R.

2. Soit o > 0. Calculer la transformée de Fourier de la fonction z — e~ %5

o oo

Q.

Ezercice 8.7 (Equation de la chaleur sur R). Soit ug € L*(R) N L?(R) une fonction de R
dans R. On considére I'équation de la chaleur

{(%u(t,x) = Ogzu(t,z), pour (t,z) € Ry xR, (40)

u(0,x) = up(z), pour z € R.

1. Pour cette question on travaille au niveau formel (c’est-a-dire sans se préoccuper des ques-
tions de rigueur). On suppose que u est solution de (xx). Pour t € Ry et £ € R on note

a(t, &) = \/%/Re_”gu(t,x) dx.

a. Montrer que pour t > 0 et £ € R on a d,a(t, &) = £2a(t, ).
b. Montrer que pour ¢ € R et £ € R on a 4(t,&) = e 0y ().
c. Soit t > 0. Montrer que pour presque tout z € R on a

1 (z—1)?
u(t,r) = — e 1 dy. * % %
o)== oly) dy (%)

2. Inversement, on considére sur R’ x R la fonction u définie par (x * *).
a. Montrer que u(t) € L*(R) pour tout ¢ > 0 et ||u(t) — uol| ;2 = 0.
—

b. Montrer que u est de classe C* sur R} x R et que dyu(t,z) = Opau(t,z) pour tout
(t,z) e RYL x R.



