L2 PARCOURS SPECIAL MESURES ET INTEGRATION

TD n° 6 : Espaces de Lebesgue

Ezxercice 6.1. A quelle condition sur a € R et p € [1,00] la fonction z — x% est-elle dans
L?(]0,1]) ? Dans L”([0,1]) ? Dans L”(]1,00[) ? Dans LP(]0, co[) ?

Ezercice 6.2. On se place sur 'espace mesurable (R, B(R)). On note A la mesure de Le-
besgue et, pour ¢ € R, on note J, la mesure de Dirac en a. Soit a > 0. Pour A € B(R) on
note

w(A) = a/ e dA(z) + e Y61 (A)
[0.1]
et

UA:/ e I\ (x —&
( ) [0,400[NA Z

1. a. Montrer que p et v sont des mesures sur (R, B(R)).
b. Sont-elles finies ?
2.Pour z € R on note f(z) =z et g(x) = e**
a. Montrer que f et g sont mesurables.
b. Sont-elles intégrables par rapports a p 7 par rapport & v 7 Si oui, calculer leurs intégrales.

Ezxercice 6.3. Dans le chapitre sur les espaces de Lebesgue, ou a-t-on utilisé le fait que
p=17

Ezercice 6.4. Soit p € [1,+o0].

1. Montrer que si f € C°(R) N LP(R) admet une limite en +oco alors cette limite est nulle.
2. Montrer qu'il existe f € C°(R) N LP(R) qui ne tend pas vers 0 en +oo.

3. Montrer que si f € LP(R) est uniformément continue alors elle tend vers 0 en +oo.

Ezxercice 6.5. Soit f une fonction mesurable de (X, M, ) dans R. Montrer que
= inf .
[flloc = sup - inf, |f()]
n(A)>0
Ezercice 6.6. Soit p € [1,400]. On note
Q={fe L”(R,BR),\)|f>0pp.}.

Montrer que Q est d’intérieur non vide si p = 400 et d’intérieur vide pour p < +oo. In-
dication : on pourra commencer par montrer qu’une fonction f € Q bornée n’est pas dans
Uintérieur de ).

Ezxercice 6.7. Soit (X, M, ) un espace mesuré. Soient p, ¢, € [1, 00] tels que %—F%—&—% =1
Montrer que pour f € LP(X,M,u), g € LY(X,M,pu) et h € L"(X,M,u) on a fgh €
LY(X, M, p) et
”fthLl(X,M,u) < ||f||LP(X,M,H) ||g||Lq(X,M,y,) ||hHLr(X,M,M) .
Ezercice 6.8. Soit f € L _(R,B(R),\) telle que
Vo € COR ‘/jﬁdA—O

Montrer que f =0 p.p.



Exercice 6.9. Soit (X, M, ) un espace mesuré. Soit (fy), oy une suite de fonctions dans
LY (X, M,p) N L>®(X, M,u). On suppose que cette suite est bornée dans L°°(X, M, pu)
et converge dans L!'(X, M, p) vers une fonction f. Montrer que f, converge vers f dans
LP(X, M, 1) pour tout p € [1, +00].

Ezercice 6.10 (Inégalité de Hardy). Soient p €]1,00[ et f € LP(R;). Pour z > 0 on note

1 x
F(x) = 7/ f(t)dt.
T Jo
On cherche & montrer I'inégalité de Hardy
p
17, < o1 £l -

1. Montrer que F(x) est bien défini pour tout = > 0.
2. On suppose que f est continue a support compact dans R* et & valeurs positives.
a. Montrer que F est de classe C' sur R?* et que pour tout x € R} on a

F(z) = —aF'(x) + f(2).
b. A Taide d’une intégration par parties, montrer que pour tout A > 0 on a

p—1 [

A
Pdx )P f(2) d.
- 0F<x>d</0 F(a)P~ f(z)d

c. Montrer I'inégalité de Hardy pour f continue & valeurs positives.
3. En déduire I'inégalité de Hardy pour f continue & support compact dans R? .
4. En déduire I'inégalité de Hardy dans le cas général.
5. Montrer que la constante % est optimale (on pourra par exemple considérer pour tout

n € N la fonction f, : x — x_%]l[lyn] (2)).
6. Examiner les cas p =1 et p = o0.

Ezercice 6.11. Soit p € [1,00].

1. Donner une suite de fonctions (fy ),y dans LP(R) qui converge simplement presque par-
tout vers une fonction g mais qui ne converge pas vers g dans LP.

2. Donner une suite de fonctions (f,),, oy dans LP(R) qui converge dans L vers une fonction
f mais qui ne converge pas simplement presque partout vers f.

3. Montrer que si une suite de fonctions (fy), cy dans LP(R) converge dans LP(R) vers une
fonction f et converge simplement presque partout vers une fonction g, alors f = g presque
partout.



