
L2 Parcours Spécial Mesures et intégration

TD no 5 : Théorèmes de Fubini

Exercice 5.1. Soient (X1,M1) et (X2,M2) deux espaces mesurables. Montrer qu’en général
l’ensemble des rectangles mesurables de X1 ×X2 n’est pas une tribu.

Exercice 5.2. Montrer que B(R)⊗ B(R) = B(R2).

Exercice 5.3. Soient µ1 et µ2 deux mesures σ-finies non nulles sur (R,B(R)). On suppose
que

(µ1 ⊗ µ2)(R2 \Δ) = 0,

où on a noté Δ = {(x, x), x ∈ R}.
1. Montrer que R2 \Δ est dans B(R)⊗ B(R).
2. Montrer que si A1, A2 ∈ B(R) sont tels que µ1(A1) > 0 et µ2(A2) > 0 alors A1 ∩A2 �= ∅.
3. Montrer que pour µ1-presque tout x ∈ R on a µ2(R \ {x}) = 0. En déduire qu’il existe
a ∈ R et α2 > 0 tels que µ2 = α2δa.
4. Montrer qu’il existe a ∈ R, et α1,α2 ∈]0,+∞] tels que µ1 = α1δa et µ2 = α2δa.

Exercice 5.4. Pour (x, y) ∈ [0, 1]2 on pose

f(x, y) =

�
x2−y2

(x2+y2)2 si (x, y) �= 0,

0 si (x, y) = 0.

1. Montrer que cela définit une fonction borélienne de [0, 1]2 dans R.
2. Calculer (en justifiant)

� 1

x=0

�� 1

y=0

f(x, y) dy

�
dx et

� 1

y=0

�� 1

x=0

f(x, y) dx

�
dy.

Indication : on pourra dériver par rapport à y l’expression y/(x2 + y2).
3. Commenter.

Exercice 5.5. 1. Calculer
�
D
xy(x+ y) dx dy, où D = {(x, y) ∈ R+ |x+ y � 1}.

2. Calculer
�
D
cos(xy) dx dy, où D =

�
(x, y) ∈ R2 | 1 � x � 2, 0 � xy � 2

�
.

3. Calculer
�
D

xy
1+x2+y2 dx dy, où D =

�
(x, y) ∈ [0, 1]2 |x2 + y2 � 1

�
.

Exercice 5.6. 1. Montrer que pour tout n ∈ N∗ on a

� n

0

sin(x)

x
dx =

� n

0

�� +∞

0

e−tx dt

�
sin(x) dx.

2. Pour n ∈ N∗ et t � 0 on note

Fn(t) =

� n

0

e−tx sin(x) dx.

Calculer Fn(t).
3. Étudier la limite éventuelle de

� +∞
0

Fn(t) dt quand n tend vers +∞.
4. Montrer que � n

0

sin(x)

x
dx −−−−−→

n→+∞
π

2
.



Exercice 5.7. Soit (X,M, µ) un espace mesuré σ-fini et f : X → R+ une fonction mesu-
rable. On note

F = 1A, où A = {(t, x) ∈ R×X | 0 < t < f(x)} .
1. On munit R×X de la tribu produit B(R)×M. Montrer que F est mesurable.
2. En utilisant le théorème de Fubini-Tonelli, montrer que

�

X

f dµ =

� +∞

0

µ
�
{x ∈ X | f(x) > t}

�
dλ(t).

3. Montrer que �

X

f dµ =

� +∞

0

µ
�
{x ∈ X | f(x) � t}

�
dλ(t).


