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TD n°2 : Mesures

Ezxercice 2.1. Pour A € P(R) on note m(A) = 0 si A est au plus dénombrable et m(A) =
+00 sinon. L’application m ainsi définie est-elle une mesure sur (R, P(R))?

Ezxercice 2.2. Soit (x,,),,cy une suite réelle. Soit (p,),, oy une suite de réels positifs tels que
Z:zoo pn = 1. Montrer que ’application

“+o0
m = an(szn
n=0

deéfinit une mesure de probabilité sur (R, P(R)).

Ezxercice 2.3. Soit (X, M, ) un espace mesuré. Soit Y un ensemble et f une application
de X dans Y. On note N la tribu image de M par f comme a l'exercice 1.4. Pour B € N
on note v(B) = p(f~1(B)). Montrer que cela définit une mesure v sur I’espace mesurable
(Y,N). v est appelée mesure image de i par f.

Ezercice 2.4. On considére une mesure sur ’espace mesurable (R, B(R)). On note O 'union
de tous les ouverts de R de mesure nulle. Montrer que O est un ouvert de mesure nulle. En
déduire qu’il existe un plus grand ouvert de R (au sens de I'inclusion) de mesure nulle.

Ezxercice 2.5. On considére lespace mesuré (R, B(R), \). Montrer que pour tout € > 0 il
existe un ouvert O dense dans R et tel que

AO) L e.

Ezxercice 2.6. Soit 1 une mesure sur les boréliens de R, finie sur les compacts. Soit zy € R.
Pour z € R on pose

Fla) = {M(]xo’x]) si @ > a,

—pu(]z, o)) stz < .

1. Montrer que cela définit une fonction F' de R dans R, croissante et continue & droite en
tout point.

2. Montrer que F' est continue en = € R si et seulement si p({z}) = 0.

3. Montrer que l'ensemble des = € R tels que p({z}) > 0 est dénombrable.

Exercice 2.7. Soient (X, M, u) un espace mesuré et (A,), y une suite de parties mesu-
rables. On note B ’ensemble des z € X tel que = € A,, pour une infinité d’indices n.

1. Montrer que B est mesurable.

2. On suppose que la série ) p(An) converge. Montrer que pu(B) = 0.

Ezercice 2.8. 1. Soit f une fonction continue de R dans R. Montrer que le graphe de f est
de mesure nulle dans R? (muni de la mesure de Lebesgue).

2. Soit f une fonction de classe C* de R dans R2. Montrer que f(R) est de mesure nulle dans
R? (toujours muni de la mesure de Lebesgue). Le résultat est-il encore vrai si f est seulement
continue ?



