L2 PARCOURS SPECIAL MESURES ET INTEGRATION

Examen final - 15 mai 2017

Durée : 2h

Aucun document ou appareil électronique n’est autorisé. La qualité de la rédaction sera
prise en compte pour la notation.

Cours. Enoncer I'inégalité de Holder.

Exercice 1. Soit (X, M) un espace mesurable. Soit E € M. Onnote Mg = {A € M|A C E}.
1. Montrer que Mg est une tribu sur F.

2. Soit g une fonction mesurable de (E, M g) dans (R, B(R)). Pour € X on note f(z) = g(z)
siz € Fet f(x) =0sia ¢ E. Montrer que f est une fonction mesurable de (X, M) dans

(R, B(R)).

Exercice 2. Soit f : R — R une fonction continue et bornée. Aprés avoir justifié que chacune
de ces intégrales est bien définie, étudier 'existence et la valeur éventuelle de la limite
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Exercice 3. On munit |0, +o0| et ]0, +00[? de leurs tribus boréliennes et mesures de Lebesgue
respectives. Etant données deux fonctions f et g sur ]0, +oo[ et & €]0, +00[ on note, lorsque
cela a un sens,
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1.Soient g € L] (]0,+oc[, B(]0,+00]), A) (rappel : cela signifie que g est mesurable et sa
restriction & tout compact inclus dans ]0, +o0o[ est intégrable) et f une fonction de classe C'!
a support dans [1,2].

a. Soit x €]0, 4+o00[. Montrer que la fonction y — f(%) est de classe C'! et a support dans
un compact de ]0, +oo[ & préciser.

b. Montrer que Uintégrale (f ® g)(z) est bien définie pour tout = €0, +o0|.

c. Soient a,b €]0, +oo[ avec a < b. Montrer que 'application f ® g est dérivable sur [a, b].
2. a. Soient f,g € £1(]0,+o0[, B(]0, +00[), A). Montrer que l'intégrale définie en (1) est bien
définie pour presque tout x €]0, +o0[. Indication : on pourra s’inspirer de (2) et du calcul
déja effectué pour le produit de convolution.

b. Pour z €]0, +o0[ tel que l'intégrale (1) n’est pas définie, on note (f ©g)(x) = 0. Montrer
qu’on a ainsi défini une fonction (f ® g) intégrable de |0, 400 dans R.

c. Soient maintenant f,g € L'(]0,+oo[, B(]0, +oc[), ). Montrer que (1) définit bien une
fonction (f ® g) dans L1(]0, +ool, B(]0, +00[), A) telle que
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Exercice 4.
1. Soit ¢ une fonction croissante de R dans R.
a. Montrer que I'image réciproque d’un intervalle par ¢ est un intervalle.
b. Montrer que ¢ définit une fonction mesurable de (R, B(R)) dans lui-méme.



2. On rappelle qu’une fonction ¢ : R — R est conveze si et seulement si pour tous n € N*,
01,...,0, € Ry tels que E;“Zlej =letxy,...,tn €Rona
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On rappelle également qu’une fonction convexe sur R est continue.
Soient (X, M, 1) un espace mesuré tel que p(X) = 1, ¢ une fonction convexe et croissante
de R dans R, et f une fonction mesurable de X dans R. Montrer que

w(/xfdu> </X(900f)d/~t.



