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Exercice 1

On munit R de sa topologie usuelle et de la tribu borélienne B(R) correspondante.
1. Soit A € B(R). Montrer que la fonction indicatrice de A, notée 1 4, est mesurable.
2. Montrer qu’une fonction f : R — R continue est mesurable.

3. On considére sur R la fonction f définie par

x2 size[0,1]NQ,
flz)=1< —2? size0,1]N(R\Q),
0 siz e R\ [0,1].

Montrer que f est mesurable.
4. Montrer que f est intégrable sur R pour la mesure de Lebesgue .
5. Calculer [, f d.

Exercice 2
Soient (X, M, u) un espace mesuré et Y un ensemble. Soit ¢ une fonction de X dans Y. On
munit Y de la tribu

N={BePY)|¢ ' (B) e M}.

On rappelle que ¢ est alors une fonction mesurable de (X, M) dans (Y, ). Pour B € N on
note v(B) = u(¢~(B)). On rappelle que cela définit une mesure v sur (X, N).
1.S0it f:Y — [0, +00] une fonction mesurable. Montrer que

[ rav= [ (ropan

2. Soit f : Y — R une fonction mesurable. Montrer que f est intégrable sur Y si et seulement
si f o est intégrable sur X, et que dans ce cas on a

[ rav= [ (rovan

Exercice 3 On munit R et R? de leurs topologies usuelles et des tribus boréliennes B(R) et
B(R?) correspondantes.

1. Montrer que pour tout A € B(R) on a A x R € B(R?).

2. Soient f et g deux fonctions boréliennes de R dans R. Montrer que la fonction (z,y) —
f(x) + g(y) est une fonction borélienne de R? dans R.



