Corrigé du CC1

Exercice 1
1. Soit A € B(R). Pour a € R on a

0 sia>1,
]l;ll([a,—l-oo[) =4 A sia€]0,1],
R sia<0O.

Dans tous les cas, on a bien 15" ([a, +oc[) € B(R). Puisque les intervalles de la forme [a, +oc]
engendrent B(R), cela prouve que 1 4 est mesurable.

2. Soit O un ouvert de R. Comme f est continue, f~(O) est un ouvert de R, donc borélien.
Puisque les ouverts de R engendrent B(R) cela prouve que f est une fonction mesurable de
R dans R.

3.Pour z € R on note g(x) = z2. g est mesurable car continue. [0,1] est mesurable car
fermé, Q est mesurable comme union dénombrable de singletons, fermés donc boréliens, puis
R\ Q est mesurable complémentaire de Q. Ainsi, g, 1191}, Ig et 1g\g sont mesurables, donc
f=910,1)(1g — Ig\g) est mesurable.

4.0n a vu que f est mesurable. En outre,

1
1
/|f| )\:/ r?dr = = < oo,
R 0 3
donc f est intégrable.

5.0n a f = —gl|g 1) presque partout, donc
! 1
/fd)\z—/ gd)\z—/ 2?dr = —=.
R [0,1] 0 3

Exercice 2
1.S0it Be N. Onalpop=1,-15), donc

/YﬂBdV=V(B)=M(¢_1(B))=/X11¢—1(B>du=/x(130<p)du-

Par linéarité, I’égalité est encore vraie pour une fonction étagée. Dans le cas général, on
considére une suite croissante (fy), oy de fonctions étagées qui converge simplement vers f.
Alors f, o ¢ est une fonction étagée sur X (elle est mesurable comme composée de fonctions
mesurables, et ne prend qu’un nombre fini de valeurs), la suite (f, o ) est croissante et elle
converge ponctuellement vers f o . Pour tout n € N on a

[ tudv= [t owan

D’aprés le théoréme de convergence monotone, on obtient par passage a la limite (n — o)

/deuzfxqw)du.

2. D’aprés la question précédente, on a
/ ] dVZ/ If\osodu=/ |fopl du
Y X X

/\f|d1/<oo = /|fow|du<oo.
Y b'e

donc



Lorsque ces intégrales sont finies, on peut écrire

/deV:/Tf+du—/Tf,dz/

:/Xf_,_ogpd,u—/Xf_ogpd,u
:/X(focp)eru*/X(fw)—du

:/Xfogpd,u.

Exercice 3
1. On note
M={AeBR)|AxReBR}.

On montre que M est une tribu de R contenant les ouverts.

e Si O est un ouvert de R, alors O x R est un ouvert de R?, donc un borélien. D’oi1 O € M.
En particulier R € M.

Soit A € M. Ona (R\A)xR = R?\ (AxR) € B(R?) car AxR € B(R?). D’ott X\ A € M.
Soit (An), oy une suite d’éléments de M. On a A, x R € B(R) pour tout n € N, donc

(U An> xR = (4, x R) € B(R?).

neN neN

Dott J,,cn An € M. Ainsi, M est une tribu contenant les ouverts de R, donc B(R) C M.
D’ou le résultat.

2. Pour (z,y) € R? on note o(x,y) = f(x). Soit B un borélien de R. Comme f~1(B) € B(R)
on a, d’aprés la question précédente,

¢ '(B) = f71(B) xR € B(R?).

D’ou ¢ est mesurable. De méme la fonction (z,y) — ¢(y) est mesurable, puis (x,y) —
f(x) + g(y) est mesurable comme somme de fonctions mesurables.



