QUELQUES CORRECTIONS
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1 TD2

Exercice 2.14.4.
On suppose que z € C est solution de
(z+9)" =(z—1)" (%)

On a nécessairement z # 7. On peut donc écrire

(z+i>"_(z+i)"_1'

zZ—1

Ainsi il existe k € [0,n — 1] tel que

z+1 2ikm
- =€ n .
z—1
Puisque z 4+ i # 2z — 4, on a en fait k € [1,n — 1]. Notant w = e~ on a alors

z+1i=wz—iw,

soit
z(1—w) = —i(1 + w),
puis
wtl
w1

Inversement, si z est de cette forme on a bien z # 1 et

\n . n
(z+0)" _ (z+z> PR

(z —1)» z—1

donc z est solution de (*). Finalement ’ensemble des solutions est

e +1
e n —1
On considére une solution z de (x). D’apreés ce qui précede il existe k € [1,n — 1] tel que
z=(w+1)/(w—1), 00 w=e"%". On a alors

_ w+1 L1 d+w w1l
Z=—i— =—i =— = =z
w—1 i1 l-w w-—1




Cela prouve que z est réel. Ainsi toutes les solutions de (x) sont réelles.

Remarque : En fait on peut montrer ce dernier point sans méme avoir explicité les
solutions. En effet, si 2 € C est solution de (*) on a |z —i|" = |z +i|" et donc |z — i| = |z +i].
Cela n’est possible que si z est réel (on peut le vérifier par calcul direct ou bien en pensant
a linterprétation du module en termes de distances).

2 Interro 1

Enoncé
Soient E et F' deux ensembles. Soit f une fonction de E dans F'. Soient By et By deux parties
de F'. Montrer que

FH BN By) = f~H(B1) N fH(Ba).

Correction

Soit # € E. On suppose que x € f~1(B; N By). Cela signifie que f(x) € B; N By. En
particulier on a f(z) € By, donc x € f~1(By), et d’autre part f(x) € By, donc z € f~1(Ba).
Dotz € f~1(By) N f~(By). Ainsi on a

fTHBIN By) € f7H(By) N fTH(Ba). (1)

Inversement, supposons que z € f  (By) N f~1(Bs). On a f(z) € By et f(z) € Bs, donc
f(x) € By N Bsy. Cela signifie que x € f~1(By N By). Ainsi,

FHBYNfH(Be) € fTH(B1N B). (2)
D’apres (1) et (2), on a bien
f7HBiNBy) = fH(B1) N [ H(Bo).

N.B. : Ici le raisonnement aurait été suffisament simple pour procéder par équivalence.
Mais, pour prendre de bonnes habitudes en vue de questions plus subtiles, la correction pro-
posée procéde plutot par double inclusion.

3 Interro 2

Enoncé
Soit E un ensemble. Soient f et g deux fonctions de E dans E. Montrer que si g o f est
injective, alors f est injective.

Correction
Soit (w1, 72) € E? tel que f(z1) = f(x2). En appliquant g on obtient g(f(z1)) = g(f(2)).
Comme (g o f) est injective, cela implique que x; = x2. D’ou f est injective.

Enoncé
Soit E un ensemble. Soient f et g deux fonctions de E dans E. Montrer que si g o f est
surjective, alors g est surjective.

Correction
Soit y € E. Comme g o f est surjective, il existe z € E tel que y = g(f(z)). Notant
x = f(z) on obtient que y = g(x). Cela prouve que g est surjective.

4 Interro 3

Enoncé
On note Z = 3 — 5¢. Calculer la somme de toutes les racines 5-iemes de Z.
Correction



On rappelle que le résultat est connu si Z = 1. Soit 2o une racine 5-ieme de Z. L’ensemble
des racines 5-iemes de Z est alors

{zoe%gﬂ,k € [[0,4]]}.

Ainsi la somme des racines 5-iémes de z est

4 4

k=0 k=0

car la somme des racines 5-iémes de 'unité est nulle.

Remarque : Etant donné un argument © de Z on pouvait également écrire que I’en-
semble de ses racines 5-iemes est

1 ikm41
{\/|Z5e2 = [[0,4]]},

puis conclure de la méme fagon.

Remarque : Le raisonnement est valable pour tout Z € C*. La valeur concrete donnée
dans 1’énoncé ne joue aucun role ici.

5 F.A.Q.

5.1 Monotonie et Continuité
5.1.1 Rappel de la définition d’une fonction croissante.

Définition. Soient D une partie de R et f une fonction de D dans R. On dit que f est
croissante si pour tout (z1,z2) € D? on a

1<z = f(x1) < f(z2).

On note en particulier que D n’a pas besoin d’étre un intervalle et qu’il n’y a aucune
hypothese de régularité (continuité, dérivabilité, etc.) sur f. Par exemple la fonction partie
entiére est croissante sur R.

5.1.2 La fonction inverse est-elle décroissante ?

f:{R* —- R

r = 1
x

La fonction

est dérivable sur son domaine de définition de dérivée partout strictement négative, et pour-
tant elle n’est pas décroissante. En effet on a —2 < 2 et pourtant }2 < %
Attention, comme on a dit, les implications

f'=0 = f constante, f' > 0 = f croissante, f' <0 = f décroissante

ne sont valables que sur un intervalle (et pour une fonction f dérivable, bien entendu).
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