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Réduction des endomorphismes.

Exercice 1.1. Soient F un K-espace vectoriel, et F' et G deux sous-espaces non réduits a
{0} et supplémentaires dans E.

1. On note p la projection de F sur F' parallelement a G. Déterminer les valeurs propres de
u et les sous-espaces propres associés.

2. Méme question en considérant maintenant la symétrie s par rapport a F' et parallelement
aG.

Exercice 1.2. Donner sans calcul ’ensemble des valeurs propres et des vecteurs propres de
la matrice

1
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0
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Exercice 1.3. Soit F un C-espace vectoriel de dimension finie n € N*. Soient f € L(F) et
g = f? (on rappelle que f? est par définition 'endomorphisme f o f).
1. Soit = € E.
a. Montrer que si x est un vecteur propre pour f, alors ¢’est un vecteur propre pour g.
b. La réciproque est-elle vraie ?
2. Montrer que si f est diagonalisable alors g est diagonalisable. La réciproque est-elle vraie ?
3. Montrer que si g est diagonalisable alors il existe f € L(PE) diagonalisable tel que f2 =g.

Exercice 1.4. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et f, g deux endo-
morphismes de F.

1. Montrer que fog et go f ont les mémes valeurs propres.

2. Supposons que fog=go f et que g admet n valeurs propres distinctes. Montrer qu’alors
f et g admettent une base de vecteurs propres commune.

3. Soient Aq,..., A, des réels deux a deux disjoints et D la matrice diagonale dont les coeffi-
cients diagonaux sont Ay, ..., A,. Soit B € M, (R) une matrice telle que BD = DB. Montrer
par calcul direct que B est diagonale. Faire le lien avec la question précédente.

Exercice 1.5. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et v € L(F) un
endomorphisme de rang 1 et de trace a € K.
1. Montrer que 1u? = au.
2. a. On suppose que a = 0. Montrer que u n’admet pas de valeur propre non nulle.
b. On suppose que a # 0. Montrer que « est valeur propre de u.

3. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que u soit diagonalisable.

Exercice 1.6. On considere la matrice

11
A=1(1 1 1
1 11

Sans calculer son polynoéme caractéristique, déterminer le spectre de la matrice A, indiquer
si elle est diagonalisable et, le cas échéant, la diagonaliser.



Exercice 1.7. On considere la matrice

3 5 -9
A=1|-5 -7 5
-5 -5 3

On admet que les valeurs propres de A sont -2 et 3.

1. Déterminer les sous-espaces propres de A.

2. La matrice A est-elle diagonalisable? Si oui, donner une matrice P telle que la matrice
P~ AP est diagonale.

Exercice 1.8. Calculer les valeurs propres et les sous-espaces propres des endomorphismes
de R3 dont la matrice dans la base canonique est :

5 1 -1 1 2 2
A=1|2 4 -2, B=|1 2 -1
1 -1 3 -1 1 4

Exercice 1.9. On considere la matrice

A@ _41>

Diagonaliser A puis calculer A™ pour n € Z.

Exercice 1.10. Montrer que toute matrice de M3(R) admet au moins une valeur propre
réelle.

Exercice 1.11. Cet exercice fait suite a 'exercice 1.3 (mais est indépendant). On considere
la matrice

A=1-1

1. Montrer que A est diagonalisable.
2. Donner l'ensemble des matrices B € M,,(C) telles que B> = A (on pourra utiliser les
résultats de 'exercice 1.4).

Exercice 1.12. La matrice A = (0 —2

2 0 > est-elle diagonalisable sur R? sur C?

Exercice 1.13. Soit k € C et soit f "endomorphisme de C3 dont la matrice dans la base
canonique de C? est :
2 -1 i
A=|-1 k -1
i 1 2

Déterminer les valeurs propres de f et ses sous-espaces propres. Pour quelle(s) valeur(s) de
k, f est-il diagonalisable ?

Exercice 1.14. Soit E = Ro[X] 'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré
inférieur ou égal & deux, de base canonique (1, X, X?). Soit u "endomorphisme de E défini
par :si Q € E,u(Q(X)) = (X +3)Q'(X).

1. Ecrire la matrice de u dans la base canonique de FE.

2. Sans calcul, dites pourquoi u est diagonalisable. Puis donner une base de vecteurs propres
de u.



Exercice 1.15. Donnons-nous @ € R,[X] un polynoéme non constant et soit f I’endomor-
phisme de R,,[X] qui & tout polynéme P associe le reste de la division euclidienne de P par
Q.

1. Vérifier que f est bien un endomorphisme.

2. Montrer que f est diagonalisable

Exercice 1.16. Retrouver le résultat de la deuxieme question de I’exercice 1.5 en utilisant
les maintenant les polyndémes annulateurs.

Exercice 1.17. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, p une projection de E (i.e.
pop =p) et s une symétrie de E (i.e. s> = Idg). Montrer que p et s sont diagonalisables.
Montrer de plus que E = ker(p) ® Im(p).

Exercice 1.18. (Partiel Novembre 2014). Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3
et u € L(E) tel que u* = u?. Montrer que si 1 et -1 sont valeurs propres de u alors u est
diagonalisable.

Exercice 1.19. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n > 1 et f un endomorphisme
de F tel que f — Idg soit de rang 1. Notons H = Ker(f — Idg)

1. Donner la dimension de H. On notera (ey, ..., e,) une base de H.

2. Soit e ¢ H. Montrer que (eq, ..., €5, €) est une base de E.

3. Ecrire la matrice de f dans la base précédente et en déduire que f(e) — (detf)e € H.

4. Montrer que P(X) = (X — 1)(X — detf) est un polynéme annulateur de f et donner une
condition nécessaire et suffisante pour que f soit diagonalisable.

Exercice 1.20. Résoudre le systeme différentiel :

2¢x +3y -3z = a
-z 4z =y
-z 4y = 2

Exercice 1.21. A l'aide du théoreme de Cayley-Hamilton, calculer lorsqu’il existe, I'inverse
de la matrice

0 a b
A=1a 0 b
a b 0

ou a,b sont des complexes.

Exercice 1.22. On considére un endomorphisme f diagonalisable dans C® dont les valeurs
propres sont —i, 0, ¢ et dont le polyndme caractéristique Py est & coeflicients réels. Donner
la (ou les) expression(s) possible(s) pour le polynéme minimal my et le polynéme Pj.

Exercice 1.23. Soient E un K-espace vectoriel, a un vecteur non nul de F et f ’endomor-
phisme de E défini, pour € E, par f(z) = p(x)a ol ¢ est une forme linéaire non nulle sur
E.

1. Quelles sont les valeurs propres de f 7 Est-il diagonalisable ?

2. Trouver un polynome annulateur de f.



Exercice 1.24. Soit A = , calculer A™ pour n > 0

= = O

1
0
1

=)

1. en diagonalisant A,
2. en utilisant le théoreme de Cayley-Hamilton et en calculant le reste de la division eucli-
dienne de X" par le polynome caractéristique de A.

Exercice 1.25. Déterminer les scalaires a, b, ¢ pour lesquels A (respectivement B) est dia-
gonalisable :

1 a 1 2 0 a
A=[0 1 b € Mg(R), B=1|0 2 —-a]| € M3((C)
0 0 ¢ b b ¢

Exercice 1.26. Soit la matrice

5 1 1 -1
1 5 1 -1
A= 1 1 5 -1

-1 -1 -1 5

Montrer que A est diagonalisable et inversible. En déduire son polynéme minimal et son
inverse.

Exercice 1.27. Soient les matrices

4 2 -2 2 -2 1
A=[1 5 -1], B=[3 -3 1
1 3 1 -1 2 0

Trigonaliser A et B en précisant les matrices de passage. Déterminer leur polynéme minimal.

Exercice 1.28. Déterminer toutes les matrices A de M (R) telles que :

A% —8A24+21A—181 =0

Exercice 1.29. Pour chacune des suites suivantes, calculer u,, en fonction de n :
lL.ug=1,u3 =0, ues =0et Vn € N, upy3 = 3upy1 + 2uy,.

2.upg=1,u3 =2 et Vn > 0, U241 = Uop + U2p—1 €t Uoy = Uop—1 + 2U2p—2.
Bupg=a>0,u1 =F>0et Vn € Nupo0 = —2—.

Un+1 Un

Exercice 1.30. Pour chacune des matrices suivantes, calculer le polynome minimal et les
sous-espaces caractéristiques. En déduire une matrice réduite triangulaire (on donnera la
matrice de passage) :

3 -1 1 3 2 =2
A=1|2 0 1], B=|-1 0 1
1 -1 2 1 1 0

Résoudre le systéme différentiel X' (¢) = AX (t).



Exercice 1.31. Soit E un R-espace vectoriel et ¢ un endomorphisme de F non nul tel que

0+ ¢ =0.

1. Démontrer que F = ker(p) & Im(p).

2. Montrer que Im(¢p) = ker(¢? + Idg).

3. Démontrer que pour tout v ¢ ker(yp), le couple (v, p(v)) est libre.

4. Que peut-on dire du polynéme minimal m, de ¢ ?

5.51 dim(E) = 2, prouver l'existence d’une base dans laquelle la matrice de ¢ est R =
0 -1
1 0

6.Si dim(E) = 3, prouver que dim(ker(¢)) = 1. En déduire l'existence d’une base dans

et donner m,.

laquelle la matrice de ¢ est 8 g) Préciser my,.

1 -1 3
Exercice 1.32. Soit A= | -2 2 2. Calculer A" en mettant A sous forme de Dunford.
-1 1 5

Exercice 1.33. (Partiel Novembre 2014). Soit E un espace vectoriel de dimension finie
n € N*. Soient u,v € L(E). On suppose que o v = v ou et que v est nilpotent. On veut

montrer que
det(u + v) = det(u).

1. a. Donner le polyndme caractéristique de v.
b. En déduire le résultat dans le cas ou v = Idg.
2. a. Montrer que si u est inversible alors v~ 'v est nilpotent.
b. Montrer le résultat dans le cas ot u est inversible.
3. a. Dans le cas général, montrer qu’il existe une infinité de réels 6 tels que u — 0 Idg est
inversible.
b. En déduire qu’il existe une infinité de réels 6 tels que det(u+v—01dg) = det(u — 0 1dg).
c. Conclure.

Exercice 1.34. On consideére la matrice

1 2 2 0
A:§ 1 3 -1
-1 1 3

et on note f ’endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique e de R? est A.
1. Calculer le polynéme caractéristique de A.

2 0 0
2. Trouver une base € = (1, €9, 3) telle que la matrice de f dans la baseeest |0 1 1
0 0 1

3. Soit ¢ un endomorphisme de R? tel que go f = fog.
a. Montrer que ker(f — 21d) et ker(f — Id)? sont stables par g.

et

o O
QU o O

A
b. En déduire qu'il existe A, a,b,c,d € R tels que Mat.(g) = | 0
0

1 1\ (fa b\ f(a b\ (1 1
0 1/\c d) \e¢ dJ\0 1)°
Préciser I’ensemble les valeurs possibles pour a, b, ¢, d.

4.0n note F' = {B € M3(R)| AB = BA}. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de
M;3(R) et donner sa dimension.



Exercice 1.35. Soit E un R-espace vectoriel de dimension 4 et v un endomorphisme de E
défini dans une base de E par la matrice :

1 00 0
1 4 1 -2
A=149 1 9 1
1 21 0

1. u est-il diagonalisable ? Trigonalisable ?

2. Calculer les sous-espaces caractéristiques C; et Cy. Donner pour k = 1,2 donner I'indice
de nilpotence py de la restriction de I’endomorphisme (u — kidg) a Cj.

3. Montrer que pour tout v € Cy — Ker((u — 2idg)P>~1), les vecteurs suivants forment une
base de C5 :

for =0, fpu—1 = (u—2idp)(v),.... fi = (u— 2idp)"* " (v)

4. On note F' la complétée de la base précédente par une base de C;. Donner la matrice de
u dans la base F' et exhiber sa décomposition de Dunford.

Exercice 1.36. Soit f un endomorphisme de matrice

1 -1 2 =2
0 0 1 -1
A= 1 -1 1 0
1 -1 1 0

dans une base donnée d’un R-espace vectoriel FE.

1. Déterminer une base de chaque sous-espace propre de f et donner le polynéme minimal
de f.

2. Donner la matrice réduite de Jordan de A en précisant une matrice de passage.

Exercice 1.37. Soit a un réel, considérons la matrice

1 a 0 0
0 1 0 0
A= 1 2 3 1

—2 —(4+a) —4 -1

En discutant suivant les valeurs de a, donner une réduite de Jordan de A.



