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Révisions de premiére année.

Exercice 0.1. On considére dans R? les vecteurs

1 ) 0
e = 2 , 60 = 3 et €3 = 4
1 -1 -3

Montrer que la famille (eq, e, e3) est une famille génératrice de R3.

et la rotation Ry d’angle T.

Exercice 0.2. On consideére dans R? la rotation R; d’angle 5 I

Donner les matrices de R; et Ry dans la base canonique de R?.

Exercice 0.3. On consideére dans R? les vecteurs u = (;) et v= (1)

1. La famille (u,v) est-elle une base de R? ?

2. On note D, et D, les droites respectivement engendrées par u et v. Les droites D, et
D, définissent-elles des sous-espaces supplémentaires dans R2 ?

3. On considere la projection p de R? sur D,, parallelement & D,. Donner la matrice de p
dans la base canonique puis dans la base (u,v).

Exercice 0.4. On note e = (e1, ez, e3) la base canonique de R? et on consideére I’endomo-
phisme f de R?® défini par

fle1) =2e1 + 3es + e3,

fle2) = —dey — 2e3,

fles) =4de; + 12e3 + Ses.

1. Déterminer ker(f).

2. Donner une base de Im(f). Quelle relation doivent satisfaire les coordonnées d’un vecteur
(a, b, ¢) pour qu'il appartienne & Im(f)?

3. On considere la base € = (€1,€a,€3) avec €7 = (—4,3,2), e2 = (—4,0,1), e3 = (2,1,0).
Donner la matrice de passage entre e et €. En déduire la matrice de f dans la base e.

Exercice 0.5. On considere dans R? les vecteurs u = (1,1,0), v = (0,1,1) et w = (1,0,1).
1. Montrer qu’il existe un unique endomorphisme f de R? tel que

f(u)=(-1,4,0), f(v)=(2,10,9) et f(w)=(5,-2,9).
2. Montrer que pour tout (z,y,2) € R® on a
f(zyy,2) = (x — 2y + 4z, —4x + 8y + 22,9z2).

3. En déduire la matrice de f dans la base canonique e = (e, 2, e3) de R3.

4. Déterminer le noyau de f et en donner une base.

5. Donner une base de 'image de f et en déduire une équation.

6. Montrer que R® = ker(f) @ Im(f) et que la famille (e, ez, €3) avec €7 = 2e; + e,
€2 = e1 — 4des, €3 = 2e4 + e3 forme une base adaptée a cette décomposition.

7. Donner les matrices de passage entre les bases e et €. En déduire la matrice de f dans la
base e.



Exercice 0.6. On note f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique
est

2 -1 -1

1. Déterminer le noyau et le déterminant de f.

2. On considere €1 = (1,—1,0), e = (0,1, —1) et e3 = (1,1, 1). Donner la matrice de f dans
la base € = (€1, €2, €3).

3. On considere le plan P = {(x,y,z) ERz+y+z= 0}. Montrer que f(P) = P. On
notera g la restriction de f & P. Montrer que (€1, €2) est une base de P et calculer les matrices
de g et g% dans cette base.

4. Expliciter un projecteur p et une homothétie h tels que f2 =po h.

Exercice 0.7. On considére application f : R3[X] — R définie par f(P) = fol P(z) dx pour
P e R3[X].

1. Montrer que f est une forme linéaire. Donner les dimensions de son noyau et de son
image.

2. Montrer qu’il existe a,b, ¢, d € R tels que pour tout P € R3[X] on a

f(P) = aP(0) +bP'(0) + cP"(0) + dP®)(0).

3. Déterminer une base de ker(f).

Exercice 0.8. On note £ = R3[X] et on définit £ : E — R? par ¢(P) = (P(0), P'(0), P(1)).
1. Montrer que ¢ est une application linéaire et donner sa matrice dans les bases canoniques
de E et R3.

2. Déterminer ker(¢) et Im(¢) et retrouver dans ce cas le théoréme du rang. Peut-on parler
de la somme directe de ker(¢) et de Im(¢) ?

3. Soit F le plan vectoriel de E engendré par 1 et X2. Donner une base de £(F). Discuter
en fonction de (z,y,2) € R? de la résolution de I'équation ¢(P) = (z,y, z) d’'inconnue P € F.

Exercice 0.9. On considere A € M(ny1,n1), B € M(ni,n2),C € M(nz,n1), D € M(ng, n2)
avec A inversible. Déterminer les matrices X1, Xo, M7 et Ms telles que

A B\ (I, 0\ (M 0) (I, X
C D B Xl In2 0 M2 O ITLQ '

Quelle formule sur les déterminants peut-on déduire de cette décomposition ? Montrer que
le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs est égal au produit des déterminants des
blocs diagonaux.

Exercice 0.10. Pour ag,...,a, € R on note
1 a; o ... ot
-1
1 ay a3 ... af
Dy(aq,...,an) =
2 n—1
1 o of ... o

1. On pose P(X) = Dp(a1,...,an-1,X). Montrer que P(X) est un polyome de degré

inférieur ou égal & n — 1, admettant «,...,a,_1 pour racines, et de coefficient dominant
égal & D,,_1(a1,...,an—1). En déduire P.
2. En déduire par récurrence sur n U'expression de D, («q,...,a,) en fonction des ;.

3. En déduire que ce déterminant est différent de O si et seulement si les «; sont deux a
deux distincts.



