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Exercice 4.1. Calculer / f(z,y) dz dy dans les cas suivants :
D

L fz,y) =< et D=[-1,1] x [1,2],
):sm( +y) et D=[0,%] x[0,5],
= D=3 7 x [-272].

Exercice 4.2. On note D = {(z,y) € R? |z >0, y > 0, x + y < 1}. Calculer

11:// Lda dy, 12:// (2® +y*) dz dy, 1'3:// zy(z +y) dz dy.
D D b

Exercice 4.3. Calculer / f(z,y) dz dy dans les cas suivants :
D

1. f(xvy): z+y, D = {(ﬂfvy)eR2|1>$>0,x2<y<$}>

2. f(x,y):(m+y)3, D={(z,y) eR?|3>2>1,y>2 x+y <5},

3. f(z,y) =cos(zy), D={(z,y) eR?*|2>2>1,0< 2y <2},

4. f(z,y) ==, D = {(z,y) e R?|y >0, x—y+1>0 x + 2y —4 <0},
5 f(z,y) =y D={(z,y) €ER* |z >0,y >0,zy+a+y<1}

Exercice 4.4. Calculer les aires des domaines suivants :
Dy ={(z,y) eR?*| —1<z <, 22 <y<4—a3},
Dy ={(z,y) eR?|0 <z < 7, —sinz <y < sinx},
Dy={(z,y) eR?|y>0, 2 —y+1>0,y<—22+2x+1}.

Exercice 4.5. On considére le domaine
D={(z,y,2) eER*|2>0,y>0,2>0,z+y+2z<1}.

Pour z, € R, on considére T, = {(z,y) € R? |(x,y,z) € D}.
1. Pour quelles valeurs de z le domaine T, est-il non-vide 7
2. Dans ce cas, calculer [[,. xdzdy.

3. Calculer [[[, xdxdyd:z.

Exercice 4.6. En passant aux coordonnées polaires, calculer ’aire du domaine
21 2 2
D= (x,y)€R|§<x +y <3ety>0

(et vérifier qu’on obtient bien le résultat attendu).

Exercice 4.7. On note D = {(z,y) € R? | z,y € [0,1], 2% + y? > 1}. Calculer

xry
I = —— dx dy.
//Dl+x2+y2 B

Exercice 4.8. Calculer // f(z,y,2) dx dy dz dans les cas suivants :
D

1L f(z,y,2) =cosz,  D={(z,y,2) eR’|2® +y° + 2% <1},
— z _ 3 2 2
2. f@y0)= e D={(w,y,2) €R[2* +4° < 4,052 <2}



Exercice 4.9. On considére le domaine D borné délimité par les droites d’équations = = 0,
y =z +2et y=—xz. Calculer I'intégrale [[,(z+y)dxdy

1. par calcul direct,

2. en effectuant le changement de variable (u,v) = (x +y,z — y).

) =
Exercice 4.10. Soit D = {(x,y) € R?|0 < z, 0 < y,0 < 22 + y% < 1}. Calculer

1
//D Tro g ey

Exercice 4.11. Soit D = {(x,y) € R?| 2% + y? — 22 < 0}.
1. Montrer que D est un disque.

2. Calculer [, \/x? +y? dx dy.

Exercice 4.12. Calculer [[,
z? +y? <4}

Tz drdy, otton amnoté D= {(z,y) eR?*|z>0,y>0,1<

Exercice 4.13. Calculer l'intégrale de la fonction f : (z,y) — (y* — 22)% (2% + y?) sur le
domaine D = {(z,y) e R?|0 <z <y,a <zy <b,y> — x> <1}, ot b > a > 0. On pourra

effectuer le changement de variables u = zy, v = y? — z2.

Exercice 4.14. Soit D un domaine de R2. On rappelle que le centre de gravité de D est le
point (z¢,yq) € R? défini par

(zc,yG)—Airi(D)<//Dxd:cdy,//Dydxdy).

1. Déterminer le centre de gravité du disque D = {(z,y) € R? |22 + % < 1}.

2. Pour k € N*, on considére le trapéze D), C R? de sommets (0,0), (1,0), (1,1) et (0, k).
Déterminer le centre de gravité de Dy.

3. Considérons I'application affine ¢ : R? — R?, défini par

o(x,y) = (x +3y,v —y) +(2,3).

Soit (zy, y) le centre de gravité du domaine (D). Montrer que (2, ¥5) = ©(Zo, Yo)-

4. Plus généralement, montrer que pour toute application affine (inversible) ¢ : R? — R2, le
centre de gravité de ¢(D) est p(za,ya)-

5. Déduire de la question précédente que si D est symétrique par rapport a ’axe des abscisses
et par rapport a ’axe des ordonnées alors son centre de gravité est 1’origine.

Exercice 4.15. Soient des nombres réels positifs a et b. On définit le domaine D = {(z,y) €
R2|z>0,y>0, 2 + % <1},

1. Caleuler [, (22* — y)dxdy.

2. Calculer les coordonnées du centre de gravité de D.

Exercice 4.16. Soient a > 1 et B = {(z,9,2) € R3|2? + ¢y + 22 = 1} la boule unité.

Calculer )
dxdydz.
///B Vet +y2 + (2 —a)?

Exercice 4.17. Soient a > 0, b > 0 et ¢ > 0. Calculer le volume de Dellipsoide & C R3
d’équation

2 2 2
£+y7+i<1.
a b c

Exercice 4.18. Soit a €]0,1[ et S = {(ucost,usint,sint) ER3|a <u<1,0<t < 7).
1. Trouver un domaine D C R? et une fonction f : D — R tels que

S ={(z,y, f(z,y)) € R*| (2,y) € D}.
2. Calculer le volume du solide

T = {(z,y,rf(z,y)) €R’|(z,y) € D, 0 <r <1},



Exercice 4.19. Soient a > 0 et b > 0. Calculer 'aire du domaine inclus dans le quadrant
R* x R% = {(z,y) € R*|z > 0,y > 0} et délimité par les droites d’équation y = az, y = %x
1

et les hyperboles d’équation y = g ety = .

Exercice 4.20. Posons H = [[o, p e~ (@) 4y dy.
1. Utiliser un changement de variables pour montrer que H =

13

T
5 -

B

2. En déduire la valeur de l'intégrale de Gauss fR " e~ dx =

Exercice 4.21. 1. Tracer 'ensemble C des (z,y,2) € R? tels que 2% + y? = (2 + 1)? pour
z > —1. Déterminer l'intersection de C' avec la sphére S = {(z,y,2) € R3|2? +y? + 22 = 1}.
2. Tracer le solide K défini par

K:{(%yaz)ERglm—lgzgm}.

3. Calculer le volume de K (Indication : pour z, € [0,1] et P,, = {(z,y,2) € R?|2z = z,}
calculer l'aire de P,, N K comme fonction de z,.)

Exercice 4.22. (Solide de révolution)
1.Soit g : R — R, une fonction positive et deux nombres réels a,b € R tels que a < b.
Montrer que le volume du solide S C R3 délimité par les plans z = a et z = b et la courbe
22 4+ y? < g(2) est Wf; g% (2)dz.

2. Considérer D, le domaine (borné) de R?, délimité par les courbes z = 22 et z = 22

Calculer le volume du solide de révolution obtenu en faisant pivoter D autour de I'axe des z
dans R3.

Exercice 4.23. 1. Soient R > 0 et A > 0. On considére dans R? le cone C dont la base est le
disque de centre 0 et de rayon R inclus dans le plan (Ozy) et dont le sommet est S = (0,0, h).
Calculer le volume de C.

2. Calculer le volume de C' lorsque S = (20,0, h), avec z¢ > 0.

3.S0it A un domaine simple du plan (0zy) d’aire A. Calculer le volume du cone C' de base
A et de sommet (0,0, h).
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