Chapitre 6

Théoréme de l'inversion locale -
Théoréme des fonctions implicites

Le but de ce chapitre est de montrer deux applications importantes de la notion de
différentiabilité. Ces deux théorémes sont assez proches dans la mesure ot on obtient assez
facilement 'un comme conséquence de l'autre, mais les énoncés et surtout les applications
sont finalement bien distincts.

6.1 Théoréme de 'inversion locale

On considére une application f de classe C' d’un ouvert & de R™ dans R” et a € U.

On a dit que Papplication affine  — f(a) + d, f(x — a) est une bonne approximation de
la fonction f au voisinage du point a. Le but de ce paragraphe est de voir s’il est possible de
faire un lien entre le fait que f est une bijection et le fait que sa différentielle en tout point
de U est elle-méme bijective. Tout d’abord il est facile de voir que si f est inversible, alors sa
différentielle I’est également en tout point :

Proposition 6.1. On suppose que f réalise un C'-difféomorphisme de U dans V C RP.
Alors n = p et pour tout a € U la différentielle d, f est un isomorphisme de R™ d’inverse

(daf)™t =dpy(f7).

La démonstration repose simplement sur le calcul de la différentielle d’une fonction com-
posée :

Démonstration. On a f~1 o f = Idy. En différentiant on obtient que pour tout a € I on a
df(a)(f_l) odyf = Idgn .

De méme on a f o f~! = Idy donc pour tout b € V

df—l(b)f ] db(f_l) = IdRp .

Avec b = f(a) on obtient que
daf o df(a)(fil) = Id]Rp .

Cela prouve que R™ et R? sont isomorphes (ce qui implique que n = p), et dy f et dy(q) ft
sont, des isomorphismes inverses I'un de ’autre. O

En dimension 1, on sait qu’une fonction de classe C'* d’un intervalle I C R dans R dont la
dérivée ne s’annule pas est injective, et en particulier elle réalise une bijection de I dans f(I).
En outre la réciproque est-elle méme de classe C'!, donc f réalise un C! difféomorphisme de
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Sous Uhypotheése que do f est inversible, le théoréme de
f Uinversion locale assure l’existence du voisinage W de
a tel que f réalise un difféomorphisme de W sur f(W).
Cependant rien n’empéche Uezistence de b € U\ W tel

8 que f(b) = f(a), donc on ne pourra pas conclure a
.@ lingectivité globale. Cependant
o le difféomorphisme entre W et f(W) va tout de méme
’ Sfiwr nous rendre bien des services,
e et si par ailleurs on peut montrer l'injectivité globale,

alors on aura un difféomorphisme global (c’est le corol-
laire 6.3).

FIGURE 6.1 — Théoréme de l'inversion locale

I dans f(I). 11 s’agit méme d’un C*-difféomorphisme si f est de classe C*.

Tout cela repose sur le théoréme de Rolle qui dit en gros que si on se déplace sur une
droite, pour pouvoir revenir au point de départ il faut nécessairement faire demi-tour et donc
étre & l’arrét a un certain moment.

Ce n’est plus le cas en dimension supérieure. Sur un plan, on peut sans probléme revenir
au point de départ sans jamais étre a 'arrét.

FEzxercice 1. On considére ’application

. R2 — R2

1. Montrer que f est de classe C'*°.

2. Montrer que la différentielle de f est inversible en tout point.

3. Montrer que f n’est pas injective.

4. On consideére I'application ¢ qui a 0 € [0, 27] associe ¢(0) = £(0,0). Montrer que ¢ est de
classe C*°, que sa dérivée ne s’annule jamais, et que ¢(0) = ¢(27).

A la lumiére de cet exemple on comprend qu’on ne pourra pas obtenir I'injectivité (pro-
priété globale) a partir de Uinversibilité de la différentielle (propriété locale).

On va néanmoins 'obtenir localement : si la différentielle de f est inversible en un point,
alors f réalise un difféomorphisme au voisinage de ce point. Ce n’est pas aussi fort qu’en
dimension 1, mais c’est déja un résultat trés important qui illustre bien I'intérét d’étudier la
différentielle (il est bien plus facile de montrer qu'une application linéaire est inversible que
de montrer directement qu’une fonction est localement inversible en un point).

Théoréme 6.2 (Théoréme de l'inversion locale). Soit f une fonction de classe C* (avec
k> 1) dun ouvert U de R™ & valeurs dans RP. Soit a € U. Si d,f est un isomorphisme de
R™ dans RP alors n = p et il existe un voisinage W de a dans U tel que la restriction de f a
W réalise un Ct difféomorphisme de W dans f(W).

Heuristique. Soit a € U. Etant donné y proche de f(a), on cherche 4 montrer que I'équation
y = f(x) admet une unique solution x proche de a. Pour cela on écrit

fl@)=fla)+dof(x—a)+...
ou les points de suspension désignent un petit reste. Si d, f est inversible et si on s’autorise
& oublier ce reste, alors on peut écrire

y=fl2) = w=a+(df) "y~ fla)+...

~

On obtient bien une unique solution, qui se trouve étre proche de a. La démonstration
rigoureuse du théoréme repose sur le théoréme du point fixe 2.17 :
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Démonstration. Pour y € RP on considére 'application ¢, : 4 — R™ définie par

oy(x) =2 — (dof) M (f(2) — ).

Pour tout y € RP, ¢, est de classe C* sur (, sa différentielle ne dépend pas du paramétre v,
et au point a on a

da¢y =dapo = 0.

Par continuité des dérivées partielles et donc de la différentielle, il existe r > 0 tel que

B(a,r) CU et pour tout y € R? et x € B(a,r) on a

1
llde I < 5

Pour y € R? et 21,72 € B(a,7), on a alors d’aprés I'inégalité des accroissements finis :
1
19y (21) = @y (z2) || < 5 ll21 — 22l -

Cela prouve que ¢, est contractante. D’autre part, par continuité de I’application linéaire
(daf)~1 il existe § > 0 tel que pour tout y € B(f(a),d) on a

[(daf)~ (f(a) )| <

N3

Pour z € B(a,r) et y € B(f(a),d) on a donc

1
¢y (2) = all < lIdy () = oy (a)ll +ll¢y(a) —all < 5 llz —all + g s

Ainsi ¢, envoie la boule fermée B(a,r) dans elle-méme. On peut donc appliquer le théréme
du point fixe. Pour tout y € B(f(a),d) il existe un unique = € B(a,r) tel que ¢, (z) = z, soit
f(z) = y. Notant ¢g(y) ce point fixe, g est donc une bijection de B(f(a),d) dans son image
W C B(a,r) par g, et g est la réciproque de la restriction de f a W.

Il reste & montrer que g est une application de classe C*. En utilisant la version continue
du théoréme du point fixe (théoréme 2.18) et le fait que l'application (z,y) — ¢, (z) est
continue, on obtient directement que g est continue. Pour obtenir le caractére C¥, il faudrait
montrer une version C* du théoréme du point fixe, ce qu’on ne fera pas ici. [

Corollaire 6.3 (Théoréme de U'inversion globale). Soit f une application de l'ouvert U C R™
dans louvert V C RP. On suppose que f est bijective, de classe CF (k > 1) et que pour tout
a € U la différentielle do f est un isomorphisme. Alors n = p et f est un diffécomorphisme de
classe C* de U dans V.

On obtient finalement dans ce corollaire une propriété globale, mais la propriété d’in-
jectivité qui faisait défaut pour l’exemple vu en début de paragraphe est ici ajoutée aux
hypotheéses. Rien d’extraordinaire donc. . .

Cet énoncé du théoréme de I'inversion globale est bien pratique, mais il faut étre conscient
qu’il n’apporte pas grand chose par rapport au théoréme de I'inversion locale 6.2. Il suffit de
regarder la preuve pour s’en convaincre.

Démonstration. 11 suffit de montrer que f~! est de classe C* au voisinage de tout point de
V. Soit b € V et a = f~1(b). D’aprés le théoréme de I'inversion locale appliqué en a, il existe
des voisinages ouverts U de a dans U et V de b dans V tels que f réalise un difféomorphisme
de classe C* de U dans V. En particulier la restriction de f~1 a V est de classe C*. D’ou le
résultat. O
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6.2 Théoréme des fonctions implicites

On revient maintenant sur les lignes de niveau d’une fonction. Le but de ce paragraphe
est de montrer le théoréme des fonctions implicites, qui permet de les paramétrer. Au moins
localement. Et sous certaines hypotheéses.

Pourquoi accorder tant d’importance a ces lignes de niveau ? Tout simplement parce que
bien souvent les ensembles qui nous intéressent sont définis par une équation de la forme
F(x) = 0 pour une certaine fonction F. Par exemple le cercle de R? de centre (0,0) et de
rayon 1 peut étre vu comme I’ensemble des solutions (x,y) € R? de I'équation

2 +y2—1=0.

C’est une ligne de niveau.

Paramétrer ce cercle signifie qu’on aimerait le voir comme le graphe d’une fonction régu-
liére, disons au moins de classe C''. Manifestement, le cercle n’est le graphe d’aucune fonction,
ni d’une fonction y = f(x), ni d’une fonction x = f(y). Par contre le demi-cercle supérieur
est le graphe de la fonction z + /1 — x? pour z €] — 1,1, le demi cercle inférieur est le
graphe de la fonction  — —+/1 — 22 pour = €] — 1,1[, le demi-cercle de droite peut étre
vu comme le graphe de la fonction y — & = /1 —y? pour y €] — 1, 1], et de méme pour
le demi-cercle de gauche. Ainsi le cercle peut étre vu comme le graphe d’une fonction au
voisinage de n’importe lequel de ses points (voir figure 6.1). A condition tout de méme de ne
pas avoir peur de retourner le repére, car au voisinage du point (1,0) on ne pourra jamais
voir le cercle comme le graphe d’une fonction qui exprime y en fonction de x.

Au début du cours on a introduit les lignes de niveau d’une fonction pour mieux com-
prendre la fonction en question. Ici la démarche est inverse. On va regarder la fonction F
pour mieux comprendre ses lignes de niveau.

oo
3 AN 1
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-2 -2 -2 -1.5 -1 -05 0 05 1 15 2

FIGURE 6.2 — Graphe de Iapplication (z,y) — (0,2 + 22 — 2y2)e~2"~¥" — 0,1, coupé par le
plan d’équation z = 0, ainsi que la ligne de niveau correspondante.

Théoréme 6.4 (Théoréme des fonctions implicites). Soit U un ouvert de R™ x RP et f :
U +— RP une application de classe C* avec k > 1. Soit (a,b) € R™ x RP tel que f(a,b) =0 et
la différentielle partielle D, f (a,b) est inversible. Alors il existe un voisinage V de a dans R™,
un voisinage W de b dans RP et une application ¢ : V — W de classe C* tels que V x W C U
et

VeeV,VyeW, flz,y)=0 <<= y=q¢(z).
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En outre on peut choisir V et W de sorte que la différentielle D, f(x,y) est inversible pour
tout (z,y) €V x W et

dg(x) = =Dy f(x,¢(x)) ™" 0 Dy f(x, $()).

Ici Dy f(a,b) est la différentielle de I'application y € RP — f(a,y) € RP au point b. Au
départ f est une fonction de n + p variables & valeurs dans RP. Si on fixe n variables, on
obtient une fonction de p variables & valeurs dans RP. La différentielle partielle D, f(a,b)
est alors la différentielle de cette fonction au point b, les n premiéres variables étant fixées a

a = (ai,...,a,). Sa matrice dans la base canonique de R? est
) 3
gel—(ab) ... ol ~(a,b)
Jacy f(a,b) = : : € M,(R).
) )
amfil(a b) ... axi’;p(a,b)

Exercice 2. Ré-écrire cet énoncé proprement dans le cas ou m =p = 1.

Heuristique. Si on oublie les restes d’ordre 2 on peut écrire

flz,y) = f(a,b) +dz f(a,0)(z — a) + dy f(a,D)(y = b) +
——

=0

On a alors
flz,y)=0 <<= y= b—dyf(a,b)_1 odyf(a,b)(x—a)+...

C’est bien une formule donnant y en fonction de x.

Reste a rendre cette observation un peu plus rigoureuse. Pour cela on utilise le théoréme
de l'inversion locale :

Démonstration. Pour tout (z,y) € U on pose g(x,y) = (z, f(z,y)) € R™ x RP. Cela définit
une fonction de classe C* sur . En outre on a

Im Om,p

det Jac g(a'a b) = Jacx f((‘i,7 b) Jacy f(aﬂ b)

= det Jac, f(a,b) #0
ot I, est la matrice identité de taille m x m et 0,, , la matrice & m lignes et p colonnes dont
tous les coefficients sont nuls.

On peut donc appliquer le théoréme de I'inversion locale. Il existe un voisinage U de (a,b)
dans U tel que g réalise un diffeomorphisme de classe C* de U sur son image. Soient V un
voisinage ouvert de a dans R™ et W un voisinage ouvert de b dans R? tels que V x W C U.
Comme g(V x W) est un ouvert de R™*? contenant (a,0), il existe un voisinage V C V de
a dans R” tel que V x {0} C g(V x W). Etant donné 2 € V il existe donc un unique y € W
(qon note ¢(x)) tel que (2,0) = glyy (@, ¢(x)). Comme (z,$(x)) = (gl )L (@,0), ¢
est une fonction de classe C*. Pour tout 2 € V on a donc

[z, ¢(x)) =
En différentiant on obtient
do f (z,6(x)) + dy f(z, §(x))do(x) =
ce qui donne l'expression pour la différentielle de ¢. O

Remarque 6.5. Tl est fortement déconseillé de chercher a retenir la formule pour la différentielle
de ¢. Par contre il faut savoir qu’elle existe et comment la retrouver.
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Ezxemple 6.6. On revient sur le cercle
C={(zv) €R2|17z27y2:0}.

Alors on a C = {(z,y) € R?| f(z,y) =0}, ot f: (z,y) — 1 — 2? — y? est de classe C*°. Les
dérivées partielles sont 0, f : (z,y) — —2x et 0, f : (z,y) — —2y. La dérivée par rapport a y
est non nulle en tout point de C sauf en (1,0) et (-1,0). Autour de tout point de C exceptés
(1,0) et (-1,0) on peut effectivement voir le cercle comme le graphe d’une fonction donnant
y en fonction de x. La dérivée par rapport & = est non nulle en tout point de C sauf en (0,1)
et (0,-1). Et c’est effectivement autour de ces deux points qu’on ne peut pas voir le cercle
comme le graphe d’une fonction donnant x en fonction de y.

L 8,70.1) #0 C’est une bonne idée de bien avoir cet exemple du cercle en téte. Il peut par

exemple arriver qu’on oublie quelle dérivée doit étre non nulle pour pouvoir
exprimer telle variable en fonction de telle autre. Il est bon de se remémorer
le cercle et les quatre points pour lesquels on sait quelle dérivée est nulle et
z quelle variable peut étre exprimée en fonction de l’autre.

Dans le cas ot m # p, on peut aussi penser au fait que la différentielle
partielle qui est supposée inversible est nécessairement une application entre
espaces de mémes dimensions.

FIGURE 6.3 — Théoréme des fonctions implicites pour f : (z,y) — 1 — 22 — 3%

6.3 Exercices

6.3.1 Inversion locale

Ezxercice 3. Soit f I'application de R? dans R? définie par

f(z,y) = (e” cos(y), " sin(y)).

1. Montrer que f est de classe C'.
2. Montrer que f définit une application surjective de R? dans R?\ {(0,0)}.
3. Soit (xo,yo) € R2.
a. Calculer la matrice jacobienne de f en (g, yo).
b. Montrer que f définit un C!-diffeomorphisme local au voisinage de (g, yo)-
4. L’application f réalise-t-elle un diffeomorphisme de classe C! de R? dans R?\ {(0,0)}?

Ezercice 4. Montrer que I'application f : R?\ {(0,0)} — R?\ {(0,0)} définie par f(z,y) =
(2% — y2,22y) est bien définie et réalise en tout point un difféomorphisme local de classe C?,
mais n’est pas un difféomorphisme global.

Ezxercice 5. On considére I’application
r R3 — R3
: (x,y7z) s (e2y+e2z7e2w_e2z7m_y)
Montrer que I'image de f est un ouvert strictement inclus dans R3.

Ezxercice 6. Montrer qu'il existe r > 0 tel que pour tout (a,b) € R? vérifiant |a|+ |b| < r le
probléme

2z + 3y + 522y =a
r—y+sin(z3) =0b

admet une solution (z,y) € R?.
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FEzxercice 7. Soient a,b € R. On considére I'application

' RQ — R2
f-{ (x,y) + (x+acos(y),y+ bsin(z))

1. A quelle condition sur (a,b) la fonction f est-elle un difféomorphisme local en tout point
de R%? On suppose par la suite que cette condition est vérifiée.

2. Montrer que pour tous t1,t; € R on a [sin(t1) — sin(t2)| < |t1 — 2.

3. En déduire que f est un difféomorphisme global de R? sur son image.

FEzxercice 8. On considére 'application f: R — R définie par

x+x2sin(g) six #0,
fz) = :
0 six = 0.
1. Montrer que f est différentiable sur R.
2. Montrer que la différentielle de f en 0 est un isomorphisme de R.
3. Montrer qu’il n’existe pas de voisinage de 0 sur lequel f est injective.
4. Quel est le but de cet exercice?

6.3.2 Fonctions implicites

Ezercice 9. On considére I’équation
2zy —2x+y—2=0 (*)

1. Montrer qu’il existe une fonction ¢ sur un domaine D, C R telle que pour tout (z,y) € R?
on a

(z,y) est solution de (x) <= x € Dy, et y=p(z).

2. Montrer qu’il existe une fonction ¢ sur un domaine Dy, C R telle que pour tout (z,y) € R?
on a

(x,y) est solution de (%) <=y €& Dy etz =1(y).

3. Quel lien peut-on faire entre les fonctions ¢ et ¥ ?

Ezxercice 10. Pour (z,y) € R? on pose f(z,y) = 22 +y*— 1. Montrer que pour z suffisament
proche de 0 il existe un unique y(z) > 0 tel que f(z,y(x)) = 0. Montrer, sans résolution
explicite, que la fonction y ainsi définie au voisinage de 0 est dérivable et pour = proche de
0:

Ezxercice 11. On considére 'application f : R? — R? définie par
f(xvyaz) = (‘rQ _y2 +22 - ].,.’EyZ— 1)

Soit (0,0, 20) € R3 tel que f(z0,v0,20) = (0,0). Montrer quil existe un ouvert I de R
contenant zo et une application ¢ : I — R? telle que p(x0) = (yo, 20) et f(z,o(z)) = (0,0)
pour tout x € I.

Ezercice 12. Décrire l'allure de lensemble C = {(z,y) € R? |2* +y® —2? —y* + 2 —y =0}
au voisinage des points (0,0) et (1,1).

Ezercice 13. On considére la courbe C d’équation 3 — 22y + 232 — 1. Déterminer 1’équation
de la tangente a cette courbe au point (1,1) et préciser la position de la courbe par rapport
a cette tangente.
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FEzxercice 14. On considére le systéme d’équations

o+ oy 2+ 2 = 0,
2+ oy 4+ 22+t = 2
zx + yv + z 4+ t = 0

1. Montrer qu’il existe un voisinage V de (0,-1,1,0) et une fonction ¢ : t — (z(t),y(t),y(t))
de classe C'! au voisinage de 0 tels que (z,y, 2,t) € V est solution du systéme si et seulement
si (2,9, 2) = o(t).

2. Calculer la dérivée de ¢ en 0.

Ezercice 15. On considére 'application f : R® — R définie par
flz,y,2) = 2® —ay® —y?2 + 2%,

puis la surface § d’équation f(z,y,z) = 0.

1. Déterminer 1’équation du plan tangent a S au point (1,1,1).

2. Vérifier qu’au voisinage du point (1,1,1), la surface S est décrite par une équation de la
forme z = ¢(x,y) ol ¢ est une fonction de classe C°° définie au voisinage de (1,1).

3. Ecrire le développement limité de ¢ a I'ordre 2 au point (1,1).

4. Donner la matrice Hessienne de ¢ au point (1,1).

5. Quelle est la position de S par rapport a son plan tangent au point (1,1).

Ezxercice 16. Soient a,b € R avec a < b. Montrer que pour € > 0 assez petit I’équation
(¥ —a)(b—x) + ex® = 0 admet trois solutions distinctes (qu’on note x1(g), z2(g) et x3(e)
avec x1(€) < z2(e) < x3(¢)). Donner un développement asymptotique de x1, x2 et x3 jusqu’a
I'ordre 0(¢?).

Ezxercice 17. Soient n € N* est Ag € M,,(R) une matrice possédant n valeurs propres réelles
distinctes. Montrer que si A € M, (R) est proche de Ag, alors A posséde également n valeurs
propres réelles distinctes, et ces valeurs propres dépendent continuement de A.
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