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TD n°2:

Intégrales généralisées

Exercice 2.1. Pour chacune des intégrales généralisées suivantes, étudier la convergence de
I’intégrale et, lorsqu’elle est convergente, donner sa valeur :
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Exercice 2.2. Pour chacune des intégrales généralisées suivantes, étudier la convergence de
I'intégrale et, lorsqu’elle est convergente, donner sa valeur :
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Exercice 2.3. Etudier pour tout o € R la convergence de l'intégrale généralisée f0+°° t™ dt.

Exercice 2.4. 1.Soit f une fonction impaire de R dans R. Etudier la limite quand z tend
vers +oo de la quantite [* f(t) dt.

2. Etudier la convergence de I'intégrale fj—z sin(x) dz.

Exercice 2.5. On consideére la fonction f : [1,4+00[— R telle que pour tout n € N* f est
définie sur [n,n + 1] par les propriétés suivantes :
o f()=f(n+55) =0, f(n+ 5) =,
e f est linéaire sur [n,n + ;i3] et sur [n+ 115, n+ 53],
e festnulle sur [n+ 5i5,n+1[.
1. Tracer le graphe de f.
2. Montrer que f n’est pas bornée.
3. Montrer que l'intégrale généralisée f;roo f(t) dt est convergente.

Exercice 2.6. 1. Montrer qu’on a :
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2. En déduire que l'intégrale généralisée f0+oo \/617_1 dt est convergente.

Exercice 2.7. Etudier la nature des intégrales généralisées suivantes :
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Exercice 2.8. Etudier en fonction de o € R la nature des intégrales généralisées suivantes
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Exercice 2.9. 1. Montrer que pour tout n > 1 on a : 22:1 % > flnH %dt.
2. En déduire que Y} — too.
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4. En déduire que l'intégrale généralisée fOJrOO @ dt est divergente.

3. Montrer que pour tout £k > 1 on a

Exercice 2.10. Pour tout o > 0, étudier la convergence et la convergence absolue de 'inté-

grale généralisée | 1+°° %Cft) dt.

Exercice 2.11. Déterminer la nature de 'intégrale généralisée f0+oo sin(z) sin (1) dz.

ra
Exercice 2.12. Etudier la convergence de l'intégrale généralisée ffoo ( t2 4 cos(t) — t) dt.

Exercice 2.13. On note : I'(z) = f0+°o t*le~tdt

1. Déterminer le domaine de définition D de T.

2. Montrer que pour tout € Dr on a I'(x + 1) = aT'(x).
3. Calculer I'(n) pour tout n € N*.

Exercice 2.14. Montrer que pour tout n € N l'intégrale f0+°° W dt converge, et cal-
culer sa valeur.
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Exercice 2.15. Montrer que les deux intégrales généralisées f0+°O % dt et f0+°o (SI?t) dt
sont convergentes et ont méme valeur.
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Exercice 2.16. Montrer que l'intégrale généralisée fOJrOO dt converge et vaut 0.

Exercice 2.17. 1.Soit f une fonction continue et bornée sur [0, 1]. Montrer que I'intégrale
généralisée fol f(t) dt est convergente.

2. On prolonge f par 0 au point 1. Montrer que la fonction ainsi obtenue est en fait intégrable
sur le segment [0, 1] au sens usuel. *

Exercice 2.18. Soit f une fonction uniformément continue sur R,.

1. Montrer que si f0+°° f(t) dt converge alors f tend vers 0 en +o0o (on pourra par exemple
utiliser le critére de Cauchy).

2. Montrer que ce n’est plus valable si on suppose f seulement continue.

1. On n’a pas besoin de supposer que f admet une limite en 1~ ; malgré cela on est dans une situation
que 'on peut qualifier d’intégrale faussement généralisée.



