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Intégration sur un segment

Exercice 1.1. Déterminer les primitives (sur le plus grand domaine de définition possible)
des fonctions définies de la facon suivante :

1.
file) =22 +322 -1 ;5 folx)=(1—2)We ; f3(z) =Bz +2)?°
fa(x) = cos(4x + 1) i fs(x)=av1—2a2
2.
fo(z) = (5sinz +2)%cosx ;  fr(x) = 33:1—&— E fs(x) = T —&em
fole) = (2 420 fule) = T
3.
fii(x) =sin®(z);  fio(z) = cos*(2z);  fiz(z) = cos(ax) cos(bx) avec a? # b*
4.
2
fra(z) = ﬁ; fis(z) = %4-4; fie(z) = ﬁ; fir(z) = m

Exercice 1.2. En effectuant des intégrations par parties,
1. calculer les intégrales suivantes :

2 e e
L = / Q2z+1)e*dx ; Iy= / x1In(z) dx ;I3 = / In(x) dz
0 1 1

™

I, = / r(In(z))?dz ; Is = /2 cos(z)edx 5 Ig= / sin(In(x)) dz
1 0 1
2. déterminer les primitives des fonctions suivantes :
fo(z) = arctan(z);  f3(z) = 2 In(x);  fi(z) =av1+x; fs(x) =In(2® +2).

Exercice 1.3. 1. En effectuant un changement de variable, calculer les intégrales suivantes :

2 1 1 e27
! /1 NN 2 /0 Tter 0
1 1
13:/ V1—22de, I4:/ 22\ 1 — 22 da.
0 0

2. Déterminer les primitives de la fonction ¢ + cos(v/1).

Exercice 1.4. Soient a,b € R tels que a < b et f : [a,b] — R une fonction intégrable. Pour
x € [a,b], on pose : F(z) = [T f(t)dt.
1. Soit M un majorant de |f| sur [a,b] (pourquoi un tel M existe-t-il 7). Montrer que pour
tous z,y € [a,b] on a :

|F(x) = Fy)| < M|z —y].
2. En déduire que la fonction F' est continue sur [a, b].

Exercice 1.5. Soient a,b € R tels que a < b et f : [a,b] — R4 une fonction continue.

1. Montrer que s'il existe g € [a, ] tel que f(xg) > 0, alors fab f(z)dx > 0.

2. Montrer que si f; f(z)dx =0 alors f(x) =0 pour tout z € [a, b].

3. Montrer que le résultat de la question précédente n’est plus valable si on retire I’hypothése
de continuité ou I’hypothése de positivité pour f.



Exercice 1.6. Soit f : [0,1] — R une fonction continue telle que fol f(x)dx = 5. Montrer
qu’il existe g € [0, 1] tel que f(zg) = xo.

Exercice 1.7. Soient a,b € R tels que a < b et f : [a,b] — R une fonction de classe C*.

Montrer que :

n—-+oo

/b f(t) cos(nt) dt —— 0.

Exercice 1.8. Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

1 1 1

: —_—; PT ey ——— T ———.
h IH(;B?—i—l)?’ faze 341’ Joio cos(z) + sin(zx)

Exercice 1.9. Soient a,b € R tels que a < b et f : [a,b] — R une fonction K-lipschitzienne.
Montrer que pour tout n € N* :

b b n—1 h—
/af(x)dz— naZf(aJrk n“)

k=0

Exercice 1.10. Calculer les limites suivantes :
2 n 2 k
nEr-&I-loo ; n? + k2 ; ngr-&r-loo ]; n? 4+ k2’

Exercice 1.11. Pour n > 2 on note A1, ..., A, les sommets d’un polygone régulier & n cotés
inscrit dans un cercle de rayon 1. Calculer :

n—+oo n

lim 1 Z A Ay
k=2



