UNIVERSITE TOULOUSE 3 L2 MATHEMATIQUES/MECANIQUE
ANNEE 2012-2013 TC4 - CALCUL INTEGRAL

Examen Final - 16 mai 2013

Durée : 2 heures.

L utilisation de documents, de calculatrice ou de tout autre appareil électronique est in-
terdite.

Pour cette épreuve on pourra utiliser sans démonstration la formule donnant 'aire
d’un disque de R2.

Exercice 1. On considere le domaine
D={(z,y) eR*|z<7,8—x<y, y<z+1}

1. Tracer D.

1
2. Calculer : // — dzdy.
p(z+y)

Exercice 2. On considere la forme différentielle w = zdx — (siny)dy, ainsi que la
courbe I' définie par

I ={(z,y) eR*|2*+¢*—20 =0,y <}

et orientée dans le sens trigonométrique.
1. Dessiner I.

2. Calculer I'intégrale curviligne / w.
r

Exercice 3.
1. Etant donné a > 0, calculer 'aire de 'ellipse E, = {(x y) € R?

2 Ly g2
Tty sa g

N

2. Calculer le volume du solide S = {(x,y,z) € R? ‘ 220,122+ %+ % }

Exercice 4. On considere 'application

Montrer que G est de classe C? sur |0, +o0.
En déduire que F est C? sur |0, +00[ et que

F:x »—>/ " arctan(t) dt.
1. Montrer que F' est bien définie sur |0, +oo.
00 —xt
2. Pour x > 0 on pose G(x) = xF(x). Montrer que G(z) = / ﬁdt.
0
3.
4.

Vo >0, zF"(z)+2F (z)+zF(z) = -



sin(x) i

+oo
Exercice 5. Le but de cet exercice est de calculer la valeur de I'intégrale /
0 x

On admet que cette intégrale est convergente.
1. On considere sur R?\ {(0,0)} la forme différentielle

w= ZQL—:/Z/Q <(93 sin(z) — y cos(z)) dz + (z cos(x) + ysin(z)) dy).

Montrer que w est fermée.
2. Soit R > 1. On considere le domaine

1
y>0,—<x2+y2<R2},

DR:{({L‘,:I/)GRZ R2

et on note I'p son contour, orienté de sorte a laisser Dg sur sa gauche. Déterminer la

valeur de / w.
T'r
3. Pour r > 0 on note v, le demi-cercle {(z,y) € R* |y > 0, 22 + y* = r?}, orienté

dans le sens trigonométrique, puis 1, = f% w.

a. Etudier la limite de I, lorsque r tend vers 0.
b. Montrer que I, tend vers 0 lorsque r tend vers +oo.

4. En déduire la valeur de / sin(z) dzx.

0 i




Corrigé

Exercice 1. [1 4+ 2 pts]
Pour z € R on a

8—r=ox+1 & z=-.

7 1 7 1 z+1
[ k) L]
:— y=8—=x :L' + y) x:% x _I_ y y=8—x
7 1 1 ¢
/ ( +§) dx = [—§1n(2x+1)}+ﬁ

B 11 15 +7

M%) T e

Exercice 2. [2 4+ 2 pts]
On a

[\

Ainsi

// (x+y)? drdy

I={(z,y) eR*(z— 1) +y*=1lety<a}

Ainsi la courbe T' parcourt (dans le sens trigonométrique) les trois quarts du cercle de
centre (1,0) et de rayon 1, du point (0,0) jusqu’au point (1,1). Pour calculer I'intégrale
on peut faire un calcul direct, ou observer que Papplication f +— x?/2 + cos(y) est une
primitive de w sur R?, de sorte que

/Fw:f(l,l) — £(0,0) :%—i-cos(l) — 1 =cos(1) —%.

Pour le calcul direct on peut utiliser le paramétrage 6 — (1 + cos(6),sin(#)) pour 0 €
[ -, } et on retrouve bien :

/ W= / (1 + cos(6)) sin(6) — sin(sin(9)) cos(6)) 6

cos?(6) _ 2 _ 1
— + cos(sin(0)) = cos(1) — 3"

= {cos(@) +
Exercice 3. [2 4+ 1,5 pts]
1. On considere 'application

[ R* —» R?
7 (@)~ (22,3y)

Alors ¢ est de classe C! sur R?, c’est une bijection d’inverse p~'(X,Y) (2, 3) et
la réciproque ¢! est elle-méme de classe C!, donc ¢ est un C'-difféomorphisme de
R? dans R% On note D, le disque de centre 0 et de rayon a. Soient (z,y) € R? et
(X,Y) = p(z,y) = (2z,3y). Alors on a

(X,)Y)e E, <+ <a® <= (x,y) € D,.



Ainsi on a E, = ¢(D,). D’apres le théoreme de changement de variables on a alors

Aire(E // 1dX dY = // 1dX dY = // |det Jac ¢(z,y)| dz dy
a Da) a
= 6// 1dx dy = 6 Aire(D,) = 6ma”.

On a utilisé le fait que pour tout (z,y) € R? on a

2 0

0 3‘:6'

det Jac p(z,y) = ‘

2. En « sommant par tranches », on a

1 1
Vol(S) = / Aire(E =) dz = / 6m (V1 — 2)2 dz = 3m.
0 0

Exercice 4. [1,5 + 1,5 + 3 4+ 1,5 pts]
1. Soit # € R%. Pour tout t € Ry on a 0 < e *arctan(t) < 7. Or on a

A
/ Tete = 1 —(l—e ") —— .
0

2 2x A—+oo 20

T ,—tx
26

valeurs positives, c¢’est aussi le cas pour l'intégrale f0+°° arctan(t)e ™ dt.
2. Soit z € R%. Pour A > 0 on a par intégration par parties :

. © 13 , “+oo . . N
Ainsi l'intégrale fo dt est convergente, et par comparaison pour des fonctions a

e—tx

A A
—tx —tx A
tan(t) dt = |— tan(?
/0 ze " arctan(t) [—e " arctan(t)] —I—/O P

—tA

dt.

arctan(t) ——— 0, on obtient par passage a la limite (A — 400) que

Puisque —e
A——+oo

I'intégrale f0+ . +t2 ¢ dt est convergente et vaut mF ().
3. Pour (t,z) € Ry x R on pose g(t,z) = 1+t2 L’application ¢ est de classe C° s
Ry x R% (comme quotient de fonctions de classe C*° dont le dénominateur ne s annule

pas) et pour tout (¢,z) € Ry x R% on a

a t —tx

Tty = -

ox 1+ ¢2
puis

829 (t ) t2€ tx

[ €Tr) =

ox?" "’ 1+ ¢2

Soit @ > 0. Pour t e R, et z >aon a
g
—Z(t,x)| <e ™
‘ﬁx( )‘\

Or l'intégrale 0+°° e ' dt est intégrable, donc d’apres le théoreme de dérivation sous
I'intégrale on obtient que G est de classe C* sur |a, +oo[ et pour z > a :

+oo t —tx
G'(z) = —/0 LA

1+¢2



De méme pour t € Ry et z > aon a
0?g
0x?

donc G est de classe C? sur Ja, +00] et pour z > a :

+oo t2€—t1‘
G’ :/ —dt.
(z) 1T

Ceci étant valable pour tout a > 0, on obtient que G est de classe C? sur |0, +o0o[. En
outre, les expressions pour G’ et G” sont valables sur |0, +-00[.

4. Pour tout x > 0 on a F(x) = G(z)/z. Ainsi F est de classe C? sur |0, +-00[ comme
quotient de deux fonctions de classe C? dont le dénominateur ne s’annule pas. En outre
pour tout x > 0 on a

(t, x)‘ <e ™

oF"(x) + 2F (x) + 2F(z) = G"(z) + G(z) = /0+0<> e dt = i

Exercice 5. [1,5 + 1,5 + 3 4+ 1,5 pts]
1. Pour tout (z,y) € R?\ {(0,0)} on note

e~V _ e Y :
P(z,y) = Ry (zsin(z) —ycos(z)) et Qz,y) = Ry (z cos(z) + ysin(z)).
Les fonctions P et @ sont de classe C*' et pour (z,y) € R*\ {(0,0)} on a
oP
a_y<x7 Z/)
~y
= (x26—|——y?)2( — z(2® + y*) sin(z) + y(2® + y?) cos(z) — (2 + y*) cos(z) — 2zysin(z) + 2y* cos(z))
et
2Q
%({E, y)
~y
= (2€+—2)2((9{:2 + y7) cos(z) — x(2® + y?) sin(z) + y(2* + y?) cos(x) — 22% cos(x) — 2xy cos(x)).
2?4y

On a donc donc
oP oQ
8_y<x’y) = %(.CE, y)
Cela signifie que la forme w est fermée sur R? \ {(0,0)}.
2. D’apres la formule de Green-Riemann, on a

oP 0Q
/FRw = /DR (8—y(x,y) - %(x,y)) dx dy = 0.

3. Soit r > 0. La courbe 7, peut étre paramétrée par I'application 6 +— (r cos(#), sin(6))
pour # € [0, 7]. On a alors

r2

™ efrsin(H)
I, = /0 (—r? cos(6) sin(6) sin(r cos(6)) + r* sin(#)* cos(r cos(6))) df

T o sin(0)
+ /0 (7“2 cos(6)? cos(r cos(#)) + 72 sin(#) cos(#) sin(r COS(Q))) do

r2

:/ e300 cos(r cos(h)) db.
0



Pour tout r > 0 et pour tout 6 € [0, 7] on a
‘e’”in(e) cos(r cos(6))] < 1.

En outre pour tout § €0, 7] on a

—7rsin(0)

e cos(rcos(f)) — 1 et e "5 cos(r cos(h)) — 0.

r—0 r—-+00

D’apres le théoreme de convergence dominée on a donc

I, —m et I, ——0.

r—0 r—+400

4. Pour tout R >1on a

R - _ .
t t
0:/ W:[R_Il/R+/ Sln()dt+/ RSln()dt
FR 1 t —R t

R
R -
t
:[R_Il/R+2/ Sln()dt

742
R—+o00 0 t

+00 3
t
[y
0 t 2

Cela prouve que

~—




