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Quelques corrigés et résultats

Exercice 1.1.

1. Les primitives de la fonction f; sur R sont les fonctions de la forme = +— % +z3—z+c

avec ¢ € R.
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Exercice 1.5. 1.On suppose qu'il existe zg € [a,b] tel que f(zg) > 0. Par continuité il
existe 6 > 0 tel que pour tout y € [a,b] avec |zg — y| < é on a
f(@o)

|f(y) — f(wo)| < —

Pour tout y € [a,b] N [zo — d,x0 + ] on a alors

F) > fa0) ~ 1) — fao) > L0

En particulier il existe y €]a,b| tel que f(y) > 0. Sans perte de généralité, on peut donc
supposer qu’on avait déja zo €la,b], puis qu’on a choisi § > 0 de sorte que [xg — J,z¢ +
4] C [a,b]. On note u la fonction sur [a,b] qui vaut f(xg)/2 sur [xg — 6,29 + d] et O sur
[a,b] \ [zo — &, ko + &]. u est étagée sur [a, b], et en particulier intégrable. En outre on a u < f

sur [a,b], donc
b b xo+0 T
/a f(t)dt}/a u(t)dt:/zoé ¥:5f(1:0)>0.

2. Par contraposée, si f; f(t)dt =0 alors f est nulle sur [a, b].

3.La fonction définie sur [—1,1] par f(x) = 1si = 0 et f(x) = 0 sinon est positive,
prend une valeur strictement postive en un point, mais son intégrale sur [—1, 1] est nulle (il
manque la continuité). D’autre part la fonction sin est continue et non identiquement nulle
sur [ -3, g], mais son intégrale est nulle (il manque la positivité).

Exercice 1.7. Soit n € N*. Par intégration par parties on obtient

/a ’ F(t) cos(nt) dt = [f(t) Sin(nt)]b - /a b £ g,

n n

Comme f est de classe C! sur le segment [a, b], il existe M > 0 tel que |f| < M et |f/| < M
sur [a,b]. On a alors

1
n

b
/ f(t) cos(nt) dt

b
< (f(b) sin(nb)| + | f(a) sin(na)| + / |f/(t) sin(nt)| dt)

< % (2M + M(b— a))

— 0.
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D’ou le résultat.

Exercice 1.9. Soit n € N*. Pour k € [0,n] on note ay = a + £(b— a). Soit k € [0,n —1].
Pour tout = € [ag,ar+1] on a |f(x) — f(ax)| < K |z — al, et donc
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k=0
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= 2n

D’ou le résultat.
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Exercice 1.11.
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Exercice 2.3. Si a > —1 alors l'intégrale 1+°° t* dt est divergente (c’est une intégrale de
Riemann), et si o < —1, c’est l'intégrale fol t* dt qui est divergente. Ainsi pour tout o € R,

I'intégrale f0+oo t® dt est divergente.

Exercice 2.4. 1.Soit x € R;. Comme f est impaire, en faisant le changement de variables
affine t = —s (dt = —ds) on obtient

iﬂwwéw<QMA3@Ma

Par la relation de Chasles on a alors
x 0 x
f@)det = f(t)dtJr/ ft)dt =0.
e 2 0

2. ’application sinus est définie et continue sur R. Pour A > 0 on a
A
/ sin(t) dt = 1 — cos(A).
0

Or cette quantité n’admet pas de limite quand A tend vers +o00, donc 'intégrale f0+°° sin(t) dt
est divergente. En particulier, 'intégrale fj;o sin(t) dt est divergente.

Exercice 2.5. 2.Pour tout n € N* on a f(n + ﬁ) =n, donc f n’est pas bornée.

3.Soit k € N*. L’intégrale f:“ f(t)dt est Taire du triangle dont les sommets ont pour
coordonnées (k,0), (k + ﬁ, O) et (k + ﬁ, k‘), soit ﬁ. On peut également faire le calcul.
Pour tout « € [k,k + 555]| on a f(z) = 4k*(z — k), donc

1 1

k+ s . k+ s .
/k f(z)de = 4k /k (x — k) dx = 4k™ x 986~ w2

De méme on vérifie que
1

/k+2k3 1
f(z)der = —,
et L (z) 8k2

4k3



et on a fkkjl%; f(z)dz = 0. Finalement, par la relation de Chasles on a bien
2k

k+1 1
/k flz)dz = ek

Pour n € N* on obtient alors par la relation de Chasles que

/1”+1 flx)dz = i/}:ﬁ—1 f(z)dx = Z#

k=1 k=1

4. On sait que la série Z;:CXS ﬁ est convergente (c’est une série de Riemann !). La fonction
f est positive sur [1,+oo[, donc la fonction F : x — ff f(t) dt est croissante. Pour montrer
qu’elle admet une limite, il suffit de montrer qu’elle est majorée. Soit x > 1 et n € N* tel que
xz <n.Alors on a :

n—1 1 00 1
F(z) < F(n) = @QZ@
k=1 k=1

Cela prouve que F' est majorée, et donc que l'intégrale f1+°° f(t) dt est convergente.

Exercice 2.7.
[ ]
Vx sin ( 11—2 )

e La fonction z — Tn(1+2)

est bien définie et continue sur |0, +o0o[. Pour x €]0,1] on a

Vasin (%)
In(1+ x)

NG
S n(l +2)

et
Ve 1
In(1 + z) =—0 \/x

Or l'intégrale fol % dx est convergente (intégrale de Riemann), donc par comparaison

in( L
pour des fonctions a valeurs positives on obtient que l'intégrale 01 %ﬁ;i)

absolument convergente donc convergente. D’autre part pour x > 1 on a

VEsin(d)
In(1+ x)

dx est

et

3
xT2

Vasin (55) 1 o ( 1 >
T—+00

(1l +a) estoo g3 In(l+a)

. 1
donc par comparaison avec une intégrale de Riemann l'intégrale on obtient que |’ oo Vo sin(o) d

1 In(1+z)
+oo Vasin(L)
0 In(1+z)

T

est convergente. Finalement I'intégrale dx est convergente.
Exercice 2.8.
e Condition : a €] — 1,0[.
e Soit a € R. La fonction t —
croissances comparées on a

(16:% est bien définie et continue sur |0, +oo[. Par
tint
(1+12)« -0

donc l'intégrale fol (f_ﬁ%dt est faussement généralisée. D’autre part on a

tint Int
(1 +t2)a t—+too t2a—1

1. On rappelle d’ailleurs qu’on montre que cette série est convergente en la comparant & une intégrale de
Riemann.



Sia>1lete=a—1>0on a par croissances comparées :

Int 1
$2a—1 7t_>9_00 t2a—1—c | *

Comme 2a — 1 — e = a > 1 l'intégrale f1+°° W%—E dt est convergente, donc par com-

paraison pour des fonctions a valeurs positives on obtient que l'intégrale [ 1+oo (lﬂ:y)a dt

est convergente. Si a < 1 on a pour tout ¢t > e

tint t 1
(]_ + t2)a = (1 4 t2)o¢ t—4oo t2a—1"

Or l'intégrale f:oo tzu%ldt diverge, donc par comparaison l'intégrale fjoo —tnt_ g

(I+2)=
diverge. Finalement l'intégrale 0+OO Oﬁ%t)‘ dt converge si et seulement si o > 1.

Exercice 3.3. 1.Pour tout n € Non a

Og/ol_sf(t)"dtg/01_8f(1—5)"dt:(1—5)f(1—5)”

Comme f(1 —¢) € [0,1] on a donc

l1—¢
/ FO"dt — 0
0

n—oo

Ainsi il existe N € N tel que pour tout n > N on a

1—¢
Oé/ fndt <e.
0

2. D’autre part on a
1 1

0< f(t)"dtg/ 1dt < e,

1—¢ l1—¢

et donc pour tout n > N :
1
0< / FO)" dt < 2.
0

Cela prouve que

n— oo

/lf(t)"dt — 0.
0

Exercice 3.4. Pour tout n € N*, la fonction |f,| atteint son maximum en n, ou elle vaut
1/n, donc la suite de fonction converge uniformément (et donc simplement) vers 0. On a alors

+oo —+oo
/ lim f,(t)dt = / 0dt0.
0 n— oo 0

Mais d’autre part on a pour tout n € N*

+oo
/ fa(t)dt =1,
0

et donc oo
/ Fut)dt —— 1.
0

n—oo

Pour cette suite de fonctions il n’y a pas égalité entre la limite de 'intégrale et I'intégrale de
la limite, alors qu’il y a convergence uniforme.



