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Pour cette épreuve on pourra utiliser sans démonstration les résultats suivants :

e Si Q est un ouvert borné régulier de R? alors Iinclusion H'(2) C L2() est compacte
(théoreme de Rellich).

e Si Q est un ouvert borné connexe et régulier de R, et si Vu = 0 au sens des distributions,
alors il existe une constante « telle que u = « presque partout dans 2.

Exercice 1. Soit ¢ € C§°(R) une fonction non identiquement nulle. Pour n € N et x € R on
pose u,(z) = ¢(z + n).

1. Montrer que la suite (u,)nen est bornée dans WHP(R), pour 1 < p < oo.

2.  Montrer que la suite (u,)neny n'admet aucune sous-suite (fortement) convergente dans
LP(R), pour 1 < p < 0.

3. Montrer que u,, converge faiblement vers 0 dans W1P(R), pour 1 < p < oo.

Exercice 2. 1. En utilisant la méthode des caractéristiques, résoudre au sens classique le

probleme

Owu(t, z) + copu(t, ) = —u(t,z) +sin(t), VY(t,z) € Ry x R, (1)
uw(0,z) = up(x), Vz € R,

olt ¢ € R et ug € C*(R,R) sont donnés.

2. On considere maintenant le probleme

Owu(t, x) + copu(t,x) = —u(t,z) +sin(t), V(t,x) € Ry x Ry,
u(0,x) = up(x), Ve € Ry, (2)
u(t,0) = (1), vt e R,

ot ¢ € R*, uy € C'(R4,R) et g € C'(Ry,R) sont donnés, avec g(0) = ug(0). Montrer

que le probleme (2) admet une unique solution v continue sur R, x R, et de classe C! sur
,T) € X x # ct}. Expliciter u en fonction des données du probleme.
t R, xRy t}. Explicit fonction des données du proble

Exercice 3. Soit {2 un ouvert connexe, borné et régulier de R?. On étudie sur 2 un probleéme
de Poisson avec conditions aux limites de type Robin (ou Fourier) :

(3)

—Au = f, dans Q)
ou+au=g, sur 00,

ot >0, f € L*Q) et g € L*(9N) sont donnés. Pour cela on va montrer puis utiliser I'inégalité
de Poincaré-Friedrichs : il existe une constante 3 > 0 telle que pour tout u € H'(Q)

V] By + /a JuPdo 2 Bl (1)
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1. On cherche a montrer (4) en faisant un raisonnement par 'absurde.
a. Montrer que si (4) n’est pas vérifiée, alors on peut construire une suite (uy,),en+ de fonctions
de H'(Q) telle que pour tout n € N* on a

S

[nll o) =1 et ||Vun||%z(g) + /(99 lun |* do <

b. Montrer que la suite (u,),en+ admet une sous-suite qui converge faiblement dans H*'()
et fortement dans L?(£2). On note u* la limite obtenue.

c¢. Montrer que u* = 0 et obtenir une contradiction.
2. On cherche maintenant a résoudre le probleme (3).

a. Ecrire une formulation variationnelle, et montrer qu’elle admet une unique solution u dans
un espace a préciser.

b. Montrer que I'équation —Au = f est alors vérifiée dans L?().

c. Question Bonus : Montrer que u est une solution forte de (3). A défaut de le faire rigou-
reusement, proposer une méthode et expliquer les difficultés rencontrées pour la justifier.



Corrigé

Exercice 1. 1. Soit n € N. La fonction u,, est dans C§°(R) et en particulier dans WP (R).
En outre pour tout x € Ron a u, = ¢'(x +n). Sip < oo on a

a2 = / o + )P dr = / (@) dz = |l

et de méme |uy, (|, = [|¢[|;». Sip = oo on a également |u,||;, = ¢l et lw, [l = €]l
Dans tous les cas on a ||unllyro) = [[@llyrsm), et en particulier la suite (u)nen est bornée
dans WP(R).

2. e Supposons par 'absurde qu’il existe p € [1,4+00] et une suite strictement croissante
(n)pen € NY tels que la suite (un, )ren est convergente dans LP(R). Soit N € N tel que
supp ¢ C [~N, N]. Alors pour tous j, k € N tels que |j — k| > 2N les fonctions u,, et u,, sont
a supports disjoints donc si p < oo on a

Hu”j B unkHiP = Huny HLP(R) + ||unk||]zp( =2 “‘PHLP(R

et si p = oo alors ||un, — tn, || Lo (® = [l oo (m)- Dans tous les cas cela contredit le fait que la

suite (uy, )ren est de Cauchy dans Lp (R).
e [Autre démonstration| Supposons par 'absurde qu’il existe p € [1,+o0], u € LP(R) et une
suite strictement croissante (ny),oy € N tels que

Hunk - UHLP(R) m 0.

Soit R € R tel que supp ¢ C| — oo, R[. Alors pour tout n € N on a supp(u,) C] — oo, R — n|.
Soit alors K € N. Pour tout k£ > K on a

||uHLP(]R—nK,+oo[) = ”u o unk“LP(]R_nK,_FOO[) < ||u - unkHLP(R) m 0.

Cela prouve que u = 0 presque partout sur |R — ng, +oo[. Ceci étant valable pour tout K € N
on obtient que u = 0 presque partout sur R et donc que v = 0 dans LP(R). Mais alors pour
tout £k € Non a

el = Netmy oy = ltng — oy —— 0

ce qui est absurde.
3. Soit ® € WIP(R)*. Soit ¢ €|1, +oo[ tel que i +% = 1. Alors il existe vg,v; € LI(R) tels
que pour tout u € W'P(R) on a

O(u) = /R(U’U[) + u'vy) () de.

Soit € > 0. Soit R > 0 tel que

q q
/ wo(z)|7dr < — et / oy ()7 d < —
le|>R 2 |l e|>R 2 [l

Il existe N € N tel que pour n = N on a supp(u,,) N [—R, R] = (). Pour n € N on a alors

/R(Unvo + uvr)(z) doe = /| R(unvo +upvr)(z)de < e [wnll o = €
x|z



Cela prouve que
®(u,) — 0,

n—oo

et donc que u,, converge faiblement vers 0 dans W1?(R).

Exercice 2. 1. On suppose que u € C'(R; xR, R) est solution du probleme (1). Pour t € Ry
et y € R on note
v(t,y) = u(t,y + ct).

Pour tout (¢,y) € Ry x R on a alors
ow(t,y) = Owu(t,y + ct) + coyu(t,y + ct) = —u(t,y + ct) + sin(t) = —v(t, y) + sin(t).

Une solution particuliere de I'équation w' = —w + sin(t) est t — (sin(t) — cos(t)), et donc les
solutions sont les fonctions de la forme ¢ — Ae™"+ 3 (sin(t) —cos(t)). Ainsi il existe une fonction
A : R — R telle que pour tout (¢,y) € Ry x R on a

v(t,y) = A(y)e ™" + %(sin(t) — cos(t)).

Or pour tout y € R on a v(0,y) = u(0,y) = uo(y), donc A(y) = uo(y) + 5. Ainsi pour tout
(t,y) e Ry xRona

v(t,y) = (uo(y) + %) et + %(Sin(t) — cos(t)).

Pour (¢t,z) € Ry x R on a alors

u(t,z) =v(t,x —ct) = (uo(x —ct) + %) e '+ %(sin(t) — cos(t)).

Cela prouve en particulier I'unicité d’une éventuelle solution. Inversement, la fonction u ainsi
définie est bien de classe C! et pour tout (t,7) € Ry X R on a

Owu(t,x) = (—cu{)(m —ct) —up(x —ct) — %) et + %(cos(t) + sin(t))

et
Opu(t,x) = up(z — ct)e™,

donc

Owu(t, z) + copu(t,x) = — (uo(x —ct) + %) e”' +sin(t) = —u(t,x) + sin(t).

Ainsi u est I'unique solution classique au probleme (1).
2. On suppose que u € C'(R; x Ry, R) est solution du probleme (2). Pour (¢,y) € Ry x Ry
on note

v(t,y) = u(t,y + ct).

Comme précédemment on a alors
dw(t,y) = —v(t,y) + sin(t),

donc
1

v(t,y) = (uo(y) + 5) et + %(sin(t) — cos(t))
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puis, pour tout (f,z) € Ry x Ry tel que z > ¢t :

1

u(t,z) =v(t,x —ct) = <u0(a: —ct) + 5) e '+ %(sin(t) — cos(t)).

Pour (¢,y) € Ry x R, on note maintenant

w(t,y):u(t—l—%,y).

On a alors

dyw(t,y) = % <8tu (t + %,y) + cOpu (t~|— %,y)) = % (—w(t,y) + sin (t + %)) ,

Ainsi il existe une fonction B : Ry — R telle que pour tout (t,y) € Ry X R, on a

o(t,y) = B(t)e < + % (sin (t + %) — cos (t + %)) :

Or pour tout ¢ € R on a v(¢,0) = u(t,0) = g(t), donc B(t) = g(t) — 3(sin(t) — cos(t)). Ainsi
pour tout (t,y) € Ry xR on a

o(t,y) = <g(t) _ %@,m(t) _ cos(t)) et 4 % (sin (t n %) _ cos <t + %)) ,

et donc, pour tout (t,z) € Ry X R tel que x < ¢t :

u(t,z) = w (t — %,x) = (g (t — %) — %(sin (t — %) — o8 (t — %)) e‘i—i-% (sin(t) — cos(t)) .

Les deux expressions obtenues sont de classe C! et solutions de I’équation sur {z > ct} et
{z < ct} respectivement. En outre elles sont continues sur {x > ct} et {z < ct} respectivement
et coincident sur {z = ct}, donc la fonction u ainsi définie est continue sur Ry x R,.

Exercice 3. 1. a. Si (4) n’est pas vérifiée alors pour tout n € N* il existe une fonction
u, € H'(Q) telle que

_ _ L
190l + [ [ < B
o0 n

Pour tout n € N* on a en particulier ||a,|| > 0. Il suffit alors de considérer u,, = U,/ ||t,]|.

b. Pour tout n € N* on a [[u, ;2 =1 et [|[Vu,|| < %, donc la suite (u,)nen+ est bornée dans
H'(Q). On en déduit qu’elle admet une sous-suite faiblement convergente dans H'({2) puis, par
le théoreme de Rellich, une sous-suite fortement convergente dans L?*({2). On continue de noter
(tn)nen+ la sous-suite en question.

c. Puisque u,, = u* dans L*(Q) et ||Vu,|| ;2 — 0, la suite (u,)nen+ est de Cauchy dans H(€2),
et donc convergente dans H'(Q2). Nécessairement la limite est u*. Par passage a la limite on
obtient que Vu* = 0 et donc que u* est presque partout égale a une constante . Sa trace sur
le bord 02 est donc égale a la fonction constante égale a v sur 0. Mais alors

1
/ Mda:/ |u*|do</ ]unlda—l—/ |u*—un\da<——|—C\|un—u*HH1(Q) —0
o0 a0 a0 a0 n

n—oo

Cela prouve que v = 0, que u* est donc nulle presque partout sur 2. Cela contredit le fait que

HU*HL2(Q) = Huan(Q) =1



2. a. On suppose que u € H?(2) est solution du probleme (3). Alors pour tout v € H'(Q)
on a par la formule de Green :

| ~du@tade = [ s

<:>/QVu(:c)Vv(m) dx — dyu(z)v(x) d:c:/Qf(x)v(v) dx

oN

— /Q Vu(2)Vo(z) dz + a /8 u(e)u(e) de - /6 gl de o+ /Q F@)o(v) de.

Ainsi u est solution du probleme suivant :

u€ HY(Q) et Yve HY(Q),
/QVu(x)Vv(x) dx + oz/mu(x)v(m) dr = /aQ g(x)v(z)dr + /Q flz)v(v)dz. (V)

Pour u,v € H'(Q2) on note

a(u,v) = /QVu(m)Vv(a:) dx + a/m u(z)v(z) dx

L(v) = /{m g(x)v(z)de + /Q f(x)v(v) dz

Alors a est une forme bilinéaire sur H'(§2), tandis que L est une forme linéaire sur H'(Q2). Par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz puis les théoremes de traces il existe une constante C' > 0 telle
que pour tous u,v € H'(Q) on a

IL(0)] < Nlgll 200y 01l L200) + 11122 10l 120y < (C 191l 12(90) + ||f||L2(Q)> [0l 1)
et
la(u, v)| < [IVull g2a) [Vl 20y + ol 2 o0y 10l 22g00) < (14 aC?) lull gy 1Vl g

Cela prouve que a et L sont continues. D’autre part, d’apres 'inégalité de Poincaré-Friedrichs
on a

a(u, 1) > 5 |Vl 720 ||VU||L2 +alull 720
1 2 . 1 2
5 ||VU||L2 + 47 min 5@ [ull72(0)
1 g 2
> min (2 ER ,of ) ||u||H1(Q) .

Cela prouve que a est coercive. D’apres le théoreme de Lax-Milgramm le probleme (V) admet
une unique solution v € H'(Q).
b. Soit ¢ € C§°(€2). En appliquant (V) avec v = ¢ on obtient

(—Au, @)D/(Q)DQ) (Vu, VSO>D/ D(Q) = (Vu, V90>L2(Q (f, 90>L2(Q)



Cela prouve que u est solution de l'équation —Au = f au sens des distributions. Puisque
f € L*(2), on obtient que —Au € L*(Q), et donc équation —Au = f est valable dans L?(2).
c. D’apres la formule de Green on a pour tout v € H'(Q)

/ —Auvdr + / Vu-Vvdr = (Oyu, v>H,1/2(m),H1/z(3Q) )
Q Q

On ne peut pas appliquer la formule du cours du fait qu’on ne sait pas encore que u est
dans H?(€)), mais cette formule est en fait valable sous la seule hypothese que u € H'(Q)
et Au € L*(Q), voir par exemple [Gri85, (1.5.3.10)], & condition de bien voir le membre de
droite comme un crochet de dualité, et pas comme un produit scalaire L?(92) (ce que vous ne
pouviez pas savoir, ¢’est pourquoi on ne demandait pas de réponse précise et la question était
hors baréme). En comparant avec (V) on obtient que

Yoe H'(Q), (D, U>H—1/2(BQ),H1/2(89) +a(u, U>L2(8Q) = <g7v>L2(6Q)
Par densité de 'application trace de H'(2) — H'/2(9%2) on obtient que
Ot + au = g

dans H~'/2(0%). Puisque les deux derniers termes sont dans L?(92), c’est aussi le cas de
Onu, et donc cette égalité est vraie dans L?(99). A ce stade on a u € H'(Q), Au € L*(Q),
ulyg € HY3(0Q), du € L*(99Q), la premiere équation de (3) est vérifiée dans L*(Q) et la
seconde dans L%(092).

Pour autant u n’appartient pas forcément & H?(Q). En effet si ¢’était le cas on aurait |y, , Ohu €
HY2(09) et donc g € HY2(0Q), ce qui n'est pas forcément vrai. Par contre si on ajoute
I'hypothese que g € H'/2(99), alors on a d,u € H'/?(0Q), et donc par régularité elliptique on
obtient que u est dans H2. De facon analogue on peut vérifier que plus f et g sont régulieres,
plus u est réguliere.
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