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Quelques Corrections

Exercice 3.7.1. La fonction f; polynémiale et donc de classe C*° sur R2. Pour tout (z,y) €
R? on a
Vfi(z,y) = (3% — 3y, 3y — 3x).

Ainsi les points critiques de f; sont (0,0) et (1,1). Pour (z,y) € R? on a

o= (% 32

Ainsi on a detHess f1(0,0) = —9 et det Hess f1(1,1) = 27. La fonction f; admet donc un

point selle au point (0,0) (qui n’est donc ni minimum local ni maximum local pour fi), et

un minimum local en (1,1). Enfin, puisque f;(0, ) % la fonction f; n’admet pas
——00

de minimum global.

Exercice 4.3. L’application f est de classe C™ sur R? car chaque fonction coordonnée est
somme de composées de fonction polynomiales et exponentielles. Soit (u,v,w) € f(R3) et
(r,y,2) € R? tel que (u,v,w) = f(z,y,2). On a

0 2%  2¢?%
det Jac f(z,y,2) = |22 0 —2e2%| = —4e?(2e** + 2¢*%) < 0.
-1 1 0

D’aprés le théoréme de 'inversion locale, il existe des voisinages ouverts U de (z,y,z) et V
de (u,v,w) dans R? tel que f réalise un C!-difféomorphisme de ¢ dans V. En particulier,
pour tout (@, 9, w) € V il existe (Z,7,2) € U tel que f(Z,7,2) = (4, v,w). Cela prouve que
V C f(R3), et donc que f(R3) est un voisinage de (u,v,w). Comme cela vaut pour tout
(u,v,w) € f(R3), cela prouve que f(R3) est ouvert. Enfin f(R3) ne peut étre égal a R3
puisque la premiére coordonnée de f ne prend que des valeurs positives.

Exercice 4.10. L’application f : (z,y) — 2* +3® — 22 — y? + 2 — y est polynomiale et donc
de classe C* sur R%. En outre pour tout (z,y) € R? on a

of 3 of _ a2 o
8m(x,y)f4:c 2 +1 et 8y(x,y)f3y 2y — 1.

En particulier on a % (0,0). D’aprés le théoréme des fonctions implicites il existe des ouverts I
et J de R contenant 0 et ¢ : I — J une fonction de classe C* tels que pour tout (x,y) € I xJ
ona f(x,y) = 0siet seulement si y = p(z). Ainsi, au voisinage de (0,0), ’ensemble C coincide
avec le graphe de ¢, que nous étudions maintenant. Pour tout x € I on a

o'+ o(2)? —2® — p(x)” +z — p(z) = 0.
En dérivant par rapport a x on obtient
Vo €I, 4% + 3p(x)?¢' (x) — 22 — 20(2)¢/ () + 1 — ¢'(2) = 0.
Comme ¢(0) = 0, on en déduit que ¢’'(0) = 1. En dérivant encore on obtient que
Vo eI, 122% 4 6p(z)¢' (2) + 3p(2)*¢" (x) — 2 — 2¢ ()% — 2¢(2)¢" (x) — ¢"'(z) = 0,

et donc ¢”(0) = —4. Ainsi la tangente & C au point (0,0) est la droite d’équation y = =,
et C se trouve « sous » cette tangente (c’est-a-dire dans le demi-plan d’équation y < z) au
voisinage de (0,0).



Au point (1,1), seule la dérivée par rapport a x est non-nulle. On exprime donc z en
fonction de y. D’apreés le théoréme des fonctions implicites, il existe des ouverts J et I de R
contenant 1 et ¢ : J — I de classe C*° tels que pour tout (z,y) € I x J on a f(z,y) =0 si
et seulement si = ¢(y). Pour tout y € J on a

W)+ =) =y +vy) —y=0
En dérivant on obtient

4 (y)* Y (y) + 3y* — 20 ()Y (y) — 2y + ¢ (y) — 1 =0,

et donc 9’(1) = 0 (comme on pouvait 8’y attendre du fait que ‘g—g(l7 1) =0...). En dérivant

a4 nouveau on a

12¢)(y)2¢' (y)* + 4 (y)* ¢ (y) + 6y — 20 (y)* — 20 (y)Y" (y) — 2+ " (y) =0,

d’out (1) = —3. On en déduit que la tangente a C au point (1,1) est la droite d’équation
x =1, et que C se trouve « & gauche » de cette tangente au voisinage de (1,1).

Exercice 6.4.2. Pour t €]0, 1] on pose v(t) = (¢,¢). On a alors

1 1
/w = /w = / (tsin(t) + tcos(t)) dt = [—tcos(t) + tsin(t)}é + / (cos(t) — sin(t)) dt
C ¥ 0 0
=2sin(l) — 1
Exercice 6.10. 1.Pour tout (z,y) € R?\ {0,0} on a
0 y 0 -

- — dz Nd
< 8y:c2+y2+(9x:v2+y2> ha
—22 — y? +2y% — 2% — y? + 222

— dzx Ndy = 0.
(22 + 42)? T A ay

do(z,y)

Cela prouve que la forme différentielle v est fermée sur R? \ {0,0}.

2. a. La fonction ¢ est bien définie et dérivable comme composée de fonctions différentiables.
En outre elle est 2m-périodique sur R car 'application 6 — (cos(6),sin(6)) l'est. Le fait que
df = « signifie que pour tout (z,y) € R?\ {(0,0)} on a

g(x )= et g(x y=—
Oz 7y_J:2+g/2 Oy Y= z? +y?

Pour tout # € R on a alors

o'(0) = — sin(@)%(cos(&),sin(@)) + cos(@)g—z(cos(ﬂ), sin(f)) = —1.

Cela implique que ¢ est de la forme 6 — —6 + b sur R, avec b € R, et contredit le fait que ¢
est 27 périodique. Par contradiction on a donc montré que la forme différentielle o n’est pas
exacte sur R?\ {0, 0}.

b. La forme différentielle o est fermée mais n’est pas exacte. Cela ne contredit pas le
théoréme de Poincaré puisque Uouvert R? \ {(0,0)} sur lequel elle est définie n’est pas étoilé.



