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Formes différentielles

Exercice 6.1. Soient u = (uy,us,us,ug), v = (v1,v2,03,04) €t w = (wy, ws, w3, wy) des
vecteurs de R*.

1. Calculer p(u,v) pour w1 = dxg A dxy, P2 = dxg A dzy et p3 = 2dxe Adxy — day A dzg +
4dxs A dxs.

2. Calculer ¢(u, v, w) pour ¢ = dxs A dxy Adxs + 2dxs Adrs Adey.

Exercice 6.2. On considere sur R" les formes multi-linéaires alternées w = dx1 A dzo et
a = dxg. Pour (u,v,w) € R” on note

(WA a)(u,v,w) = w(u,v)alw) —wlu,w)a(v) + wv, w)a(u).
Montrer que w A « est une forme trilinéaire alternée sur R™.
Exercice 6.3. Montrer que AP(R™) est un R-espace vectoriel, et préciser sa dimension.

Exercice 6.4. Dans chacun des cas suivants, calculer U'intégrale de w le long du contour
orienté C :

1l.w = 2ydx + (z + y) dy, et C est arc parabole d’équation y = 22 pour x allant de -1 & 2.
2.w = ysin(z) dz + zcosy dy, et C est le segment de droite allant de (0,0) au point (1,1).
3.w = %ﬂﬂdm + #Tygd% et C est I'arc de parabole d’équation y?> = 2z + 1 joignant les
points (0,-1) et (0,1), parcouru dans les sens des y croissants.

4.w = zyzdz, et C est la courbe paramétrée par ¢ — (cos(t),sin(t), cos(t) sin(t)) pour t €
0.3,

Exercice 6.5. On considére
D ={(z,y) ER? |2 +9? -2z < 0et x2+y2—2y<0}.

Calculer l'intégrale curviligne de la forme différentielle w = y dx + 2z dy le long du contour
de D parcouru une fois dans le sens direct.

Exercice 6.6. On consideére sur R? les formes w; = y?dr + 22dy et wy = 22dx + y2dy.
Calculer les intégrales de w; et wy le long de tout cercle de R? parcouru une fois dans le
sens direct. On effectuera d’abord un calcul direct puis, lorsque c’est possible, on utilisera les
propriétés des formes différentielles exactes.

Exercice 6.7. 1. Calculer la dérivée extérieure des formes différentielles suivantes :
wi(z,y) = cos(zy) dx, wo(z,y) =e"dr—sin(y)dy, ws(z,y,2)=2axyzdrAdy.

2. Calculer les dérivées extérieures d2wi, d?ws et d’ws des formes dw, dws et dws.
Exercice 6.8. Trouver une 1-forme différentielle w sur R3 telle que dw = y dzAdx—z dyAdz.
Exercice 6.9. On consideére sur R? la 1-forme différentielle w et la fonction f définies par

wz,y) = 2zy® de + 32%y* dy et f(x,y) = 2%y°.

1. Montrer que w est fermée sur R2.
2. Calculer df. La forme w est-elle exacte ?
3. Déterminer 'ensemble des fonctions ¢ différentiables sur R? telles que dg = w.



Exercice 6.10. On considere sur R? \ {(0,0)} la 1-forme différentielle
o ydx — xdy
- .’If2 + y2
1. Montrer que « est fermée.
2. On suppose qu’il existe une fonction différentiable f : R? \ {(0,0)} — R telle que a = df.
Pour 6 € R on pose ¢(8) = f(cosb,siné).

a. Montrer que ¢ est périodique, calculer sa dérivée, et obtenir une contradiction.
b. Ce résultat contredit-il le théoreme de Poincaré ?

Exercice 6.11. Soient I/ un ouvert de R, f une fonction lisse sur &/, X et Y deux champs
de vecteurs lisses sur {. Montrer que

ot (Vf) =0 et div(rotX) =0,

div(fX) = fdiv(X) + X - f,
rot(fX) = frob(X) + (V) x X,

div(X x Y) = Y - 1ot(X) — X - tot(Y).

%
Exercice 6.12. Soit I/ un ouvert étoilé de R? et ¢ un champ de vecteurs de classe O sur
U ——
kMontrer que si rot € = 0 alors il existe une fonction f : &/ — R de classe C? telle que
& =Vf.

%Montrer que si div& = 0 alors il existe un champ de vecteur 7 de classe C? sur U tel que
—
& = rotﬁ.



