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Dérivées secondes - Extrema

Exercice 3.1. Apres avoir vérifié qu’elles étaient de classe C2, calculer les matrices Hes-
siennes des fonctions suivantes :

o (1,y,2) > sin(zyz) sur R3,

e (z,y) > sin (%) sur R* x R.
Exercice 3.2. Apres avoir vérifiées qu’elles étaient de classe C3, calculer les développements
limités a I'ordre 3 en 0 des fonctions définies par

o f1:(z,y,2) — 2% +y?z+ 10y + T2* — 32222 + 22y23 + Sayz,

o fa: (2.y) = (ye*, cos(ay)).

Exercice 3.3. Soit f une fonction de classe C? sur R?\ {(0,0} et F définie sur R% x R par

F(r,0) = f(rcos(8),rsin(6)).

1. Montrer que F est de classe C? sur R% x R.

2. Montrer que pour tout (r,0) € R% x R on a
0% f 0% f
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@(r cos(f),rsin(0)) + aiyz(r cos(#),rsin(h)) = o (rar> (r,0) + ﬁw(r, 0).

Exercice 3.4 (Contre-exemple pour le théoréme de Schwarz). On consideére 1’application
f : R? — R définie pour (z,y) € R? par

2 & z :
Y sin (7> siy#0
flz,y) = { v
0 sinon.
1. Etudier la continuité de f-
2. Etudier 'existence et éventuellement la valeur des dérivées premieres et secondes de f.
3. Déterminer le plus grand domaine de R? sur lequel f est C', C2.

Exercice 3.5 (Equation des cordes vibrantes). Soit ¢ € R*. Déterminer I’ensemble des
fonctions f de classe C? sur R? telles que pour tout (t,2) € R? on a

0% f 20%f

2 [ p— —_
V(t,z) € R=, 92 (t,z) — ¢ 52

(t,z) = 0.

Indication : on pourra effectuer le changement de variables w = x + ct, v =z — ct.

Exercice 3.6. Déterminer I’ensembles des fonctions ¢ : R — R de classe C? telles que la
fonction f : (z,y) — ¢ (%) (définie sur R* x R) vérifie
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Exercice 3.7. Etudier les extrema locaux et globaux des fonctions définies par
o fi(x,y) =23 + 93 — 3zy sur R?,
o fo(z,y) = 2* +y* — 4wy sur R?,

o f3(z,y) = y(2® + (Iny)?) sur R x RY,

o fi(z,y) =y? + 2% + 2y + 22 — 2y sur R%

)



Exercice 3.8. Soit f une fonction de classe C? de R dans R telle que f(0) = 0 et f/(0) # 0.
Pour (z,y) € R? on pose F(z,y) = f(z)f(y).

1. Montrer que F est de classe C? sur R2.

2. La fonction F admet-elle un extremum local en (0,0) ?

Exercice 3.9. Déterminer ) )
inf <++xy) .
>0 \ T Yy
y>0

Exercice 3.10. Soit A € M, (R) une matrice symétrique définie positive et b € R™. On
admet (ou pas) que 'application

¢:x»—>%(Aw,m)—(b,m)

admet un minimum global sur R™. Montrer que ce minimum est atteint au point A~1b.



