UNIVERSITE TOULOUSE 3 DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES
ANNEE 2012-2013 L2 SPECIAL - CALCUL DIFFERENTIEL

Examen final - 17 janvier 2013

Durée : 2h

Exercice 1. On considére I’application

. R? R3
I { (z,y) — (cos(zy),ln(l + 22 +y2),2x)

Montrer que f est différentiable sur R? et donner sa différentielle en tout point.

Exercice 2. Etudier les extrama locaux de la fonction f définie sur R? par
fla,y) =2t +y* —day.
Exercice 3. 1. Calculer la dérivée extérieure de la forme différentielle
w(z,y, 2) = sin(zy) de A dz + arctan® (ln (\/1—1—7)) dy A dx

sur R3. Calculer d(dw).
2. Calculer I'intégrale curviligne fv ydx+z dy lorsque 7 est la courbe d’équation 22 +y%—ay =
0,ouaeRY.

Exercice 4. Déterminer parmi les ensembles suivants lesquels sont des sous-variétés de R3.
Lorsque c’est le cas, préciser la dimension et déterminer le plan tangent en tout point :
1. By = {(z,y,2) e R3| 23 — y3 = 0},

2. B = {(z,y,2) e R?|a? +y? — 22 = 1}.

Exercice 5. Soit j : R? — R\ {0} une fonction de classe C!. Le but de cet exercice est de
déterminer les fonctions f : (z,y) = (fi(z,v), fo(z,y)) € R? de classe C'! sur un voisinage V
de (0,0) telles que

Yiey) €V, detdac f(r,y) = j(wy) et D(ay) £ 0

1. On suppose dans un premier temps que f est solution du probléme.

a. Soient (z,y) € V et ug = fi1(z,y). En utilisant le théoréme des fonctions implicites,
montrer qu’il existe un voisinage U de (0,ug) dans R? et une fonction ¢ de classe C! sur U
tels que pour tous (y,u) €U on a (&(y,u),y) € Vet f1(£(y,u),y) = u.

b. Pour tout (y,u) € U, calculer

0
55(?%“) et %(y7u)

en fonction des dérivées de f;.
c. On considére une fonction ¢ de classe C! sur R? telle que
d¢

V(I,y) €R27 g(x,y):](x,y)

Pour tout (y,u) € U on note a(y,u) = f2(&(y,u),y) et B(y,u) = ©(&(y,u),y). Montrer que
pour tout (y,u) € U on a
oo ap

aiy(yvu) = %(y’u)



d. En utilisant le théoréme de Poincaré, montrer qu’il existe une fonction w de classe C?
de U dans R telle que pour tout (y,u) € U on a

ow ow

w(é(ym),y)=afy(y,u) et fz(&(y,um):%(y,w

Vérifier qu’en outre

0w
m(y, u) # 0.
2. Inversement, on se donne une fonction w : R? — R de classe C? et telle que aa:gu ne

s’annule pas. On considére une fonction ¢ de classe C! sur R? telle que

Jp Ow
— =3 et 0,0) = —(0,0).
5, —J et #(0,0) ay(’)
a. Montrer qu’il existe des fonctions f; et fy définies sur un voisinage V de (0,0) telles que
pour tout (x,y) € V on a

P0) = G Ae)) et folen) = 5o 0 flew)

b. Montrer que l'application f = (f1, f2) est solution du probléme.

Exercice 6. Soit n € N*. On note M, (R) I'espace des matrices carrées de taille n & coeffi-
cients réels, et I,, € M, (R) la matrice identité. Montrer qu'il existe un voisinage V de I,, dans
M, (R) telle que toute matrice A dans V admet une racine carrée (c’est-a-dire une matrice
B € M,(R) telle que B2 = A).

Pour cet exercice, on pourra attribuer une partie des points aux idées, méme lorsqu’elles
ne sont pas parfaitement justifiées.



Corrigé

Exercice 1. [4pts| Les applications (z,y) — zy, (z,y) — 1+ 2% + y? et (z,y) — 2z sont
différentiables car polynomiales, puis les applications (z,y) — cos(zy) et (x,y) = In(1+z2+
y?) sont différentiables comme composées de fonctions différentiables (cette derniére est bien
définie car 1 + 22 + y2 > 0 pour tout (z,y) € R?). Puisque toutes les fonctions coordonnées
de f sont différentiables sur R?, f est bien différentiable sur R?. On peut alors calculer les
dérivées partielles de f, et pour tout (z,y) € R? la différentielle d, ,)f est I'application qui
a (h,k) € R? associe

Az f (R k) = hai(xay) + kai(x, y) = (—(hy + kz) sin(zy),

2hx + 2ky L
Ox Oy '

1+ 22 +y2’
e On ne peut pas calculer les dérivées partielles d’une fonction puis en déduire que les

dérivées partielles existent !!!
e La définition d’une différentielle pose encore probléme. . .

Exercice 2. [5pts| L’application f est polynomiale et donc de classe C? sur R2. Pour tout
(r,y) € R? on a

Vi(r,y) =0 <= (42° — 4y, 49> — 42) =0

) =2
— 3

y=x
Ainsi les points critiques de f sont (0,0), (1,1) et (-1,-1). Pour tout (x,3) € R? on a

1222 —4
Hessf(:c,y)=<_4 12@/2)

On a en particulier det Hess f(0,0) < 0, ce qui prouve que (0,0) est un point selle de f
(en particulier, ce n’est ni un minimum local, ni un maximum local). D’autre part on a
det Hess f(1,1) > 0 et TrHess f(1,1) > 0, donc f admet un minimum local en (1,1). De
méme, f admet un minimum local en (-1,-1).

e Lorsque la question est I’étude des extréma locaux et que vous obtenez un point selle, il
est de bon gotut de préciser qu’un particulier la fonction n’admet pas d’extremum local
en ce point.

e Pour une raison obscure, beaucoup d’entre vous ont oublié le point critique (-1,-1)...

Exercice 3. 1.[3pts] On a

_ Osin(zy) do A da A ds + Osin(zy)
ox dy

+ a4 (arctan2 (ln (m))) dx Ady A dz

dx
= zcos(zy) dy A dx A dz

= —xcos(zy) dx A dy A dz,

dw dy N dx N dz

puis d(dw) = 0.
2. [3pts] Pour tout (z,y) € R? on a

2 2 2 a\? a\?
z’+y"—ar=0 <=z +(y—§) :(5) .

~ est donc le cercle de centre a/2 et de rayon a/2. On peut remarquer que la forme y dz +x dy
est fermée sur R?, donc exacte d’aprés le théoréme de Poincaré (R? est bien un ouvert étoilé
de R?). Puisqu’on lintégre sur un contour fermé, on obtient nécessairement 0. On peut



également faire le calcul explicite. On paramétre v par t — (% cos(f), 5 + %sin(&)) pour
t € [0,2x]. On a donc

IS ,J;‘@w ,,;‘@N ,,;‘@w

/yd:z: +ady = /0% (— (1 +sin(0)) sin(0) + cos*()) df

/27r (—sin(f) — sin®(0) + cos?(6)) df
0

/027r ( — sin(6) + cos(26)) df

Exercice 4. [5pts] 1.Pour tout (z,y,2) € R? on a 23 —y3 = 0 si et seulement si z —y = 0.
Ainsi on a E; = {(m,y,z) ERY|x—y= 0} = {(x,y,z) €ER?| F(x,y,2) 20} oll on a noté
F(x,y,2) = * —y € R. F est une fonction polynoémiale donc de classe O sur R3 et sa
matrice jacobienne Jac F(x,y, z) = (1,—1,0) est de rang maximal 1. Cela prouve que E; est
une sous-variété de dimension 2 dans R*. Pour tout (z,y,z) € F; le plan tangent & E; en
(x,y,2) est

kerd, ) F = {(u,v,w) ER|u—v= 0} .

(le plan tangent a un plan est en tout point le plan en question).

2. Pour (z,9,2) € R? on note F(z,y,2) = 22 + y* — 22 — 1, de sorte que Ey = F~1({0}).
F est de classe C° sur R? et pour (z,y,2) € R3 on a Jac F(z,y,2) = (2z,2y, —22). Cette
jacobienne est de rang 1 partout sauf en 0, mais 0 n’appartient pas & Fs, donc E5 est une
sous-variété de dimension 2. Son plan tangent au point (x,y, ) est

{(u,v,w) € R?|2zu+ 2yv — 22w = 0} .
o Attention, dans R? ’ensemble d’équation & = y est un plan et pas une droite!

Exercice 5. 3. a. [1,5pt] Pour (z,y,u) € R3 on note F(z,y,u) = fi(z,y) —u. On a
F(0,0,ug) =0 et

OF L Oh

%(anvu()) (070) 7é 0.

D’aprés le théoréme des fonctions implicites, il existe des voisinages Wy, W, et W,, de 0,0 et
up et une fonction & de classe C! de U = Wy x W, dans W, tels que W, x W,, C V et pour
tout (y,u) € Wy, x W, on a

fl(f(yvu)ay) —u= F(§(y,u),y,u) = 0.

b. [1,5pt] En dérivant I’égalité précédente par rapport & y on obtient que pour tout
(y,u) €U on a
of o1

T

23

o (E(y,u),y)afy(y,u) + @(ﬁ(y,U),y) =0,
et donc
o o (¢(y,u), y)
(yv u) =

Ay 2N ((y,u),y)

De méme, en dérivant par rapport & u on obtient pour tout (y,u) € U :

of1 23 _

et donc
g(y u) = S
Ou ™™ 9 (¢(y, u),y)

Ces écritures sont licites car % ne s’annule par sur V.



c. [1pt] Par dérivation de fonctions composées on obtient que pour tout (y,u) € U on a

dax afs o€ afs ofs e(y,u)y) af
a*y(%“)— Oz —— &y, u),u )Fy(y’ )+67y(€(y7u)ay):_%(§(y7u)vu)m+@(§(yvu)ay)
et

9B 02t ) 2 gy — I ).0)
Or
€ 0).9) = det Jnc F(€(0: 0).9) = G (€ 0).9) G2 (60 1),)= 560000, ) T2 ()0
donc on a bien

da ap

(Ty(y’u) = %(yvu)'
d. [1pt] D’aprés la question précédente, la 1-forme différentielle adu + Sdv est fermée sur

U, que l'on a choisi convexe. D’aprés le théoréme de Poincaré, il existe donc une fonction w
sur U telle que pour tout (y,u) € U on a

Ow Ow
O[(y, U) = %(yv U) et ﬂ(ya U) = aiy(ya u)

Pour tout (y,u) € U on a alors

0%w _ 0B _ _i&,w),y)
S 0) = Gl = g g
4. e. [1pt] Pour (z,y,u) € R? on note F(x,y,u) = g—‘;(y,u) —¢(z,y). Ona F(0,0,0) =0 et

oF 0%w
ou 20 (0:0:0) = Oyou

(0,0) #0

donc d’aprés le théoréme des fonctions implicites, il existe une fonction f; de classe C' sur
un voisinage V de (0,0) et & valeurs dans un voisinage de 0 telle que pour tout (z,y) € V on
a

F(xaya f1($7y)) =0.

11 suffit alors de définir f5 sur V par la seconde égalité (quitte a réduire V si nécessaire).
f. [1pt] En dérivant les deux égalités de la question précédente on obtient :

) = GE) = 5o ) ),

2, )
O o) = T2, fi o) i),
et
D 1) = G 0 Fe ) G ) + o (0 ()

On obtient bien que i(m y) # 0 et det Jac f(z,y) = j(z,y) sur V.

e L’une des difficultés principales de cet exercice est qu’il y avait beaucoup de variables
et de notations & manipuler en méme temps. On s’apercoit que le fait d’étre rigoureux
dans les notations (par exemple de bien savoir en quel point on applique telle ou telle
fonctions, par rapport & quelle variable on dérive) n’est pas uniquement cosmétique,
mais devient indispensable dés qu’on s’attaque & des situations un peu compliquées.



Exercice 6. [3pts] On considére sur M, (R) (identifié a R"Q) I'application ¢ : A — A2, Les
fonctions coordonnées de ¢ sont polynomiales donc de classe C! (les coefficients de A? sont
des fonctions polynémiales en les coefficients de A). Ainsi ¢ est de classe C! sur M, (R). Pour
tout H € M,(R) on a

o(I, +tH) = I, + 2tH + t*H?

et donc J

—o(l, +tH =2H.

g Un +tH) .
Cela prouve que la différentielle de ¢ en I,, est deux fois application identité de M, (R). En
particulier cette différentielle est inversible. On peut donc appliquer le théoréme de Iinversion
locale & ¢ en I,, : il existe des voisinage U et V de I, tels que ¢ réalise un C!-difféomorphisme
de U dans V. En particulier, pour toute matrice A de V il existe B € U telle que A = ¢(B) =
B2



