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TD 2 : Calculs d’intégrales

A. Calculs de primitives.

Dans ces exercices on ne se préoccupera pas des domaines de définition
des fonctions, mais on restera bien conscient qu’elles ne sont pas forcément
définies sur R tout entier.

Exercice 1.

Déterminer les primitives des fonctions définies de la facon suivante :
1.

file) =32 +2* -2 ; folx) =1 -2V ; fi(x)= (20 +3)°
fie) = cos(3r+2) ; fule) = VEE—
2.
. 4 1 1
fo(z) = Bsinz +2) cosz ; fr(x) = 7 ;o fs(x) = 1T o
fo(z) = (e* 4+ 1)%e* : fio(z) = zi;
3.

fii(z) =sin*(x);  fio(x) = cos*(22);  fis(z) = cos(ax) cos(bx) avec a® # b?
4.

1 x x? 1

Juu(z) = PR fis(x) = R fis(x) = 24 fir(2) = 22+ 62+ 5

Exercice 2.
En effectuant des intégrations par parties,
1. calculer les intégrales suivantes :

2 e ©
0 1 !

L= /1 on(@)Pde ;L= / cos(r)etdr ; Ig = /1 " sin(In(x)) dz

0

2. déterminer les primitives des fonctions suivantes :

fi(z) = arctan(z);  fo(z) = 2™ In(x); fi(x) =2vV1+z; fi(z) =In(z?+2)



Exercice 3.
En effectuant un changement de variable, calculer les intégrales suivantes :

623:

2 1 1
: /1 Vitayz /0 Trer
1 1
]3:/ V1 —a2?dx, I4:/ 22V1 — 22 dx
0 0

Exercice 4.
Soient a,b € R tels que a < b et f : [a,b] — R une fonction de classe C'.
Montrer que :

n—-4oo

/b f(t)cos(nt) dt —— 0

B. Application aux calculs de limites : sommes de Riemann

Exercice 5.
Calculer les limites suivantes :

n n
I n lim > K
11m —_— . 11m —_—

n—-too £ n2+k2 7 nSte P n? + k2

Exercice 6.
Calculer les limites suivantes :

I 1 n 1 n n 1
1m o« e e —_
n—+oo \Nn+1 n-+2 2n

et plus généralement, pour un certain k > 2 :

I 1 n 1 n n 1
lm Y —_—
n—toco\n+1 n-+2 kn

Exercice 7.
Donner un équivalent simple quand n tend vers +o0o de : Y ,_, VEk.

Exercice 8.
Pour n > 2 on note Ay, ..., A, les sommets d'un polygone régulier a n cotés
inscrit dans un cercle de rayon 1. Calculer :

1 n
lim — Z AL A,
k=2

n—4oo N,

C. Approximation numérique.

Exercice 9.
Soient a,b € R tels que a < b et f : [a,b] — R une fonction K-lipschitzienne.
Montrer que pour tout n € N* :
b n-1 2
b— b— K(b—
/ fz)do — ¢ f(a+k “) Kb—a)
a n =0 n 2n

<




Exercice 10.
Soient a,b € R tels que a < b et f : [a,b] — R une fonction de classe C*. On
considere n € N* et pour tout k € [0,n] on note :

LR phoa
g n ks F 2n
On note également : [, = =2 ZZ;& f (ak+%>.
1. Donner une interprétation géométrique de I,,.
2. Montrer que :
b 3
Mz(b — CL)
/ f(x)dx —I,,| < T ounz

ou MQ = sup[a,b] |f”|.

Exercice 11.
Soient a,b € R tels que a < b et f : [a,b] — R une fonction de classe C?.
1. En effectuant des intégrations par parties, montrer que :

b a b r—a)\xr —
[ oyt = - IO | [ b iy,

2 2

2. Pour n € N* on note :

b—a [ fla)+ f(b) | = b—a
I, = - ( : +;f(a+k - ))

Montrer que :

g Mg(b — (l)g
12n2

[ w1,

ot My = supy, | |-



