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Exercice 1.
Calculer les intégrales suivantes :

I1 =

∫ 1

0

e3x+2 dx ; I2 =

∫ 1

−1

e2x + ex

ex + 2
dx

Pour I2 on pourra effectuer un changement de variable.

Exercice 2.
Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes :

a.

∫ π
2

0

cos(t)− 1

sin2(t)
dt ; b.

∫ +∞

0

1− e−
1
t

√
t

dt

Exercice 3.
Soit f : [0, +∞[→]0, +∞[ une fonction continue. On suppose que l’intégrale
généralisée

I =

∫ +∞

0

f(t) dt

est convergente.
1. Montrer que pour tout x > 0 l’intégrale généralisée

∫ +∞
x

f(t) dt est
convergente et : ∫ +∞

x

f(t) dt = I −
∫ x

0

f(t) dt

Pour la suite on notera :

G(x) =

∫ +∞

x

f(t) dt

2. Montrer que la fontion G admet en +∞ une limite que l’on déterminera.
3. Montrer que la fonction G est dérivable et calculer sa dérivée.
4. Montrer que G(x) > 0 pour tout x > 0. Montrer que l’intégrale généra-
lisée : ∫ +∞

0

f(t)√
G(t)

dt

est convergente et calculer sa valeur en fonction de I.



Correction

Exercice 1.
Les fonctions x 7→ e3x+2 et x 7→ e2x+ex

ex+2
sont continues et donc intégrables

respectivement sur les segments [0, 1] et [−1, 1] de R. On calcule :

I1 =

[
1

3
e3x+2

]1

0

=
1

3
(e5 − e2)

Pour I2 on a :

I2 =

∫ 1

−1

ex + 1

ex + 2
ex dx

On effectue le changement de variables : t = ex, dt = exdx. Cela donne :

I2 =

∫ e

e−1

t + 1

t + 2
dt =

∫ e

e−1

(
1− 1

t + 2

)
dt = [t− ln(|t + 2|)]ee−1

= e− e−1 + ln

(
2 + e−1

2 + e

)

Exercice 2.
a. La fonction t 7→ cos(t)−1

sin2(t)
est définie et continue sur

]
0, π

2

]
. Au voisinage de

0 on a :
cos(t)− 1

sin2(t)
∼
t→0

− t2

2

t2
= −1

2

soit :
cos(t)− 1

sin2(t)
−−→
t→0
−1

2

Ainsi l’intégrale
∫ π

2

0
cos(t)−1

sin2(t)
dt est faussement généralisée en 0, et donc conver-

gente.

b. La fonction t 7→ 1−e−
1
t√

t
est définie, continue et positive sur ]0, +∞[. Au

voisinage de 0 on a :
e−

1
t −−−→
t→0+

0

donc :
1− e−

1
t

√
t

∼
t→0+

1√
t

Or l’intégrale
∫ 1

0
1√
t
dt est convergente (intégrale de Riemann), donc

∫ 1

0
1−e−

1
t√

t
dt

est convergente. En +∞ on a −1
t
−−−−→
t→+∞

0 donc :

e−
1
t − 1 ∼

t→+∞
−1

t

puis :
1− e−

1
t

√
t

∼
t→+∞

1

t
3
2



Or l’intégrale
∫ +∞

1
t−

3
2 dt est convergente (intégrale de Riemann), donc

∫ +∞
1

1−e−
1
t√

t
dt

est convergente. Finalement on obtient que l’intégrale généralisée
∫ +∞

0
1−e−

1
t√

t
dt

est convergente.

Exercice 3.
1. Soit x > 0. Pour tout A > x on a d’après la relation de Chasles :∫ A

x

f(t) dt =

∫ A

0

f(t) dt−
∫ x

0

f(t) dt

Comme f est intégrable sur [0, +∞[, le membre de droite admet une limite
quand A tend vers +∞, c’est donc également le cas pour le membre de
gauche. Cela prouve que f est intégrable sur [x, +∞[. En outre en prenant
la limite A→ +∞ dans l’égalité précédente on obtient :∫ +∞

x

f(t) dt =

∫ +∞

0

f(t) dt−
∫ x

0

f(t) dt

2. Par définition de I on a :
∫ x

0
f(t) dt −−−−→

x→+∞
I, et donc :∫ +∞

x

f(t) dt = I −
∫ x

0

f(t) dt −−−−→
x→+∞

0

3. La fonction x 7→
∫ x

0
f(t) dt est une primitive de f , donc :

d

dx

∫ +∞

x

f(t) dt =
d

dx

(
I −

∫ +∞

x

f(t) dt

)
= − d

dx

∫ x

0

f(t) dt = −f(x)

4. Soit x > 0. Pour tout A > x + 1 on a :∫ A

x

f(t) dt =

∫ x+1

x

f(t) dt +

∫ A

x+1

f(t) dt >
∫ x+1

x

f(t) dt

car l’intégrale entre x+1 et A d’une fonction positive est positive. Par passage
à la limite A→ +∞ on obtient :

G(x) =

∫ +∞

x

f(t) dt >
∫ x+1

x

f(t)dt

Or comme f est continue et strictement positive, l’intégrale de f entre x et
x + 1 est strictement positive (c’est l’exercice 6 du TD1). Cela prouve donc

que G(x) > 0. Ainsi la fonction t 7→ f(t)√
G(t)

est définie et continue (G est

dérivable donc continue) sur [0, +∞[. Pour A > 0 on a :∫ A

0

f(t)√
G(t)

dt = −
∫ A

0

G′(t)√
G(t)

= −
[
2
√

G(t)
]A

0
= 2
√

G(0)− 2
√

G(A)

Or G(A) −−−−→
A→+∞

0, donc le membre de droite admet une limite quand A

tend vers +∞. Cela prouve que l’intégrale
∫ +∞

0
f(t)√
G(t)

dt est convergente et

par passage à la limite (A→ +∞) on obtient :∫ +∞

0

f(t)√
G(t)

dt = 2
√

G(0) = 2
√

I


