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Controle Continu 1 : lundi 26 octobre.

Durée : 1h15

Aucun document n’est autorisé. Les calculatrices sont interdites. La pré-
sentation et la qualité de la rédaction seront prises en compte lors de la
notation.

Exercice 1.
Calculer les intégrales suivantes :
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Pour I, on pourra effectuer un changement de variable.

Exercice 2.
Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes :
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Exercice 3.

Soit f : [0, +00[—]0, +00o[ une fonction continue. On suppose que U'intégrale
généralisée

o+ =

“+oo
I= f(t)dt
0

est convergente.
1. Montrer que pour tout z > 0 l'intégrale généralisée f;oo f(t)dt est
convergente et :
“+o0o x
£t dt = ]—/ oL
T 0

Pour la suite on notera :

Gy = [ fityde

T

2. Montrer que la fontion G admet en +oo une limite que I'on déterminera.
3. Montrer que la fonction G est dérivable et calculer sa dérivée.
4. Montrer que G(x) > 0 pour tout = > 0. Montrer que 'intégrale généra-

lisée :
[
0 G(t)

est convergente et calculer sa valeur en fonction de I.




Correction

Exercice 1.
Les fonctions z +— e et x — eZzE@ sont continues et donc intégrables
respectivement sur les segments [0, 1] et [—1,1] de R. On calcule :
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On effectue le changement de variables : ¢t = e*, dt = e*dx. Cela donne :
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Exercice 2.
a. La fonction t — % est définie et continue sur }0 ] Au voisinage de
Oona:

Pour I, on a :

2
cos(t) =1 - _ 1
sin(t) t—0 ¢ 2
soit :
cos(t) — 1 1

sin?(t) t—0 2

s L 5 t)—1 SR T
Ainsi I'intégrale |2 CSS(Q) - dt est faussement généralisée en 0, et donc conver-

gente.
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b. La fonction t — est définie, continue et positive sur 0, 4+o00[. Au

voisinage de 0 on a :
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donc :

=

l1—e"1

TVE e \/_
1

Or l'intégrale fo == dt est Convergente (intégrale de Riemann), donc f 'l \‘}i Ldt

est convergente. En 400 on a —; —— (0 donc :
t t—+00
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puis :
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Or l'intégrale | 1+°° 72 dt est convergente (intégrale de Riemann), donc || 1+°° 1=

_1
est convergente. Finalement on obtient que I'intégrale généralisée f0+oo 1= NG ~d
est convergente.

Exercice 3.
1. Soit z > 0. Pour tout A > x on a d’apres la relation de Chasles :

/:f(t)dt:/OAf(t)dt—/oxf(t)dt

Comme f est intégrable sur [0, +00[, le membre de droite admet une limite
quand A tend vers +oo, c’est donc également le cas pour le membre de
gauche. Cela prouve que f est intégrable sur [x,4+o00o[. En outre en prenant
la limite A — +o00 dans I’égalité précédente on obtient :

400 400 T
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2. Par définition de I on a : fo t) dt — I, et donc :

+o0

f(t)dt:[—/wf(t)dt—m
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3. La fonction z +— fo t) dt est une primitive de f, donc :
d [T d oo d [*
— (- tdt) =—— t)dt = —
[ Trwa=g (1= [T roa) = -4 [ - -
4. Somx 0. Pour tout A>x+1ona:

[ rwa=[" f@ﬁ+£iﬂﬂﬁ>£”?@ﬁ

car I'intégrale entre z+1 et A d’une fonction positive est positive. Par passage
a la limite A — 400 on obtient :

+oo z+1
G(z) = Ft)dt > / F(t)at

Or comme f est continue et strictement positive, I'intégrale de f entre x et
x + 1 est strictement positive (c’est 1'exercice 6 du TD1). Cela prouve donc

que G(x) > 0. Ainsi la fonction t +— \;% est définie et continue (G est
dérivable donc continue) sur [0, +oo[. Pour A > 0 on a :

/ vf_‘ / i =——P¢Eﬁﬂj=2¢cw>—z¢eun

Or G(A A—> 0, donc le membre de droite admet une limite quand A
_l’_

tend vers +o0o. Cela prouve que l'intégrale fo m dt est convergente et

par passage a la limite (A — +o00) on obtient :
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