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Topologie-Extrema-Intégrales

TD 3 : Dérivées partielles. Localisation des extrema.

Exercice 3.10 On note D le disque unité ouvert et D le disque unité fermé de R?, puis
on considere une fonction f: D — R continue sur D et de classe C* sur D telle que
|f(z,y)] <1 pour tout (z,y) € D.

1. Soit g : D — R définie par :
V(z,y) €D, glz,y) = f(z,y) + 2(a* +y°)
(a) Montrer que g est continue sur D et de classe C* sur 'ouvert D.
(b) Minorer g sur le cercle unité C = {(:p,y) € R?| /a2 + 92 = 1}_

(¢) Montrer que g admet un minimum sur D (on admet qu’'une fonction continue
sur un fermé borné de R? admet un minimum) et que ce minimum est atteint
en un point de D.

2. Montrer qu’il existe a € D tel que :
(0. f(a))?* + (9, f(a))® < 16

1. (a) L’application (z,y) — 2(2* +3?) est de classe C" sur R? car polynomiale. Elle
est en particulier continue sur D et de classe C'' sur D. Du coup g est continue
sur D comme somme de deux fonctions continues sur D et de classe C* sur D
comme somme de fonctions de classe C! sur Pouvert D.

(b) Soit (x,y) € C. On a 2(2* + y*) = 2, donc :
g(z,y) = flz,y)+2>1
—
>-1
Ainsi g est minorée par 1 sur le cercle unité C.
(c) D= {(x, y) ER* |22 + 92 < 1} est I'image réciproque du fermé [0, 1] de R

par application continue (x,y) — /22 + y2 et est donc fermé. En outre A est
bien borné, donc g admet un minimum sur D (a la rigueur vous pouvez oublier
¢a, c’est ce qui précede et ce qui suit qui doit étre bien clair) :

EIZ() = (ajo’yo) G b, VZ G ﬁ, g(zo) < g(Z)

Si zg € D, alors g atteint bien son minimum en un point de D. Sinon 2, € C
et alors :

9(0,0) <1< g(z0)



et donc : B
v2eD, g(0,0) < g(z)
Ainsi g atteint son minimum en (0,0) € D.
(si cela vous embéte que je note avec une seule lettre un point du plan, vous
pouvez remplacer partout zo par (zo,yo) et z par (z,y)).

2. On a montré que g atteint son minimum en un point (xo,yo) € D. Comme ¢ est de
classe C' sur D, on en déduit que (g, 1) est un point critique pour g, c’est-a-dire :

0 0
%(Z’O»QO) = a—gg/(ffmyo) =0
mais on a : 5 of
8_i(9507?/0) = %(l‘oayo) + 4z
et :

0 0
a_Z(xm%) = 8—5(51707?/0) + 4y

On en déduit :

a 2
(a_i(iﬁo,yo)) ( (70, Yo ) —420)? + (—4yo)? = 16(xf +y2) < 16

car (zo,%0) € D donc (zg +y7) < 1.



