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Exercice 1.

1. On considère la fonction : f : (x, y) 7→ 2 + exy

2 + sin(1 + x2)
.

a) Montrer que f est continue sur R2.
b) En déduire la limite de f quand (x, y) tend vers (0, 0).
c) Retrouver directement ce résultat en utilisant les résultats concernant les sommes,

produits, quotients et compositions de limites.

d) Et puisque beaucoup parmi vous ont répondu en calculant lim
x→0

(
lim
y→0

f(x, y)

)
,

j’ajoute : donner un exemple de fonction f̃ définie sur R2 \ {(0, 0)} telle que :

lim
x→0

(
lim
y→0

f̃(x, y)

)
= lim

y→0

(
lim
x→0

f̃(x, y)
)

= 0

mais telle que f̃(x, y) ne tend pas vers 0 quand (x, y) tend vers 0.

2. On considère l’application : g : (x, y) 7→


xy2

x4 + y2
si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

a) Montrer que g est continue sur R2 \ {(0, 0)}.
b) Montrer que : ∀(x, y) ∈ R2, |g(x, y)| 6 |x|.
c) En déduire que g est continue en (0,0).

3. On considère l’application : h : (x, y) 7→


x2y

x4 + y2
si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

En considérant la suite

((
1

n
,

1

n2

))
n∈N∗

, montrer que h n’est pas continue en (0,0).

Exercice 2.
Soient (un)n∈N une suite réelle et l ∈ R. Montrer que l’on a :

un −→
n→∞

l ⇐⇒
(
u2n −→

n→∞
l et u2n+1 −→

n→∞
l
)

(Traitez séparément les deux implications. On échappe difficilement à un raisonnement
(( avec des ε )), fâıtes bien attention à ce que vous écrivez (en particulier il faut que cela
ait un sens)).



Exercice 3.
Pour x ∈ R2 et r > 0, on note :

B(x, r) =
{
y ∈ R2 | ‖x− y‖ < r

}
et B(x, r) =

{
y ∈ R2 | ‖x− y‖ 6 r

}
où ‖·‖ désigne la norme euclidienne de R2.

Pour F fermé de R2 et ε réel strictement positif, on note : Oε(F ) =
⋃
a∈F

B (a, ε).

1. a) Pour tout ε > 0, déterminer Oε({(0, 0)})
b) Montrer que pour tout ε > 0, on a : Oε(B((0, 0), 1)) = B((0, 0), 1+ ε) (un dessin

est très apprécié pour ce genre de question mais ne suffit pas à démontrer le résultat).
2. Soit F un fermé de R2.

a) Montrer que pour tous ε > 0 et a ∈ F , B(a, ε) est un ouvert de R2.
b) En déduire que pour tout ε > 0, Oε(F ) est un ouvert de R2.


