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Révisions et compléments sur les séries numériques

Exercice 1 : Donner la nature de la série Zun dans les cas suivants.
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Comparer la nature des séries Z Uy, €t Z Up,-
n>0 n>1
Est-ce en contradiction avec la propriété de cours sur les comparaisons de nature de séries a ’aide d’un
équivalent ?

Exercice 2 : On consideére les suites u,, = . Montrer qu’elles sont équivalentes.

Exercice 3 : On montre le théoréme des séries alternées.

On consideére une suite réelle (a,)nen positive, décroissante et qui converge vers 0. Alors, la série

Z(—l)"an converge.
n>0
oo
De plus, si on note R, = Z (—1)kak le reste de cette série, on a alors la majoration |Ry| < apy1.
k>n+1

On note (S, )nen la suite des sommes partielles et on considére les deux suites (upn)nen €t (Vn)neN
définies par u,, = Say, et v, = Sont1
1. Montrer que (uy)nenN est décroissante et (v, )neN est croissante.
2. Montrer quec v, < u, pour tout n et nh—>n<>lo(u" —vy,) =0.

3. En déduire que la série Z(—l)"an converge.
n>0

4. On note S = Z(—l)"an la somme de la série. Expliquer pourquoi v, < S < u,, pour tout n € N.
n=0

5. En déduire que —agp 1 < Rop < 0et 0 < Rop—1 < ag, pour tout n et conclure la majoration du reste

de la série.

Exercice 4 : On montre le théoréme d’Abel.

On considére deux suites réelles (cu,)nen et (un)nen €t on note, pour tout n, S, = Z Uy . ON suppose

k=0
que la suite (ap)neN est positive, décroissante et converge vers 0 et qu’il existe un réel M > 0 tel que

|Sn] < M pour tout n. Alors la série Z Uy, converge.
n>0



1. Montrer que pour tout n, on a
n n—1
Zakuk = a, S, + Z(Oxk - ozk+1)Sk
k=0 k=0

2. Montrer que lim «,S, = 0.
n—oo

n—1
3. Montrer que ’ Z(ak - ak+1)5k‘ < M(ag — ap).
k=0

4. Conclure.

Exercice 5 : Utiliser le théoréme d’Abel pour démontrer le théoréme sur les séries alternées.



