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Exercice 1. Montrer que |ez − 1| < 2 pour tout z dans le cercle unité. En déduire que la seule
solution de l’équation ez = 1 + 2z dans le disque unité est z = 0.

Exercice 2. Soit

f(z) =
eiz

z
.

(1) Déterminer les singularités de f et calculer les résidus en ces points.
(2) Soit γε : [0, π]→ C le chemin γε(t) = εeit. Montrer que

lim
ε→0

∫
γε

f(z)dz = Rés(f, 0) · πi.

(3) Soit 0 < ε < 1 < R. Représenter le lacet Γ formé de la suite de chemins suivants :
• γ1(t) = t pour t ∈ [ε,R]
• γ2(t) = Reπit pour t ∈ [0, 1]
• γ3(t) = t pour t ∈ [−R,−ε]
• γ4(t) = εeπi(1−t) pour t ∈ [0, 1].

(4) Calculer ∫
Γ
f(z)dz.

(5) Montrer que

lim
R→+∞

∫
γ2

f(z)dz = 0.

(6) En déduire la valeur de l’intégrale ∫ +∞

0

sinx

x
dx.

Exercice 3. Soit n ∈ N \ {0, 1} et soit R > 0.

(1) Représenter le lacet γR formé de la suite de chemins suivants :
• γ1(t) = t pour t ∈ [0, R]
• γ2(t) = Reit pour t ∈ [0, 2π/n]

• γ3(t) = (1− t)Re2πi/n pour t ∈ [0, 1].
(2) Calculer

Jn =

∫
γR

dz

1 + zn
.

(3) Montrer que

lim
R→+∞

∫
γ2

dz

1 + zn
= 0.

(4) En déduire la valeur de l’intégrale

In =

∫ +∞

0

dx

1 + xn
.
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Exercice 4. Soit Γ le lacet de l’exercice 2. On note ϕ et θ(z) les déterminations holomorphes du
logarithme et de la racine carrée définie sur C \ (iR−) et correspondant à −π/2 < arg z < 3π/2.

(1) Déterminer les singularités de la fonction

f(z) =
ϕ(z)

θ(z)(1 + z2)

dans C \ (iR−) ainsi que les résidus en ces points.
(2) Calculer ∫

Γ
f(z)dz.

(3) Montrer que

lim
R→+∞

∫
γ2

f(z)dz = 0.

(4) Montrer que

lim
ε→0

∫
γ4

f(z)dz = 0.

(5) En déduire les valeurs des intégrales∫ +∞

0

log(x)√
x(1 + x2)

dx,

∫ +∞

0

dx√
x(1 + x2)

.

Exercice 5. Soient D = D(0, 1). On considère la fonction

f(z) =
z

1− z
.

(1) Déterminer les singularités de f ainsi que les résidus en ces points.
(2) Montrer que la série de terme général

un(z) =
z2n

1− z2n+1

converge uniformément sur les compacts de D.
(3) En déduire que

g(z) =

∞∑
n=1

un(z)

définit une fonction holomorphe sur D.
(4) Montrer que la fonction h = f − g vérifie

h(z2) = h(z).

(5) En déduire que h = 0 et donc f = g.
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Exercice 6. Pour n ∈ N, on note γn le lacet dont l’image est le bord orienté du carré{
x+ iy ∈ C | sup{|x|, |y|} ≤ n+

1

2

}
.

(1) Soient x, y ∈ R tels que 2|y| ≥ 1. Établir :

|cotan(π(x+ iy))| ≤ 1 + e−π

1− e−π
.

(2) Soient y ∈ R, k ∈ Z, tels que 2|y| ≤ 1. Montrer que :∣∣∣∣cotan

(
π

(
k +

1

2
+ iy

))∣∣∣∣ ≤ tanh
π

2
.

(3) Montrer qu’il existe M > 0 tel que pour tout n ∈ N si z appartient au lacet γn alors
|cotan(πz)| ≤M .

(4) Soient n ∈ N, z ∈ C \ Z tels que 2|z| < 2n+ 1. Établir :

πcotan(πz)−
n∑

k=−n

1

z − k
=

1

2πi

∫
γn

πcotan(πu)

u− z
du

=
1

2πi

∫
γn

zπcotan(πu)

u(u− z)
du.

(5) Montrer que, pour z ∈ C \ Z, on a :

πcotan(πz) =
1

z
+

∞∑
k=1

2z

z2 − k2
.

(6) Calculer

In =

∫
γn

πcotan(πz)

z2
dz.

(7) En déduire que :
∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
.


