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TD 7. Intégrales avec les résidus

Exercice 1. Soit

f (z) =
eiz

z
.

(1) Déterminer les singularités de f et calculer les résidus en ces points.
(2) Soit γε : [0,π]→ C le chemin γε(t) = εeit . Montrer que

lim
ε→0

∫
γε

f (z)dz = πi.

(3) Soit 0 < ε < 1 < R. Représenter le lacet Γ formé de la suite de chemins suivants :
• γ1(t) = t pour t ∈ [ε,R]
• γ2(t) = Reπit pour t ∈ [0,1]
• γ3(t) = t pour t ∈ [−R,−ε]

• γ4(t) = εeπi(1−t) pour t ∈ [0,1].
(4) Calculer ∫

Γ

f (z)dz.

(5) Montrer que

lim
R→+∞

∫
γ2

f (z)dz = 0.

(6) En déduire la valeur de l’intégrale∫ +∞

0

sinx
x

dx.

Exercice 2. Considérons le contour suivant (R > 0) :

-R

R

0 R

a) On fixe a ∈ R+. Calculer l’intégrale de

z 7−→ eiaz

1+ z2

sur ce circuit. En faisant tendre R vers +∞, déduire∫ +∞

0

cos(ax)
1+ x2 dx.

b) En intégrant zeiz/(1+ z2) sur le même contour, calculer∫ +∞

0

xsinx
1+ x2 dx.



Exercice 3. Calculer l’intégrale ∫ +∞

−∞

eiax

4+ x2 dx,

avec a > 0.

Exercice 4. Calculer l’intégrale ∫ +∞

−∞

cos(x)
x2 + x+1

dx.

Exercice 5. Soit a ∈ R, tel que a > 1.
(1) Calculer l’intégrale ∫

C(0,1)

1
az2− (1+a2)z+a

dz,

où le cercle est parcouru dans le sens trigonométrique.
(2) Calculer ∫ 2π

0

dt
2acos(t)− (1+a2)

.


