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TD 5: Isométries

Exercice 1 Soient £ un espace affine et f : £ — £ une application. Montrer que f est affine ssi f conserve les
barycentres.

Exercice 2 Déterminer la nature des transformations du plan vectoriel euclidien dont les matrices dans la base

canonique sont :
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Exercice 3 Soit E un espace vectoriel euclidien. Une symétrie est dite orthogonale si les sous-espaces supplémentaires
sont orthogonaux.

1. Montrer qu'une symétrie orthogonale est une isométrie.
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2. Soit s une symétrie orthogonale par rapport a une droite Ry, montrer que s(x) = x — 2

Exercice 4 Déterminer tous les sous-groupes finis de Oz (RR).
Exercice 5 Montrer que 1’on a les isomorphismes de groupes suivants :
SO(R) ~U ~R/21Z ~ A4
Exercice 6 Soit £ un plan affine. Pour F C £ un sous-ensemble, on note :
Is(F) ={f € Is(6) | f(F) = F}.

1. Montrer que Is(F) est un sous-groupe de Is(&).

2. Soient M, N € & deux points. Montrer que Is({M,N}) ~ Z/27Z x Z/2Z.

3. Pour n > 3, on note P, le polygone régulier convexe a n cotés de £. Montrer que Is(P,) ~ D,,.

Exercice 7 Donner les expressions complexes et les caractérisations des isométries affines d’'un plan affine
euclidien.

Exercice 8 Etudier l'isométrie plane dont la forme complexe est :
z iz + 2.

Exercice 9 Soit Py un hexagone régulier dont les sommets sont { Ay, ..., As }. Considérons les deux triangles T
et T' de sommets respectifs : { Ag, Ap, Ay} et {A1, A3, As}.
On note Is(T, T') 'ensemble des isométries du plan de T dans T’ et Is(T’, T) celles de T” sur T.

1. Montrer que Is(T) = Is(T'), Is(T, T") = Is(T', T), Is(Ps) = Is(T) U Is(T, T").
2. Montrer qu’il existe f € Is(T’, T) telle que :
(@) Vg€ Is(Ps), fog=gof;
(b) Is(T,T') = f o Is(T).
3. Montrer que Is(T) ~ &3.
4. Montrer que Is(Py) ~ &3 x Z/27Z.
5. A-t-on le méme type de propriétés pour Pg ?
6. Vn > 3, montrer que Is(P,) ~ Z/nZ x Z/2Z.
Exercice 10 Soit E un plan vectoriel euclidien. On note sp la symétrie orthogonale par rapport a la droite D.
1. Montrer que: V¥ f € O(E), fospo f~! = s¢(p).
2. Soit f € GL(E), montrer que si f laisse invanriantes toutes les droites vectorielles de E alors f est une
homothétie. Quelles sont les homothéties qui sont aussi des isométries ?
3. En déduire que Z(O(E)) = {—idg,idr }. O(E) est-il un groupe commutatif ?



