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L2 Préparation aux Concours - Feuille de TD n°1
Equations différentielles linéaires

I. -EQUATIONS DIFFERENTIELLES D’ORDRE 1

EXERCICE 1

(a) Rechercher les solutions sur R des EDO sous forme résolue suivantes:
(E1) y(x) —4y(z) = (z + 1)e™ pour a réel
(B2)  (1+2?)y(2) +ay(z) =227 +1
(Es) 2/ (z) —y(x) =

14 e
(b) Chercher les solutions de (E2) qui vérifient y(0) = 1.

EXERCICE 2

Déterminer sur quels intervalles les EDO suivantes peuvent étre mises sous forme résolue. Sur
chaque intervalle calculer explicitement les solutions. Etudier ensuite I'existence éventuelle de
prolongements dérivables de ces solutions. Donner la dimension et une base de I’espace vectoriel
des solutions résultant de cette étude.

(Ba)  ay(z) — (z+2)y(z) =0
(B5) x(x—1)y'(x) + (1 +z)y(z) =0

EXERCICE 3

Déterminer sur quels intervalles les EDO suivantes peuvent étre mises sous forme résolue. Sur
chaque intervalle calculer explicitement les solutions. Etudier ensuite Dexistence éventuelle de
prolongements dérivables de ces solutions.

z(z — 1) In(z)y () — 2zn(z) — x4+ 1)y(z) ==

)
E7)
Eg) z(z? — D)y (z) + 2y(z
Fo) ) 1

* EXERCICE 4

1- Soit g une fonction définie sur R a valeurs dans R qui tend vers 0 quand x — 400 et soit
I'équation différentielle (E) ' +y = g.

a- Donner 'expression de la solution générale de cette équation différentielle (la solution
particuliere sera exprimée a 'aide d’une intégrale).

b- Montrer que toute solution de (E) tend vers 0 quand z tend vers +oo.

2- Soit f une fonction définie sur R, de classe C'!'. On suppose que f'+ f — 0 quand  — +o0.
Montrer que f — 0 quand = — —+oc.

* EXERCICE 5
Lemme de Gronwall : soient f et ¢ deux fonctions continues sur un segment [a,b], & valeurs
positives, et soit ¢ une constante positive. On suppose que ’on a 'inégalité

Vt € [a,b], f(t) < c+/ o(s)f(s)ds.

Montrer que

wtelabl, f(t)<cexp </t go(s)ds) .



II. - EQUATIONS DIFFERENTIELLES D’ORDRE 2

II.A - Equations différentielles & COEFFICIENTS CONSTANTS
(a) Déterminer les solutions des équations différentielles suivantes en précisant si nécessaire les
intervalles de définition de ces solutions:
(E10) y'(@) +ylz) =
) y'(z) + 3y (z) = €” —JU—I-l—f—SSin:L'7
" — 4y (z) +4 = (22 + 1)e* pour A € R
) ¥ —dy y(x
Ei3) y'(x) + ¢ (z) + y(z ) e * sinz
)
)

(@) + 2 @) () = T
1

cosx

y'(x) +y(x) =

(b) Déterminer les solutions de (F1g) qui vérifient respectivement
(i) y(0) =1, ¥'(0) =vp o vy € R.
(ii) y(0) =1, y(27r) =aoua €R

1I.B - Equations différentielles & COEFFICIENTS non CONSTANTS

EXERCICE 1

On considere I'équation différentielle suivante :
(E16) (2?2 + 1)y (z) — 2(2? + 1)/ (z) + 2zy(z) = 0.

a) Rechercher une solution polynomiale (de degré 2) de (Ejg).
b) En déduire I’ensemble des solutions de (E6) sur RY et sur R* .

c) Les solutions obtenues admettent-elles des prolongements dérivables sur R ? Sont-ils deux
fois dérivables? Si oui, quelle est la dimension de I'espace vectoriel des solutions ?

EXERCICE 2

Résoudre sur R I'équation différentielle suivante :

(Er7) (% + 1)%y"(t) — 26(% + 1)y (t) + 2(t2 — D)y(t) = (1 + ).

a) Rechercher une solution polynomiale de degré 2 de ’équation sous forme homogene.
b) Trouver une deuxiéme solution de I’equation homogene.

c¢) Trouver une solution particuliere.

d) Décrire ’ensemble des solutions sur R de cette équation.

EXERCICE 3- EQUATIONS d’EULER: DEUX APPROCHES.
a) On cherche les solutions réelles sur |0, +o0o[ de I’équation différentielle :

(E18) 22y’ (z) — 22y (z) + 2y(z) = 2t cosz — 1

Rechercher les solutions de ’équation homogene correspondante en les posant sous la forme ¢,
ou o € R*. En déduire les solutions de (E1g).

b) On cherche les solutions sur ]0, +oo[ de I’équation différentielle :

(E19) 2%y (z) — 2y (x) + 3y(z) = 0.
Pour cela on effectue le changement de variable ¢ = Inz et on posera z(t) = y(x).

EXERCICE 4 Résoudre sur R’} I'équation différentielle suivante :

(E20) £y"(t) +ty'(t) — y(t) = 0.
* EXERCICE 5
Déterminer 1’ensemble des fonctions f :]0, +oo[— R qui sont deux fois dérivables et qui vérifient

: Wt €]0, 400, f(t) = f(3).



