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TD 3. Intégrales curvilignes, Formule de Cauchy
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, g(2) = = et h(z) = cosz sur le chemin

Exercice 1. Calculer I’intégrale des fonctions f(z) = z .

(orienté dans le sens trigonométrique)
I'=[r/2,n/2+i|U[r/2+i,—®/2+i|U[-n/2+i,—7/2].

Exercice 2. Calculer ’intégrale de (sinz)? le long du chemin y(z) = ¢ +it>, t € [0, 1].

Exercice 3. Calculer les intégrales curvilignes de (sinz)? le long des courbes suivantes: {|z| =
1,Rez >0}, {|z] =1,Rez <0}, {|z] < 1,Rez=0}.

Exercice 4. Calculer les intégrales curvilignes de z — % le long des trois courbes joignant les points
1 —iet1+4ienligne droite ou au long du cercle centré en 0. Comparer les résultats et donner une
explication.

Exercice 5. Soient a,b € R, \ {0}. On pose Y(t) = acos(t) + ibsin(t) pour ¢ € [0,2m|. Calculer :
dz 2 dt
I=[— e J= / 5
y 2 0 a?cos?(t)+ b?sin“(¢)
Montrer donc 1’égalité suivante

T
/ a — 21 /ab.

—n a2 cos?(t) + b2 sin® (1)

Exercice 6. Soient / :_[O, 1], y: 1 — C de classe C! et f : ¥* — C une application continue. Si
t €1, on pose (1) = y(z).
(1) Etablir :

/Y flz)dz= /X F@)dz.

(2) On suppose que y(t) = e*™. Montrer que:

/Yf(z)dz: —/y%%

1\"d
Exercice 7 (x). Pour n € N, calculer / (z+ —) it pour y=S!. En déduire la valeur des “inté-
Y 4 <

om
grales de Wallis” / cos”(t)dt.
0

Exercice 8 (). Calculer [,(z—a)"dz pour tout n € Z, ot y(t) = a+exp(it) et t € [0, 3].
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Exercice 9. Appliquer le théoreme de Cauchy a la fonction z — e~ et au contour rectangulaire
ci-apres (a est un réel strictement positif).

A B
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0 B’

2 2 . .
Montrer que [ o e “dzet [ 35 e~ dz tendent vers 0 quand R tend vers +oo, et en déduire la valeur
de -
2
/ e " cosaxdx.
0

(On admettra que f0+°° e dx = */TR).

Exercice 10. Soient D = B(0,1), r €]0,1[, M € R4 et f € O(D). On suppose que f(0) =ag # 0,
qu’il existe zo € B(0,r) tel que f(zo) =0, et que |f(z)| < M si |z| = r. Montrer, a I’aide de la
formule de Cauchy, que |ag|r < |zo|(M + |ao)|).

Exercice 11. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert contenant le disque fermé D(0,R). On
note M = max;—g |f(z)|.

(1) Soit 0 < p < 1. Montrer que si |z| < pR alors |f(z) — f(0)] <M%.

(2) En déduire que si £(0) £ 0 alors f(z) # 0 pour tout z tel que |z| < %.

Exercice 12. Soit f = Y a,z" une fonction holomorphe dans le disque unité telle que |f(z)] <

(17—1\z|) pour tout |z| < 1. Montrer que

lan| < <1+%)n(n+1) < (n+1)e.

Exercice 13. Soit U le disque unité ouvert et f : U — C* une fonction holomorphe continue
jusqu’au bord. Montrer que pour tout zg € U, il existe deux nombres complexes distincts z1,2> €

aU tels que |f(z0)| = |f(z1)] = | f(z2)]-

1 27 .
Exercice 14 (x). On veut montrer que 7 In|1 —ae”|dt = sup(0,In|al). On considére Q =
0

{z|Re(z) < 1}.
(1) Montrer qu’il existe 7 holomorphe sur € telle que M) =1—zet h(0) =0.

1 h .

(2) Soit 0 < & < . Exprimer /(8) = Re [ﬁ/ ﬁdz] ,oul'(r) =€ ett €[3,2n— 3], en
inJr z

fonction d’une intégrale de In|1 — .

1 h .
(3) Montrer que 1(8) = Re [ﬁ / £)dz} ol 7 est I’arc de cercle de centre 1 joignant €% 2
l Yy <

¢~® en restant dans Q.

(4) Déduire le résultat en montrant que /() tend vers 0 avec d.

1 21 .
(5) Montrer par la méme méthode ( (1) et (2) avec 8 = O suffisent) que o / In|1— ae" |dt =
0

0 pour |a| < 1.
1 27 .
(6) En déduire que o In|1 — ae"|dt = In|a| pour |a| > 1.
0



