Lemme de Cotlar

Jean-Francois Coulombel

Le lemme de Cotlar est & la base de nombreux résultats de continuité d’opérateurs dans
L?(R%). On renvoie par exemple & [1] ou [2] pour quelques utilisations plus ou moins “exotiques”.
Nous détaillerons un exemple qui nous a paru significatif. Le lemme donne une estimation des
sommes “quasi-orthogonales”d’opérateurs.

On se donne un espace de Hilbert H et une suite d’opérateurs linéaires continus 7; € L(H),
j € Z. On suppose qu'il existe une suite positive v € £}(Z) telle que

Vik€Z, |T;Tell <7(j—k)® et | TIE| <~ —k)*. (1)

La norme sur £(H) est la norme d’opérateur définie a partir de la norme hilbertienne sur H.
On a alors le résultat suivant:

Lemme 1 (Cotlar). Pour toute partie finie I C Z, on a
I Tl < [lyller -
el
Preuve du lemme 1

On se donne une partie finie I C Z et on note
T:=Y T, €L(H).
1€l

Rappelons ce fait général dans les espaces de Hilbert: si u € L(H) est un opérateur autoad-

joint, alors pour tout m € N, on a
™[] = [ull™.

Pour m = 0 et m = 1, le résultat est clair. Il est également clair que ||u?|| < ||u||? (propriété de
norme d’opérateur); pour l'inégalité dans l'autre sens, on écrit

|u(z)[? (Wu(z),z) |u? ()|
= 5~ < sup = [lu?] .
|z| 20 |z 240 |z

lul* = sup
-

Par récurrence, on obtient ’égalité annoncée pour toutes les puissances de 2. Un nouveau rai-
sonnement par récurrence (sur k) donne ’égalité annoncée pour les entiers m < 2¥ et donc pour
tous les entiers.

On applique ce résultat a T*T. Cela donne

1T = T = (T T)™ -

D’apres la définition de T, on a

(T*T>m — Z e Z 1_;';1}2 .. -T;;m_111j2m )

J1€l Jom€l



et nous allons estimer séparément chacun des termes dans cette somme. On écrit

T;lTj2 e 772m—1Tj2m = ( jik1TJ'2) T (T;Qm_lTjém) (2&)
= Tj*l (T]2T;3) T (szm—szgm,l)szm . (Qb)

De 1’égalité (2a) et de (1), il vient
T3 T - Ty Tl < A0 = 52)* (3 = Ga)? - Y (Gam—1 = jom)?
tandis que (2b) et (1) donnent
175 Tgo - Ty Do | S N T N T | Y2 = 53)% - - ¥ (G2m—2 — J2m—1)
< 7(0)*v(j2 = j3)* -+ Y(jam—2 — jam—1)° -

En prenant la moyenne géométrique de ces deux inégalités, on obtient

2T T T |l < 1 —72) (g2 — 73) - Y(J2m—2 — J2m—1) Y(J2m—1 — Jom) -
115, TG, -~ 15, Tho | < (0) (1 = J2) (G2 = J3) - - 7(J Jom—1) Y(Jj Jam)
On arrive ainsi & 'inégalité

ITIP™ < 5(0) > A0 = d2) v(j2 = ds) - Y(Gam—2 — Jam—1) Y(fzm—1 = Jom)
Jis s J2m

< A(0) [yl Card (1) < |y[[7" Card ().

En prenant la puissance 1/2m-ieme de cette inégalité et en faisant tendre m vers +oo, on obtient
bien 7] < [[1].
O

Remarquons que le résultat reste en tout point identique si I’on prend une famille d’opérateurs
indéxée par Z¢ avec une suite positive v € £1(Z%). La preuve est exactement la méme.

Nous allons maintenant voir en détails comment le lemme de Cotlar permet de montrer la
continuité dans L? de nombreux opérateurs pseudodifférentiels. Commencons par la définition
suivante:

Définition 1. Une fonction a : R x R? — C sera appellée symbole pseudodifférentiel (de degré
0) si a est une fonction de classe C*° sur R x RY et si pour tous multientiers o, € N¢, il existe
une constante Co g > 0 telle que

V(@) €RTXRY, 020 a (2,6)] < Cap.

Si a est un symbole pseudodifférentiel, il définit naturellement un opérateur linéaire continu
Op(a) sur la classe de Schwartz par la formule suivante:

Ona) ole) 1= o [ *SalwO @O e, 5O = [ )y,

Nous allons montrer que Op(a) se prolonge de maniére unique en un opérateur linéaire continu
sur L2(R%) (on dira que Op(a) est 'opérateur pseudodifférentiel associé au symbole a). Pour
cela, on se fixe une fonction positive y € D(R?) vérifiant

VzeR?, Zx(x—j):l et Supp (x) C {z e R : |z| < 2}.
jezd



Pour tout i = (i1,i2) € Z% x Z%, on pose

ai(2,§) = a(@,§) x(z — i1) x(§ — i2).

Le théoreme de convergence dominée assure que pour tout ¢ dans la classe de Schwartz, on a

Ve R?, Op(a Z Op(a;)
Pour alléger les écritures, nous noterons 7; ’opérateur

Tp(o)i= [ e €ai(e) ole)de.
Comme a; est a support compact en z, il est clair que 7; se prolonge de maniéere unique en un
opérateur linéaire continu sur L?(R?). Il nous faut désormais estimer |77 Tyl et [|75T7] dans

L(L?). Nous allons estimer la norme | T3 Tk ||, Vestimation de ||T;T};[| étant analogue. Un calcul
¢lémentaire montre que 77 est 'opfateur & noyau défini par

Tio(6) = [ ) v da
Pour tout ¢ dans la classe de Schwartz, on obtient donc
TiThe(§) = /Rd Gjie(Em)en)dn ot Gjr(&m) = /Rd =8 4;(x,) ag(z,n) da .

La norme de I'opérateur T}'T, est difficilement calculable. En revanche, cet opérateur étant défini
par un noyau, l'inégalité de Cauchy-Schwarz conduit a

|75 T 1% < [sgp/Rd |Gj,k(§,71)|d77] [SI:IP/Rd |Gj,k(§’”)|df} :

Nous allons donc étudier précisément le noyau G . On rappelle que
Gjk(€m) = x(€ = J2)x(n — k2) /Rd ¢ a(@,€) alan) x(@ — ji) x(x — k1) d .

D’apres les propriétés de support de x, on trouve que G, = 0 si [j; — k1| > 2. On suppose donc
|71 — k1| < 2. Par intégrations par parties successives, on obtient

(o) = ML) [ om0 (1 A, ¥fa(e.) alen) o = 1) x(o — bl

En utilisant les bornes vérifiées par a, on montre qu’il existe une constante Cn(a) telle que

X(§ — j2)x(n — k2)
(L+[§—nHN

I'entier N étant a fixer par la suite. Le numérateur de la fraction ci-dessus est nul si [ — 71 —
(j2 — k2)| > 4. On obtient ainsi

| _x(n—ks)
[ 1Gsutenln < Onta) Il | =0 an.

VEneR?, |Gir(€m)| < Cnl(a)



avec Q:={n € R : [€ —n — (j2 — k)| < 4}. Si |jo — k2| < 5, on a
/Rd |Gjr(€m)l dn < Cn(a) Ixlzee x| -

Si |jo — k2| >5,0onaQ C {n€R?: |&—n|>|jo— ko| — 4}, et donc

dn C* Cp(a)
Gir(&m)|dn < Cn(a)|lx 200/ < = :
L Gemian < ox@inix [ e < pepth

On obtient ainsi les majorations

17773l <0 =2,

IT: T4 < Cla) sl = kil <2 et |j2 — ko <5,
Cla A ;

57 < s Sk zely k25,

On peut donc appliquer le lemme de Cotlar, pourvu que 1'on choisisse N tel que N — d/2 > d,
c’est-a-dire N > 3d/2. Nous avons ainsi montré qu’il existe une constante C, ne dépendant que
de a telle que pour toute partie finie I C Z% x Z%, on a

1> Tl < Clielze -
i€l

En utilisant le théoreme de Plancherel, on obtient donc
IS Op(a) llzz = oo 1S T3l < C ool = C e 3)
el (27T)d el B (27T)d

Nous allons maintenant montrer que cette borne implique la convergence dans L? de la série
>~ Op(a;)p. Comme, par ailleurs, la limite presque partout de cette série est Op(a)p, nous en
déduirons que pour tout ¢ dans la classe de Schwartz, Op(a)y appartient & L? avec de plus

10p(a) ¢l < Clleliz2 -

Cela assure que Op(a) se prolonge de maniére unique en un opérateur linéaire continu sur
L?(R%). Nous allons montrer que la relation (3) implique que la série 3 Op(a;)¢p est de Cauchy.
Si tel n’était pas le cas, il existerait une constante € > 0 et une famille d’ensembles deux-a-deux
disjoints I}, j € N, telles que tous les ensembles I; sont finis et

VieN, Y Op(ai)elr >e.
i€l

Pour tout entier k£ € N, on définit

vp =) Op(ai)e, lvgllre > e.
i€ly
Enfin, pour toute partie finie J C N, on pose

wy = E Vg -

keJ



Nous allons montrer qu’'un des termes wy ainsi construits est de norme tres grande. En effet, on
se donne une partie A C N finie et on calcule

Do lwsllza= "3 lwl®+ > 2Re {viy)

JCA JCAkeJ 1,J€J,i<j

— 1
E Al- Al—- Al— Al—
HUkH22| =14 E Re <vi,vj)22| | 2>§2‘ -1 E Hvk|]2>\A|2‘ =2¢2.
keA i,JEAI<] LeA

On choisit |A| tel que |A|€2/4 > M? (avec M la borne obtenue dans la relation (3)). On obtient

alors
> lwyllz. > 24 A%,
JCA

ce qui implique que 'un des wy vérifie ||wy||z2 > M. Ceci contredit (3) et la série est donc de
Cauchy, comme annoncé.

O
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