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RESUMEN. Ilustramos el papel que pueden desempenar las conjeturas en el avance de
las matematicas mediante ejemplos. Dichos ejemplos han sido seleccionados en diversos
dominios de las matematicas; sus enunciados son tan simples y explicitos que pueden ser
entendidos por la mayoria.

PALABRAS CLAVE. Conjeturas, desafios matemdticos, historia de las matemdticas.

Introduccion

Conjetura ... si se abre un diccionario cualquiera en esa palabra, he aqui la definicion
que se encuentra : hipdtesis formulada sobre la exactitud o inexactitud de un enunciado del
que todavia se desconoce la demostracion. En otras palabras, es una “pregunta abierta”
para la cual se ha emitido una afirmacién : “si, pienso que esta afirmacién es verdadera”
0, lo que tiene la misma fuerza logica, “no, conjeturo que este enunciado es falso”. En
matematicas, como en otras ciencias, las conjeturas siempre han desempenado un papel
estimulante. Ilustraremos esto con ayuda de ejemplos, algunos de ellos extraidos de dos
articulos que hemos tenido la ocasién de escribir sobre el tema estos dltimos anos [1, 2].
Antes de ir mas lejos, erradiquemos el error consistente en confundir las palabras conjetura
y coyuntura 2. Situémonos a continuacién en un contexto determinado : cada dominio de
las matematicas tiene sus conjeturas, mas o menos conocidas, mas o menos comprensibles
... Lo que sigue corresponde, pues, a ciertas partes de las matematicas que conozco mejor
que otras. Hay por lo tanto, para empezar, una cuestién de elecciéon o gusto personal : tal
o cual conjetura enunciada en un dominio sera considerada esencial por un especialista del

!Conferencia pronunciada el 6 de Mayo de 2011 en la Universidad Miguel Herndndez de Elche (organi-
zada conjuntamente con la Universidad de Alicante).

2Con ocasién de la entrega del Premio FERMAT de investigacién 1995 a ANDREW WILES, en octubre de
1995 en el Ayuntamiento de Toulouse, una efimera Secretaria de Estado para la Investigaciéon nos estuvo
“fastidiando” a lo largo de su discurso con la “coyuntura de FERMAT”... (obsérvese que los términos
franceses conjecture y conjoncture estan fonéticamente méas préximos entre si que sus equivalentes en
espafiol, conjetura 'y coyuntura).



mismo, mientras que sera juzgada como insipida y de escaso interés por un colega versado
en otro dominio ...

. Qué es una conjetura célebre? Es, segiin mi parecer, una afirmacién que verifica las
tres propiedades siguientes :

- El enunciado es simple, comprensible para la mayoria de los matematicos, e incluso
de los no matematicos. La conjetura mayor de P. FERMAT, hasta du demostracion por A.
WILES v R. TAYLOR en 1994, fue un ejemplo perfecto 2.

- Haber resistido largo tiempo los asaltos de los matematicos profesionales.

- Haber engendrado novedades matematicas a través de las diferentes tentativas
de solucién.

La imagen que me viene a la mente es la de ciertas maquinas tragaperras -de los juegos
de verbenas y de casinos- cuyo objetivo consiste en hacer caer las monedas dispuestas en
expositores (tras los vidrios) con ayuda de algunos movimientos autorizados (y controlados
desde el exterior del aparato). Al ver dichas médquinas, la primera reaccién es decirse :
“Veo como hacerlo, lo conseguiré ...”. En consecuencia, se juega, se insiste, se acaba uno
enervando ... y se abandona. El siguiente en intentarlo reacciona inicialmente de la misma
manera : “El anterior lo hizo mal, pero yo veo como hacerlo ...” ; juega a su vez intentando
hacer otra cosa, insiste y acaba por abandonar ...

Debido a mi aficién por estas cuestiones, y también por su interés en los dominios de
las matematicas que sigo, he investigado, he “limpiado”, he puesto en perspectiva, y he
transformado a veces algunas conjeturas en formas equivalentes (igualmente interesantes).
Presentaré aqui algunas de ellas indicando, cuando sea posible, en qué consiste su interés
y dénde nos encontramos en el camino hacia su resolucion. Termino esta introduccién con
esta frase de Sir M.ATIYAH [3] : “Some problems open doors, some problems close doors,
and some remain curiosities, but all sharpen our wits and act as a challenge and a test of
our ingenuity and techniques”.

1. La conjetura sobre los sélidos convexos de grosor constante (Dominios :
Geometria, Andlisis y calculo variacionales, Optimizacién de formas)

Pregunta : “;Cudles son los converos de anchura (o grosor) constante de medida
minima ?” *. Empezando por el plano (en 2D, como dicen los ingenieros), esta pregunta,
que ha excitado a los mayores matematicos, esta completamente resuelta. El mismo L.
EULER consideré convexos del plano de anchura constante a los que llamé orbiformes.
Tienen formas muy variadas, desde el disco al tridangulo curvilineo de F. REULEAUX, y

3Como otros colegas, tengo en mi despacho un cajén lleno de “demostraciones” de este teorema, reci-
bidas durante afios, frecuentemente “papillas” incomprensibles donde el distingo acerca de la potencia n,
n > 3 o no (en la ecuacién 2™ + y™ = z™), ni siquiera aparece ... Esto tiene un lado simpético, en ocasiones
patético. He renunciado a leer estas pseudo-demostraciones, a pesar de la insistencia, o de la paranoia, de
sus autores, a quienes doy una respuesta tipo : “Empiece mostrando lo que ha hecho a un matematico de
la universidad mas préoxima, ... 7.

4Se dice que un convexo del plano tiene anchura constante cuando se puede encajar entre dos rectas
paralelas igualmente separadas cualquiera que sea la orientacién de las mismas. La definicién es semejante
para un convexo del espacio, sin més que sustituir rectas por planos.



son utilizados como modelos para piezas de mecanica o para las ventanillas de avién. W.
BLASCHKE y H. LEBESGUE han demostrado que, entre los convexos del plano de anchura
constante, el de menor area es el tridngulo de REULEAUX. Las técnicas utilizadas son las
de las series de J. FOURIER. Una prueba diferente, muy reciente, basada en resultados y
técnicas de Control Optimo, ha sido propuesta por mi joven colega T. BAYEN.

La situacién es totalmente distinta en el espacio (en 3D) : se conocen sélidos convexos
de grosor constante (llamados esferiformas) diferentes a las bolas, pero se desconoce cuéles
son los de volumen minimo. Existe, sin embargo, un candidato, la esferiforma de E. MEISS-
NER. Propuesta por este matematico hace mas de 80 anos, esta esferiforma es una especie
de tetraedro regular en el que se hubiera soplado aire, con partes tanto esféricas como to-
roidales®. La conjetura es por los tanto : la esferiforma de MEISSNER minimiza el volumen.
En un articulo divulgativo, escrito en colaboracién con T. BAYEN, hemos presentado estos
problemas con detalle, tanto en el plano como en el espacio [4]. Recientemente me han
regalado una esferiforma de MEISSNER de 30 cm de grosor (constante), construida con
resina sintética, que conservo en mi despacho. Me deleita contemplarla, palparla, aunque
€so no me proporcione ninguna idea para tratar de avanzar en la resolucién de problema
planteado. Llegué incluso a pensar que podria proponer la esferiforma de MEISSNER para
construir una escultura insertada entre los tres edificios de mi instituto de matemaéticas :
todos la verfan del mismo grosor (analistas, gedmetras, probabilistas, etc.), cualquiera que
fuera el edificio y el piso en que se encontraran. Confiesen que es dificil ser mas consensual
entre los matematicos ...

. Qué aporta esta conjetura al avance de las matematicas, qué consecuencias tendria
su resolucion ? Desde el punto de vista del cdlculo variacional es un problema “vicioso” en
el sentido de que acumula todas las dificultades que pueda uno imaginar (convexidad “a
contrapelo” de la funcién objetivo, restricciones dificiles de tomar en cuenta) ; verlo un poco
mas claro ayudaria a obtener “certificados de optimalidad” en problemas variacionales no
convexos. Se han conseguido progresos en este sentido, algunos de ellos muy recientes ... y,
una y otra vez, la esferiforma de MEISSNER satisface las condiciones de optimalidad obte-
nidas. También podria abordarse la cuestion desde el punto de vista del calculo cientifico :
aplicar brutal y masivamente (a la versién discretizada del problema) los algoritmos més
potentes conocidos y ver si aparece el s6lido de MEISSNER... Eso es lo que se ha sugerido
en [5], sin que dispongamos de una respuesta convincente hasta ahora.

2. La conjetura sobre el camino mas corto a lo largo de las aristas de un
politopo convexo (Optimizacién lineal, Calculo cientifico)

Nos referimos ahora a los politopos convexos de R? (es decir, los poliedros convexos
compactos con interior no vacio) y la forma de minimizar una funcién lineal sobre ellos (este
dominio se conoce como la Programaciéon u Optimizacién lineal). He aqui una presentacién
sucinta de la conjetura del camino més corto a lo largo de las aristas de un politopo convexo,
tal como fue formulada por W. M. HIRSCH en 1957.

Si x e y son vértices de un politopo convexo P, representamos por dp(z,y) el menor
entero k£ tal que = e y se pueden unir mediante un camino formado por k aristas. A

®No hay que confundirla con otro sélido convexo que hace el “buzz” en Internet desde 2007 : el gémbéc.



continuacién, llamamos didmetro de P al méximo de los dp(x,y) cuando x e y recorren
los vértices de P. Finalmente, para n > d > 2, se denota por A(d,n) el didmetro maximo
de los politopos convexos P de R? que poseen n facetas. Por ejemplo, en el plano, es decir
para d = 2, es facil comprobar “a mano” que A(2,n) es la parte entera de 3. Por otro
lado, considerando el politopo particular P = [—1,+1]? de R? (que posee n = 2d facetas),
se concluye que A(2,2d) > d.

La conjetura de HIRSCH se enuncia como sigue :
Para todon >d >2, A(d,n) <n—d. (1)

Aunque esto no sea evidente, la conjetura de HIRSCH estaria asegurada si se pudiera
demostrar en el caso particular de que n = 2d, es decir : jse cumple A(d, 2d) < d7; de ahi
el nombre de “d-conjecture” utilizada en ocasiones para hablar de esta conjetura. Como
A(2,2d) > d (véase arriba), el mayorante sugerido es ciertamente el mejor posible. Por lo
tanto, la d-conjecture puede formularse de la siguiente manera equivalente :

Para todo d > 2, A(d,2d) = d. (2)

Como es costumbre en todo intento de resolucion de conjeturas, se empieza tratando
casos particulares, o bien se las relaciona con problemas conexos de los que se sepan mas
cosas. Asi : la conjetura de HIRSCH, tal como estd formulada en (1), fue demostrada para
d < 3y para todo n, asi como para toda pareja (n, d) que verifique n < d+5; la d-conjecture,
tal como esta formulada en (2), fue demostrada para todo d < 5.

La d-conjecture estaba, pues, abierta para d > 6. Ademads, la opiniéon general de los
especialistas en el tema era que la conjetura era falsa para valores de d suficientemente
grandes. Fue en Mayo de 2010, mientras preparaba estas lineas, que se escuché un trueno
procedente de Espana : jla conjetura de HIRSCH (o la d-conjecture) era falsa! Un contrae-
jemplo habia sido propuesto por F. SANTOS (Universidad de Cantabria en Santander) :
este autor ha construido un politopo convexo de n = 86 facetas en R* cuyo didmetro es
estrictamente mayor que 43 (contradiciendo asf la desigualdad (1)). Tras ser anunciado el
hallazgo en un coloquio, la novedad se propagé répidamente a través de Internet [8]. Una
consecuencia ha sido que SANTOS se ha visto sumergido por los mensajes de felicitacién y
por las invitaciones para dar conferencias®. Es el lote de las conjeturas que tienen cierto
impacto : cierta notoriedad esta asegurada, raramente la fortuna ...

En todo caso, la conjetura de HIRSCH dejé de serlo para convertirse su negacién en un
teorema.

3. Las conjeturas acerca de de los puntos mas cercanos y mas lejanos de un
conjunto cerrado (Andlisis real, Aproximacién)

5Tras una primera circulacién de este texto, F. Santos me ha hecho saber que ha publicado en la
Gaceta de la RSME (Volumen 13, 2010) un articulo dirigido a los matemdticos no especialistas y que
pronto aparecerd otro, mas técnico, en Annals of Mathematics. Su pagina web personal (http ://perso-
nales.unican.es/santosf/Hirsch/) contiene una recensiéon de articulos de prensa relativos a esta refutacién
de la conjetura de Hirsch.



Las dos preguntas siguientes estan préoximas, al menos en su formulacion. Se refieren al
Analisis real o, con mayor precisién, a la teoria de la Aproximacion.

3.1 La conjetura de los puntos mas cercanos

Sea (H,(.|.)) un espacio de Hilbert real, equipado con la norma ||.|| derivada del pro-
ducto escalar (.| .), sea S un conjunto cerrado no vacio de H. Para todo = de H, se denota
por Pg(x) el conjunto de puntos de S cuya distancia a = es minima (también se le llama
el conjunto de las proyecciones de z sobre S), es decir :

Ps(x) ={s € 5 | [z —s]| = ds(z) },
donde dg(x) representa la distancia de x a S, definida por

ds(z) = inf |z —s].

El conjunto Pg(z) es eventualmente vacio (puesto que estamos en un contexto de espacio
de dimensién infinita). Cuando Pg(x) se reduce a un tnico elemento (en cuyo caso se dice
que Pg(x) es un singleton), se utiliza la notacién Pg(z) = {Ps(z)}.

Si S es, ademds, convexo, sabemos (e incluso enseniamos) que Pg(z) = {Ps(z)} para
todo x € H; Ps se denomina entonces el operador proyecciéon sobre S.

La primera pregunta planteada se refiere al reciproco de esta afirmacion :

(Ps(z) es un singleton para todo = € H) =" (S es convexo) . (3)

Si H es de dimensién finita, la respuesta es conocida y positiva desde L. BUNT (1934) y
T. MoTzKIN (1935) ; las demostraciones, variadas, hacen las delicias de quienes proponen
los temas para los concursos (de CAPES o de cédtedras, por ejemplo). En su forma més
general, es decir (3), la pregunta fue planteada por V. KLEE hacia 1961, quien conjeturaba
que la respuesta era : no. A dia de hoy, el problema no ha sido resuelto completamente, es
decir : no existe una demostracién de la implicacién (3), y nadie ha propuesto un ejemplo
de conjunto cerrado no convexo S para el cual Pg(z) es un singleton para todo = € H. Por
supuesto, ha habido muchas contribuciones al problema, principalmente con el siguiente
formato : si se anade una condicién adicional acerca de S (relativa a su topologia, a la
aplicacién Pg), entonces si, la implicacién (3) es verdadera.

Nosotros mismos hemos estudiado esta cuestién transformandola en un problema equi-
valente relativo a la diferenciabilidad (en el sentido de R. GATEAUX, de M. FRECHET,
etc.) de la funcién distancia dg o de su cuadrado. Al hacer tal cosa, nos hemos limitado a
desplazar el “agujero” entre la condicién necesaria y la condicion suficiente. Si la diferen-
ciabilidad de dg en los sentidos de GATEAUX y de FRECHET fuesen equivalentes (bajo la
hipétesis de (3)), la pregunta estaria resuelta ... Ahora bien, no es el caso.

3.2 La conjetura de los puntos mas lejanos

Sea (X, ||.]|) un espacio de Banach, aunque también pueda ser un espacio de Hilbert
(H,(.|.)) como anteriormente, sea S un conjunto cerrado acotado no vacio de H (incluso
convexo). Para todo = de H, se denota por Qg(z) el conjunto de los puntos de S cuya
distancia a x es méxima (i.e., el conjunto de puntos de S mas alejados de x), es decir :

Qs(x) ={s €5 | [lz = 5| = As(z)}

bt



donde el alejamiento méximo Ag(x) de z a S se define como

Ag(z) =sup [lz —s| .
SES

La pregunta planteada es la siguiente :
(Qg(x) es un singleton para todo z € H) =" (S es asimismo un singleton).  (4)

Al igual que ocurre con la pregunta anterior, la respuesta es positiva y conocida desde
hace mucho tiempo en dimensién finita (siendo, por otra parte, bastante ficil de obtener),
pero formulada en el contexto general de un espacio de dimensién infinita (de nuevo por V.
KLEE hacia 1961), la pregunta sigue hoy sin respuesta. Aqui, la convexidad de la funcién
Ag y de su cuadrado A% se consigue sin hipdtesis adicionales (jes gratis!). Nosotros mismos
hemos estudiado esta cuestion y la hemos transformado en otra del tipo diferenciabilidad
GATEAUX wvs diferenciabilidad FRECHET de la funcién convexa A% ; dicho lo cual, el “agu-
jero” entre estas dos nociones de diferenciabilidad sigue siendo importante incluso para las
funciones convexas.

. Qué aportaria al Analisis una respuesta a estas dos preguntas arriba planteadas?
Nada esencial en verdad, cambiaria un poco la estructura de ciertos problemas planteados
en teoria de la Aproximaciéon. ;Quién puede responder a las preguntas planteadas, ora
demostrando la implicacién (4) ya negédndola mediante un contraejemplo “retorcido” 7
Seguramente un virtuoso del Anélisis ... La recompensa serd el reconocimiento del medio
(y cierta notoriedad).

4. Conjetura sobre la cota inferior del producto escalar de vectores de signos
y de vectores unitarios (Probabilidades, Combinatoria)

Consideremos

- un vector unitario a = (ay, ..., a,) € R", es decir de norma euclidea (la usual) igual a
1;

- n variables aleatorias reales independientes X, Xs, ..., X,, con la misma ley de distri-
bucién

Se conjetura que

: <1>>1. (5)

El producto escalar > | X; a; barre todo el intervalo [—+/n, v/n]; lo que expresa (5)
es que el valor de ese producto escalar estd “concentrado” sobre el intervalo [—1,+1] en
méas del 50 % de los casos. No se puede mejorar el 1/2 en la cota inferior de (5), incluso
cuando la dimensién n es pequena (tome el ejemplo de n = 2).

Si no les agradan las Probabilidades, puede presentarse la conjetura bajo una forma
equivalente, en términos puramente combinatorios. Para i = 1,...,n, sea ¢; € {—1,+1},
de manera que los 2" nimeros reales €1a; 4 €xa2+ ... +€,a, se distribuyan sobre el segmento



[—\/n,/n] ; se conjetura entonces que mds de la mitad de ellos se encuentran en el segmento
[—1,+1] :
Card {(e1,€9,...,€n) : € € {—1,+1} paratodod,y [> . € a;| <1} _ 1
>5. (6)
2" 2

De entre todas las interpretaciones de (6), he aqui una muy expresiva. Se reparte la

suma » ., a; (donde a = (ay,...,a,) es unitario, recordémoslo) en dos sumas parciales;

entonces al menos la mitad de estas particiones son aproximadamente iguales, i.e. difieren

como mucho en 1. Escribamos esto de forma precisa : Sea I™ una parte de {1,...,n} y sea
I~ su complemento en {1,...,n}, de manera que

n
E Eiai:E ai_E Qi ;
=1 ielt i€l

entonces, de acuerdo con (6),

ZCLZ—1< Z(ZZ< Zal—i-l
iel— ielt iel—
para al menos la mitad de las posibilidades de IT.

La conjetura que acabamos de enunciar tiene su origen en dos dominios diferentes :
en teorfa del Control Automdtico (en relacién con las soluciones robustas de sistemas
cuadréticos bajo incertidumbre) y en Combinatoria-Probabilidades. Nuestro trabajo ha
consistido en construir un puente entre las dos formulaciones, y en informar a cada parte
de la contribucién de la otra ... La mejor cota inferior conocida (en (5) o en (6)) es 3/8 ...,
restando por hacer un esfuerzo del 12,5 % para llegar a 1/2 y validar asi la conjetura, o
bien encontrar un contraejemplo.

Sin alcanzar el resultado ultimo, también se han obtenido para esta conjetura resultados
“condicionales” : “Si la cota inferior se alcanza, entonces se pueden obtener otras cotas
utiles para controlar la incertidumbre de ciertos sistemas que deben ser controlados”.

5. Conjetura acerca del determinante de matrices normales (Célculo matricial)

El Algebra lineal o el Calculo matricial se prestan igual de bien a la formulacion de
conjeturas faciles de entender. Tanto la de este parrafo como la del siguiente se refieren
precisamente a este dominio de las matematicas.

Recordemos, para empezar, que una matriz A € M,(C) se dice que es normal si
puede diagonalizarse mediante una matriz unitaria. Hay docenas de caracterizaciones de
la normalidad de una matriz ... Indiquemos simplemente que son normales las matrices
hermiticas, antihermiticas, unitarias. La conjetura del determinante de M. MARCUS (1973),
enunciada de forma independiente por G.N. DE OLIVEIRA en 1982 (cf. [10]) (abreviada
como la conjetura OMC) se enuncia como sigue :

Si Ay B son matrices normales de M,,(C), con valores propios prescritos
Ay ooy An ¥ Hy, ..., i, TESpectivamente, entonces :
det(A — B) pertenece a la envoltura convexa del conjunto

{IT- (X = po@sy) : o permutacién de {1,...,n}}.

(7)

7



Aunque la conjetura OMC haya sido verificada para numerosas subclases de matrices
normales, todavia se mantiene para su forma general.

6. Conjetura acerca de la norma de la inversa de una matriz con datos
inciertos (Calculo matricial)

Sea A = [a;;] € M,(R) una matriz invertible, con datos a;; inciertos en el sentido
siguiente : a; ; € [0,1] para todo i, j € {1,...,n}. Se denota por ||.||» la norma matricial de
G. FROBENIUS (i.e., la definida como ||M||, = /traza(MTM)). La conjetura anunciada,
debida a N.J.A. SLOANE y M.HARWITH (1976), se enuncia de la siguiente forma :

2n

1A= 5,

(8)
So origen esta en ()ptica y en Estadistica. Se conocen casos de igualdad en (8) para

cierta clase de matrices (llamadas de J. HADAMARD). Como se puede ver, la formulacién
es muy simple y, sin embargo, la desigualdad sigue sin estar confirmada ni invalidada.

7. Conjetura (o Hipdtesis) de Riemann (Anélisis, Teoria de nimeros)

La Teoria de niimeros es un dominio donde abundan las conjeturas, con formulaciones
desde las mas simples (;no lo es FERMAT ?) a las mds complicadas’. Mencionemos dos de
las més célebres :

- La conjetura de C. GOLDBACH (1742) : “Todo entero par estrictamente superior a
2 se puede escribir como la suma de dos nimeros primos (pudiendo utilizarse dos veces el
mismo nimero primo)” ; dicho de una forma més imaginativa : “Todo entero estrictamente
superior a 2 es la media aritmética de dos nimeros primos”. La mayoria de los mateméticos
especialistas en el tema piensan que es verdadera.

- La conjetura acerca de la infinitud de los nimeros enteros gemelos (i.e., de la forma n
y n+2) : “Hay una infinidad de niimeros primos n tales que n+ 2 también es primo”. Para
los (jévenes y dindmicos) sexagenarios, he aqui una golosina (que me han regalado recien-
temente) : 60 es la suma de dos parejas de nimeros primos gemelos, 60 = 11+13+17+19,
asi como la suma de dos niimeros primos gemelos, 60 = 29+31.

Pero la conjetura mas célebre, la que domina a las demas, que asegurara celebridad y
fortuna a quien la responda, es la conjetura de B. RIEMANN (1859) (también se dice, y con
mayor frecuencia, “la hipdtesis de RIEMANN"). En su forma bésica expresa que la funcién ¢
de RIEMANN (prolongaciéon analitica en una funcién holomorfa definida para todo nimero
complejo z diferente de 1, de la funcién de variable compleja z — ((z) == n%) tiene
todos sus ceros no triviales situados sobre la recta de ecuacién Re(z) = 3 (*). Uno de los
aspectos fascinantes de esta conjetura es que puede relacionarse con diversos dominios de
las mateméticas, como bien explica el excelente articulo de sintesis [11]. Otro aspecto es que

"El nombre del matemético J.-P. SERRE eatd asociado a numerosas conjeturas ... Le of decir una vez,
en una conferencia, que mas valdria denominar a estas conjeturas con los nombres de las estaciones del
metro parisiense, la “conjetura REAUMUR-SEBASTOPOL por ejemplo” ...

8Los numeros reales —2n, para n > 1, se denominan ceros triviales de ¢ porque su existencia es
relativamente facil de demostrar.



ha sido verificada para los primeros millones de ceros de ¢ (los 10?® primeros ceros a finales
de 2004, probablemente muchos més hoy). Se cuenta que el matemético D. HILBERT,
preguntado sobre lo primero que pediria al despertar de un suenio de mas de 500 anos,
respondié que seria esto : “;Ha resuelto alguien la conjetura de RIEMANN 7”. Igualmente
asombrosas son las diversas formas equivalentes que puede tomar la conjetura de RIEMANN,
en practicamente todos los dominios de las matematicas. Nuestra forma equivalente favorita
es la de J.C. LAGARIAS [12] ?; no nos podemos resistir al placer de presentarla.

Sean
H, = Z z (a veces llamados nimeros reales harménicos) ;
k=1
o(n) = Z d, la suma de todos los divisores de n (¢(6) = 12 por ejemplo).
d divide n
Entonces :

Forma equivalente de la conjetura de Riemann :

Para todon > 1, o(n) < H, + exp(H,)In(H,), ()
con igualdad unicamente para n = 1.

Naturalmente, se necesita un profundo trabajo matematico para llegar hasta alli, el
trabajo de toda una vida de matemadtico, por ejemplo. Reconozcamos que (9) es muy fécil
de entender, incluso por un estudiante de matematicas debutante ; no menos cierto es que
encontrar una respuesta esta fuera de nuestro alcance por ahora.

Conclusion. Las demostraciones de las conjeturas, cuando se producen
JIntentar demostrar una conjetura? Hay mateméticos que dedican a ello toda su vida
... Ocurre en ocasiones que una conjetura es demostrada por un matematico que no conoce
(exacta o completamente) lo que se habia hecho hasta entonces sobre el tema. Atacar
la resolucién de una conjetura aporta matematicas nuevas (nociones o técnicas nuevas),
estableciendo a veces conexiones inesperadas entre diferentes dominios de las matematicas.
Las conjeturas matematicas pueden ser mas o menos especializadas, mas o menos sofis-
ticadas en sus enunciados. Todo matematico profesional es capaz de presentar una muestra,
como acabamos de hacer. Algunos matematicos célebres han llegado a elaborar sus propias
listas de problemas abiertos favoritos, por ejemplo S. SMALE [13]. Lo que hemos intentado
ilustrar aqui es el papel que desempenan las conjeturas en el avance de las matematicas.
Terminamos con una frase, extraida de la misma obra [3] que la citada en la intro-
duccién; A. CONNES se la ha atribuido a G. CHOQUET y es, de hecho, terrible; hela

9Este mismo matematico acaba de publicar un libro que recopila sus articulos acerca de otra conjetura,
asimismo muy célebre y facil de entender : la llamada conjetura de SYRACUSA o “3z + 1”7 (una cuestién
sobre la convergencia eventual de una sucesién inocente de enteros). Véase :

J.C. LAGARIAS, The ultimate challenge : The 3z+1 problem. Publications of the American Mathematical
Society (2010).



aqui : “Cuando se ataca frontalmente un problema abierto bien conocido, hay que asumir
el riesgo de ser recordado por el fracaso ... antes que por cualquier otra cosa”.
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