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INTRODUCTION

Ce travail a pour objet l’étude de certains types d’extensions dans des catégories
tannakiennes, leurs applications aux modules différentiels et aux différences, et plus
particulièrement le calcul de leurs groupes de Galois.

Une description complète du groupe de Galois a été obtenue par E. Compoint et M.
Singer dans le cas d’un opérateur complètement réductible([14]). On peut par conséquent
décrire le quotient réductif maximal de tout groupe de Galois différentiel. Il reste à en
calculer le radical unipotent.
E. Hrushovski donne dans [22] un algorithme de calcul du groupe de Galois d’une équa-
tion différentielle linéaire Ly = 0 dans le cas général. Cependant, cette description ne
fournit pas de lien direct entre le groupe de Galois et la structure du module différentiel
de L.
Dans le cas où L est le produit de deux opérateurs complètement réductibles, une réponse
complète à cette question est fournie par le théorème de P. H. Berman et M. Singer [4], qui
décrit le radical unipotent du groupe de Galois de L sous la forme d’un groupe vectoriel,
espace des solutions d’un sous-opérateur différentiel explicite de l’opérateur homomor-
phisme entre les deux facteurs.
Le cas d’un produit de trois opérateurs complètement réductibles ne connaît jusqu’à pré-
sent que des réponses partielles ( K. Boussel [13] dans le cas hypergéométrique, et D.
Bertrand [8] pour certains opérateurs irréductibles). C’est cette étude que nous poursui-
vons ici.
Nous montrons en particulier :

1. Comment, de manière effective, ramener le problème au cas d’un radical unipotent
abélien.

2. Comment, une fois ce cas atteint, ramener le calcul à celui du produit de deux
opérateurs complètementréductibles.
Les résultats précédents s’étendent au cadre des équations aux différences. A titre
d’illustration, nous montrons enfin
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3. Comment réaliser la seconde étape de façon effective dans une situation élémentaire
liée à l’étude des corps aux différences différentiels.

Nous décrivons maintenant plus en détail le contenu de la thèse.

Première partie

La première partie est consacrée au 1-extensions (qu’on appellera aussi extensions
simples) d’objets tannakiens.

Soit ainsi T une catégorie tannakienne neutre sur un corps C algébriquement clos, de
caractéristique nulle, dont on note 1 l’objet unité et ω un foncteur fibre à valeurs dans
V ectC . On donne ici une description concrète de l’ isomorphisme naturel R qui relie les
groupes Ext1T(X ,Y) et Ext1T(1, Hom(X ,Y)). Cet isomorphisme permet de simplifier la
présentation (et les démonstrations) de nombreux énoncés.

On obtient ainsi la version tannakienne suivante du théorème de Berman-Singer ([4]),
où l’on appelle groupe de Galois d’un objet M de T, noté GM, le groupe algébrique
Aut⊗ω (<M >) (où <M > désigne la catégorie tannakienne engendrée par M dans T). :

Théorème 1 [Théorème 2.2.5] Soient (T, ω) une catégorie tannakienne, X et Y
deux objets semi-simples de T et U une extension dans T de X par Y . Alors GU est égal
au produit semi-direct du groupe réductif GX⊕Y par un groupe vectoriel ω(V), où V est
le plus petit sous-objet de Hom(X ,Y) tel que le quotient par V de l’élément R(U) de
Ext1(1, Hom(X ,Y)) soit une extension scindée.

On en déduit le corollaire suivant, dont le principe sera repris à la partie IV :

Théorème 2 [Theorème 2.2.14] Soient X et Y deux objets semi-simples de
T, ∆ l’anneau End(Hom(X ,Y)), E1, .., En, des extensions de X par Y et telles que
R(E1), ..,R(En) soient ∆-linéairement indépendantes dans Ext1T(1, Hom(X ,Y)). Alors
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le radical unipotent de GE1⊕..⊕En est isomorphe à (Hom(ω(X ), ω(Y)))n.

Deuxième partie

La seconde partie est consacrée aux extensions panachées.
Cette notion, introduite par Grothendieck [20] est bien adaptée à l’étude des pro-
duits de trois opérateurs différentiels. La structure de torseur qu’elle sous-tend permet en
effet d’isoler la partie nouvelle du radical unipotent, qui n’est ici, en général, plus abélien.

Pour tout élément M de l’ensemble E(X ,A,Y) des extensions panachées construites
sur trois objets initiaux X , A, Y et pour toute extension simple U de X par Y , on note
M∗ U l’élément de E(X ,A,Y), que cette structure de torseur permet de définir.

On définit par ailleurs un ensemble d’opérations élémentaires sur les extensions pana-
chées, qui interviennent dans la preuve du théorème 6.0.1.
Enfin, en préparatif aux applications de la troisième partie, on traduit ces opérations en
termes de représentations matricielles de modules différentiels.

Troisième partie

Soient (K, ∂) un corps différentiel de corps des constantes algébriquement clos, de
caractéristique nulle, K̃ une extension de Picard-vessiot universelle de K, et DK := K[∂]

l’anneau des opérateurs différentiels à coefficients dans K.
Soit M un DK-module. On note M son espace vectoriel de solutions dans K̃, KM = KM
l’extension de Picard-Vessiot de M dans K̃ et GM = Gal(KM|K) le groupe de Galois
différentiel de l’extension KM/K, qu’on appellera de nouveau groupe de Galois de M.

La troisième partie est consacrée au calcul du radical unipotent Ru(GM) de GM lorsque
M correspond au produit de trois opérateurs complètement réductibles.
Dans ce cas le groupe dérivé D(Ru(GM)) de Ru(GM) est entièrement cerné par l’étude
des 1-extensions. Reste à décrire l’abélianisé de Ru(GM).
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On obtient ainsi :

Théorème 3 [Théorème 6.0.1] Soient X , A, et Y des DK-modules semi-simples, M1

(resp. M2) une extension simple de A (resp. X ) par Y (resp. A) et M un DK-module
dans E(X ,A,Y), extension panachée de M2 par M1.

i) Il existe une extension panachéeM dans E(1⊕Hom(X ,A), Hom(X ,A), Hom(X ,Y)),
telle que M∈<M >, Gal(KM|KM) = D(Ru(GM)) et Ru(GM)ab = Ru(GM)

(en particulier Ru(GM) est abélien).
ii) Si le radical unipotent du groupe de Galois GM est abélien, il existe un DK-module
Z, extension simple de X par Y , tel que Gal(KM|KM1 .KM2) = Ru(GZ) et KM∗Z =

KM1KM2 .

La preuve de ii) fait appel à la fois aux méthodes directes de calcul d’un groupe mais
aussi à des techniques utilisées lors de la résolution du problème inverse principalement la
descente galoisienne d’opérateurs. Elle n’est malheureusement pas totalement effective.
En revanche la construction de M au i) est entièrement effective.

Quatrième partie

Dans la dernière partie de la thèse, on applique ces différentes méthodes au cadre
des modules aux différences. La remarque de base qui sous-tend cette application est la
suivante .
Soit (K, σ, ∂) un corps aux différences et différentiel, c’est à dire un corps K (ici encore
de caractéristique nulle), muni d’une dérivation ∂ et d’un automorphisme σ tels que
σ ◦ ∂ = ∂ ◦ σ. On note Cσ le corps des constantes (c’est à dire des invariants de σ) et
C∂ le corps des constantes de ∂ que l’on suppose algébriquement clos et inclus dans Cσ,
lui-même algébriquement clos.
Soit par ailleurs A un module aux différences (dont une représentation matricielle est
donnée par A ∈ Gln(K)) et Y une solution du système aux différences σY = AY dans une

extension différentielle aux différences de K. Alors
(
∂Y

Y

)
est une solution du système

σ

(
∂Y

Y

)
=

(
A ∂A

0 A

) (
∂Y

Y

)
, que l’on peut interpréter comme une extension de

A par A. Il est donc justifiable des résultats de la première partie de la thèse appliquée
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au cas des catégories de modules aux différences. On peut ainsi fournir une description
explicite du groupe de Galois aux différences (pris au sens de [38]) de ce système.
De même, la considération des dérivées secondes conduit au système aux différences

σ

 ∂2Y

∂Y

Y

 =

 A 2∂A ∂2A

0 A ∂A

0 0 A

  ∂2Y

∂Y

Y

 ,

c’est-à-dire à la représentation matricielle d’une extension panachée M dans la catégorie
des modules aux différences sur les objets initiaux A, A, A .
En particulier, dans le cas où A est de rang 1, le radical unipotent Ru(GM) du groupe
de Galois aux σ-différences GM de M, est abélien. Nous montrons que l’analyse de la
partie III peut ici être rendu totalement effective.
On obtient ainsi pour ce type d’extensions panachées :

Théorème 4 [Théorème 11.4.1] Soit (K, σ) un corps aux différences, de corps des
constantes Cσ algébriquement clos de caractéristique nulle.

Soient a ∈ K∗, b, c ∈ K, λ ∈ Cσ et M une extension panachée de σ-différences dont
une représentation matricielle est donnée par la matrice :

M :=

 a λb c

0 a b

0 0 a

 .

On suppose qu’il n’existe pas d’élément g ∈ K tel que : b = σ(g)a− ag. Alors
1. Le radical unipotent du groupe de Galois aux σ-différences GM est isomorphe à Ga

2

si λ(b/a)2 − 2c/a et b/a sont linéairement indépendants sur Cσ modulo (σ− 1)(K).
2. Dans le cas contraire, ce radical unipotent est isomorphe à Ga.

Concluons par une application des théorèmes précédents.

Soient q un nombre complexe de module différent de 1, Mer(C∗) le corps des fonctions
méromorphes sur C∗, ∂ := zd/dz la dérivation dans Mer(C∗), σq l’automorphisme de
Mer(C∗) qui à f(z) associe f(qz), CE (corps des fonctions q-elliptiques) le corps des
constantes de Mer(C∗) pour σq, et KE = CE(z) le corps des fractions rationnelles à
coefficients dans CE.

On propose ici une méthode purement algébrique pour étudier la transcendance ou
l’hypertranscendance des solutions dans Mer(C∗) d’une équation aux q-différences de
rang 1. En ce sens nos résultats diffèrent de ceux énoncés dans [23] par Ishizaki, qui
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d’une part utilise essentiellement des méthodes analytiques et d’autre part considère
seulement des solutions méromorphes sur C (voir aussi [30]).
On attache au module différentiel M sur C(z), une matrice fondamentale de solutions
dans Mer(C∗) dont les composantes engendrent sur KE une extension aux q-différences
FE.

L’ensemble des σ-automorphismes de FE/KE est un groupe algébrique linéaire sur CE,
noté GE

M. Nous aurons à le comparer au groupe de Galois GM (pris au sens de [38]), et
ferons pour cela l’hypothèse suivante :
Hypothèse (H)(1) : les composantes neutres des groupes GE

M et GM⊗CE sont isomorphes
sur CE

Théorème 5[Théorèmes 11.6.1 et 11.6.2 ] Sous l’hypothèse (H)

Soient a dans C(z)∗ et f une solution méromorphe sur C∗ de l’équation aux q-différences
σq(f) = af . Alors :

1. f est algébrique sur CE(z) si et seulement si a est de la forme µσq(g)/g avec g ∈ C(z)

où µ ∈ C et q sont multiplicativement dépendants.
2. f et ∂f sont algébriquement dépendantes sur CE(z) si et seulement si a est de la

forme µσq(g)/g, µ ∈ C et g ∈ C(z).
3. f , ∂f et ∂2f sont algébriquement dépendantes sur CE(z) si et seulement si a est de

la forme µzrσq(g)/g, µ ∈ C, r ∈ Z et g ∈ C(z).
4. Dans les autres cas, f est hypertranscendante sur CE(z).

Combiné avec l’équation différentielle de la fonction ℘, cet énoncé, qu’on peut d’ailleurs
retrouver à partir du théorème d’Ishizaki, recouvre en les étendant des résultats d’indé-
pendance algébrique classiques sur les fonctions de Weierstrass.

(1)Cette hypothèse est en fait toujours vérifiée voir M.F.Singer lettre à l’auteur 23 Decembre 2005



PARTIE I

EXTENSIONS SIMPLES DANS UNE
CATÉGORIE TANNAKIENNE





CHAPITRE 1

EXTENSIONS ET COCYCLES

1.1. DEFINITIONS ET ENONCES

Soient C un corps commutatif de caractéristique nulle, algébriquement clos, une
catégorie tannakienne neutre sur C, 1 l’objet neutre , un foncteur fibre de T dans la
catégorie V ectC des espaces vectoriels de dimension finie.
On note G le groupe proalgébrique sur C, représentant le foncteur ainsi que la catégorie
des représentations de G = G(ω) portées par des C-espaces vectoriels de dimension finie
sur C.

Théorème 1.1.1. [17] Le foncteur fibre ω induit une équivalence de catégorie entre T

et RepG.

Pour tout couple (X ,Y) (resp.(X, Y ) ) d’objets de T (resp. de RepG), notons (resp. )
le groupe des classes d’isomorphismes d’extensions de X (resp. X) par Y (resp. Y ). Ces
groupes sont naturellement munis d’une action de C, qui en fait des C-espaces vectoriels.
Plus généralement, ces groupes sont naturellement munis d’une structure de module sur
End(X )⊗CEnd(Y) (respectivement sur (End(X))G⊗C(End(Y ))G).

On déduit du théorème 1.1.1 :

Corollaire 1.1.2. Pour tout couple (X ,Y) d’objets de T, il existe un isomorphisme ca-
nonique entre Ext1T(X ,Y) et Ext1RepG(ω(X ), ω(Y)).

Définition Si G est un groupe proalgébrique sur C, V un élément de RepG, et f un
C-morphisme de G dans V : on dit que f est un cocycle s’il vérifie la relation de suivante
f(g1g2) = g1f(g2) + f(g1) pour tout (g1, g2) dans G, et que f est un cobord s’il est de
la forme f(g) = gv − v pour un certain élément v de V . On note H1(G, V ) l’ensemble
des cocycles quotienté par celui des cobords. Cet ensemble est muni d’une structure de
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groupe et même de C-espace vectoriel et plus généralement de module sur End(V )G.

Théorème 1.1.3. Pour tout couple (X ,Y) d’objets de T, les C-espaces vectoriels
Ext1T(X ,Y) et H1(G, Hom(ω(X ), ω(Y))) sont canoniquement isomorphes.

1.2. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 1.1.3

On démontre d’abord qu’il existe pour A et B objets de RepG, un isomorphisme entre
Ext1RepG(A,B) et H1(G, Hom(A,B)) et on déduit de ce fait et du corollaire 1.1.2 la preuve
du théorème 1.1.3

Considérons une extension de G-modules de A par B

0 // B // U // A
s

ii // 0

Choisissons une section s, C-linéaire de A dans U . Le caractère trivial des extensions
dans V ectC assure l’existence de telles sections.

Considérons le C-morphisme ζU de G dans Hom(A,B) défini par σ → σ ◦ sσ−1 − s.
On vérifie aisément que cette application est un cocycle et qu’un changement de section
la modifie par un cobord (ce qui démontre aussi qu’elle ne dépend pas de la classe de U
dans Ext1RepG(A,B))

On construit une application :

Σ : Ext1RepG(A,B) // H1(G, Hom(A,B))

U
� // ζU .

Réciproquement, étant donné un cocycle ζ, à valeurs dans Hom(A,B), on construit
une extension de G-modules correspondant à ce cocycle via ζ.
On munit le produit direct de B et de A de la structure de G-module suivante :

∀σ ∈ G, σ(b, a) := (σb+ ζ(σ)(σa), σa)).

On note : U(ζ) = B×A , le produit direct muni de la structure de G-module précédente.
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Alors

0 // B // U(ζ) // A // 0

x � // (b, 0)

(b, a) � // a

fait de U(ζ) une extension de G-modules pour laquelle on vérifie que ζU = ζ.

Lemme 1.2.1. La classe de l’extension U(ζ) dans Ext1(A,B) ne dépend pas de celle de
ζ dans H1(G, Hom(A,B)).

Démonstration. — Si ζ1 est un cocyle équivalent à ζ, il existe φ ∈ Hom(A,B) tel que
pour tout σ ∈ G, on ait ζ1(σ) = ζ(σ) + σφσ−1 − φ.
Considérons l’application ψ de U(ζ) dans U(ζ1), tel que ψ(b, a) = (b− φ(a), a) pour tout
(b, a) ∈ U(ζ). Montrons que ψ est un G-isomorphisme

1. L’application ψ est un G-morphisme. En effet :

ψ(σ(b, a)) = (ψ(σ(b)) + ζ(σ)(σa), σ(a)) = (σ(b)− φ(σ(a)) + ζ(σ)(σa), σ(a))

et

σ(ψ(b, a)) = σ(b−φ(a), a) = (σ(b)−σφ(a)+ζ1(σ)(σa), σa) = (σ(b)−φ(σ(a))+ζ(σ)(σa), σ(a))

en effet −σφ(a) + ζ1(σ)(σa) = ζ(σ)(σa)− φ(σa).
2. L’application ψ est injective. En effet si (b− φ(a), a) = 0 alors a = 0 et b = 0.

3. L’application ψ est surjective. En effet (b+ φ(a), a) est un antécédent de (b, a).

On a donc construit une application :

E : H1(G, Hom(A,B)) // Ext1RepG(A,B)

ζ � // U(ζ).

Proposition 1.2.2. Les applications Σ et E sont inverses l’une de l’autre.
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Soient U ∈ Ext(A,B) et ζ ∈ H1(G, Hom(A,B)).
Montrons que E ◦ Σ(U) = U .

Soit s une section continue de U .

0 // B
i // U

π // A
s

ii // 0

Le cocycle ζU(σ) est égal à σ → σ ◦ sσ−1 − s, pour tout σ ∈ G.
Donc E ◦ Σ(U) := B × A muni de la structure de G-module suivante :

∀σ ∈ G, σ(b, a) := (σb+ ζU(σ)(σa), σa)).

Considérons maintenant l’application

φ : E ◦ Σ(U) // U

(b, a) � // i(b) + s(a).

Lemme 1.2.3. L’application φ est un isomorphisme d’extensions de G-modules de A par
B.

Démonstration. — 1. φ est un G-morphisme.
En effet, pour tout (b, a) dans E ◦ Σ(U), on a :

σ(φ(b, a)) = i(σb) + σs(a)

et

φ(σ(a, b)) = φ(σb+ ζU(σ)(σa), σa) = i(σb) + ζU(σ)(σa) + s(σa) = i(σb) + σs(a).

2. L’application φ est injective. En effet, φ(b, a) = 0 signifie i(b) = −s(a),
soit 0 = −π ◦ s(a) = a et donc b = 0.

3. φ est surjective. Soit u dans U , un antécédent de u par φ est donné par
(u− s ◦ π(u), π(u)).

4. φ est un isomorphisme d’extensions. En effet :

φ(b, 0) = i(b) et π ◦ φ(b, a) = π(i(b) + s(a)) = a.

Ainsi U et E ◦ Σ(U) définissent le même élément dans Ext1(A,B).

Montrons que Σ ◦ E(ζ) = ζ dans H1(G, Hom(B,A))

E(ζ) est par définition le produit B × A de la structure de G-module suivante :

∀σ ∈ G, σ(b, a) := (σb+ ζ(σ)(σa), σa).
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Réalisée comme extension de A par B de la manière suivante :

0 // B // E(ζ) // A // 0

b
� // (b, 0)

(b, a) � // a.

Une section de A vers E(ζ) est donnée pour tout a dans A par s′(a) = (0, a). Calculons
alors Σ ◦ E(ζ). Par définition Σ ◦ E(ζ)(σ) = σs′(σ−1a) − s′(a) = ζ(σ)(a), a) − (0, a) =

(ζ(σ)(a), 0) pour tout σ dans G.
On vient donc de démontrer que Σ ◦ E(ζ) = (ζ).

Remarque
On fera souvent appel, implicitement, au lemme suivant :

Lemme 1.2.4. Soient X et Y deux objets de T, H un sous-schéma en groupe ouvert de
G, tel que H ⊂ Stab(Hom(X ,Y)). Alors
G = G/H est un groupe algébrique, pour lequel on a la suite de cohomologie :

0 // H1(G,Hom(., .)H) // H1(G, Hom(., .)) // H1(H, Hom(., .))
G .

En particulier si Hom(ω(X ), ω(Y)) est stable sousH alors tout élément de H1(G,Hom(ω(X ), ω(Y)))

définit canoniquement une extension de X par Y dans T.

Démonstration. — d’après [35] on a la suite de cohomologie :

0 // H1(G,Hom(., .)H) // H1(G, Hom(., .)) // H1(H, Hom(., .))
G .

Ainsi H1(G,Hom(ω(X ), ω(Y))) s’injecte dans H1(G, Hom(ω(X ), ω(Y))) et définit
d’après le théorème 1.1.3 une extension de X par Y dans T.





CHAPITRE 2

GROUPE DE GALOIS D’EXTENSIONS SIMPLES

2.1. DE Ext1T(X ,Y) A Ext1T(1, Hom(X ,Y))

2.1.1. Les applications R et I. — Dans ce paragraphe T désigne une catégorie tan-
nakienne neutre sur un corps C algébriquement clos, dont on note 1 l’élément unité (voir
[17]) ou une catégorie de modules de rang fini sur un anneau intégre de caractéristique
nulle (voir [12]).

Pour alléger les notations, on écrira souvent Ext(X ,Y) au lieu de Ext1T(X ,Y). On
note FZ le foncteur Hom(Z, .) pour un objet Z de T. Le foncteur dérivé de FZ est par
définition le foncteur Ext1T(Z, .). On note Hom(Z,A) le Hom interne à la catégorie T.
On rappelle (cf [31]) que le foncteur FZ := Hom(Z, .) est exact, et que pour X et Y
objets de la catégorie T, il existe un unique morphisme, ev(X ,Y) : Hom(X ,Y)⊗X → Y tel
que pour tout Z objet de T, l’application de Hom(Z, Hom(X ,Y)) dans Hom(Z⊗X ,Y),
qui à f associe ev(X ,Y)(f⊗ idX ) soit un isomorphisme. Par conséquent, il existe un unique
isomorphisme0 de groupes θ(X ,Y) : Hom(1, Hom(X ,Y)) → Hom(X ,Y), qui à f associe
ev(X ,Y)(f ⊗ idX ).

Définition de l’application de réduction R

Considérons un élément de Ext1T(X ,Y) rprésenté par l’extension

0 // Y
j // U π // X // 0

où U est un objet de T.
Comme le foncteur Hom(X , .) est exact, on peut construire la suite exacte courte :

0 // Hom(X ,Y) // Hom(X ,U) // Hom(X ,X ) // 0 .
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En considèrant le pullback de cette suite exacte par le morphisme θ−1
(X ,X )(idX ) de 1 dans

Hom(X ,X ), on obtient une extension R(U) de 1 par Hom(X ,Y), que l’on appelle ré-
duction de U .

0 // Hom(X ,Y) // R(U) = θ−1
(X ,X )(idX )

∗
(Hom(X ,U)) // 1 // 0

On montre dans les paragraphes suivants que cette définition ne dépend pas du choix du
représentant U .

Définition de l’application d’induction I

Soit W un élément de Ext1(1, Hom(X ,Y)), représenté par :

0 // Hom(X ,Y)
j // W π // 1 // 0 .

En appliquant le foncteur exact de tensorisation par X (cf [31]), on obtient :

0 // Hom(X ,Y)⊗X j⊗idX // W ⊗X
π⊗idX // X // 0 .

Après avoir effectué le pushout de la suite précédente, par l’application ev(X ,Y) de
Hom(X ,Y)⊗ X à valeurs dans Y , on obtient une extension I(W) de X par Y que l’on
appelle induction de W :

0 // Y // I(W) = ev(X ,Y)∗(W ⊗X ) // X // 0 .

On montre dans les paragraphes suivants que cette définition ne dépend pas du choix du
représentant W .

Théorème 2.1.1. Soient X , Y deux objets de T :
1. L’application I de Ext1(1, Hom(X ,Y)) dans Ext1T(X ,Y) est un isomorphisme.
2. Les applications R et I sont inverses l’une de l’autre.

Avant la preuve du théorème 2.1.1, qui fait l’objet du sous-paragraphe 2.1.1, on donne
quelques précisions sur R et I.

Remarque :

L’application θ(X ,.) est une équivalence entre les foncteurs Hom(1, Hom(X , .)) et
Hom(X , .), on obtient ainsi le diagramme commutatif suivant :
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Hom(1, Hom(X , .))

DF1

θ(X ,.) // Hom(X , .)

DFX

Ext1(1, Hom(X , .) ΘX // Ext1(X , .).
En spécialisant ce dernier en l’objet Y , on obtient un diagramme commutatif d’isomor-
phisme de groupes :

Hom(1, Hom(X ,Y))

DF1

θ(X ,Y) // Hom(X ,Y)

DFX

Ext1(1, Hom(X ,Y))
ΘX (Y)

// Ext1(X ,Y).

On montre ici que l’isomorphisme R correspond à celui induit par Θ en spécialisant les
équivalences de foncteurs.

L’application de réduction R

Soit U objet de T représentant un élément de Ext1T(X ,Y).
Lemme 2.1.2. L’extension R(U) ne dépend pas à isomorphisme d’extensions prés du
représentant U choisi.

Démonstration. — Si V est un objet de T, représentant la même extension que U , il
existe, par définition un isomorphisme φ de U dans V tel que le diagramme d’extensions
suivant soit commutatif.

0 // Y
j // U

φ

��

π // X // 0

0 // Y
j1 // V

π1 // X // 0.

En appliquant le foncteur FX au diagramme précédent on obtient :

0 // Hom(X ,Y)
FX (j)

// Hom(X ,U)

FX (φ)

��

FX (π)
// Hom(X ,X ) // 0

0 // Hom(X ,Y)
FX (j1)

// Hom(X ,V)
FX (π1)

// Hom(X ,X ) // 0.

Le foncteur FX étant exact, ψ := FX (φ) est encore un isomorphisme d’extensions. On en
déduit que les extensions obtenues par pullback via l’application θ−1

(X ,X )(idX ) sont encore
isomorphes en tant qu’extensions de 1 par Hom(X ,Y)
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On a ainsi bien défini une application de Ext(X ,Y) à valeur dans Ext(1, Hom(X ,Y)),
appelée réduction et notée R.

L’application d’induction I

Soit W un objet de T représentant un élément de Ext1(1, Hom(X ,Y)).

Lemme 2.1.3. L’extension I(W) ne dépend pas à isomorphisme d’extensions près du
représentant W choisi.

Démonstration. — Pour tout objet W1 de T, représentant la même extension que W ,
il existe par définition un isomorphisme φ deW dansW1 tel que le diagramme d’extension
suivant soit commutatif.

0 // Hom(X ,Y)
j // W

φ

��

π // 1 // 0

0 // Hom(X ,Y)
j1 // W1

π1 // 1 // 0.

En tensorisant par X , on ne modifie pas les isomorphismes d’extensions et ainsi W ⊗X
et W1 ⊗ X sont encore isomorphes en tant qu’extension de X par Hom(X ,Y) ⊗ X . En
effectuant le pushout de ces deux extensions par l’application ev(X ,Y), on aboutit à deux
extensions de X par Y isomorphes.

On a ainsi bien défini une application de Ext1(1, Hom(X ,Y)) dans Ext1(X ,Y) appelée
induction, et notée I.

2.1.2. Démonstration du théorème 2.1.1. — Décrivons plus particulièrement l’ac-
tion de FZ :
Soient X , Y deux objets de T et considérons une résolution injective de X (dans le cadre
des catégories tannakiennes ou de R-modules (voir [12]), cette résolution peut être choisie
de sorte qu’elle soit exacte longue) :

0 // X e // I0
d0 // I1

d1 // ...

En appliquant le foncteur FZ , on obtient la résolution injective suivante :

0 // Hom(Z,X )
ε // Hom(Z, I0)

δ0 // Hom(Z, I1)
δ1 // ... .

Par définition le foncteur dérivé d’ordre 1 de FZ , noté R1FZ , est un foncteur de T dans
A qui à un objet X associe le groupe Kerδ1/Im(δ0).
Dans le cadre de notre exemple, on peut remarquer que

R1FZ(X ) = {φ ∈ Hom(Z, I1), φ ◦ d1 = 0} = {φ ∈ Hom(Z, I0/X )}.
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On va désormais associer à un élément de R1FZ(X ) une extension de Z par X dans la
catégorie T.
Soit φ ∈ Hom(Z, I0/X ). Considérons la suite exacte courte définie par :

0 // X e // I0

p // I0/X // 0 .

En effectuant le pullback de cette suite par φ, on obtient une extension de Z par X que
l’on notera EZ(φ).

0 // X
eZ // EZ(φ)

pZ // Z.

D’après [12] l’application de R1FZ(X ) dans Ext1T(Z,X ) qui à φ associe la classe d’équi-
valence de EZ(φ) est un isomorphisme de groupes abéliens. Il en résulte que l’on peut
identifier les foncteurs R1FZ et Ext1T(Z, .).

Réduction des extensions et isomorphisme canonique
On démontre ici la proposition suivante :

Proposition 2.1.4. Soit U dans Ext1T(1, Hom(X ,Y)) (respectivement V dans Ext1T(X ,Y)).
On a :

1. R ◦ I(U) = U .

2. I ◦R(V) = V.

Soit 1 l’objet unité de T, X et Y deux objets de T.
Considérons l’isomorphisme canonique suivant :

θ(X ,Y) = Hom(X ,Y) // Hom(1, Hom(X ,Y)).

Lemme 2.1.5. Pour tout Y dans T, l’application R : Ext1(X ,Y) → Ext1(1, Hom(X ,Y))

correspond à l’isomorphisme induit par θ(X ,Y) .

Démonstration. — Considérons une résolution injective de Y

0 // Y e // I0
d0 // I1

d1 // ...

En appliquant le foncteur FX la résolution injective suivante :

0 // Hom(X ,Y)
ε // Hom(X , I0)

δ0 // Hom(X , I1)
δ1 // ...
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En appliquant l’isomorphisme canonique θ, on obtient une résolution injective de
Hom(1, Hom(X ,Y)) :

0 // Hom(X ,Y)

θ(X ,Y)

��

ε // Hom(X , I0)

θ(X ,I0)

��

δ0 // Hom(X , I1)

θ(X ,I1)

��

δ1 // ...

0 // Hom(1, Hom(X ,Y))
ε′ // Hom(1, Hom(X , I0))

δ′0 // Hom(1, Hom(X , I1))
δ′1 // ...

Si φ est un élément de R1FX (Y), c’est-à-dire un élément de Hom(X , I0/Y). Il lui
correspond donc via θ un élément ψ dans Hom(1, Hom(X , I0/Y)).

Remarque : Le foncteur FX étant exact, il existe un isomorphisme canonique entre
Hom(X , I0)/Hom(X ,Y) et Hom(X , I0/Y) et on note encore p la projection de
Hom(X , I0) sur Hom(X , I0/Y).
Les morphismes φ et ψ donnent naissance à deux extensions EX (φ) respectivement,
E1(ψ).
On a :

EX (φ) = I0×I0/YX et E1(ψ) = Hom(X , I0)×Hom(X ,I0/Y)1.

Montrons que R(EX (φ)) est isomorphe à E1(ψ) en tant qu’extension de 1 par
Hom(X ,Y).
Le foncteur FX étant exact, il commute avec les produits fibrés et préserve les suites
exactes :

0 // Hom(X ,Y) // Hom(X , EX (ψ)) // Hom(X ,X ) // 0 .

et on a :
Hom(X , EX (ψ))

β
��

α // Hom(X ,X )

FX (φ)

��
Hom(X , I0)

p // Hom(X , I0/Y).

On obtient par pullback et par définition de l’opérateur de réduction :

R(EX (φ))
ν //

µ

��

Hom(X , EX (φ))

α

��
1

θ(X ,X )(idX )
// Hom(X ,X ).

Par définition du produit fibré, E1(ψ) s’inscrit dans le diagramme commutatif suivant :

E1(ψ)

δ
��

γ // 1

θ(X ,I0/Y)(φ)

��
Hom(X , I0)

p // Hom(X , I0/Y).
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On utilise les propriétés universelles du produit fibré pour démontrer que R(EX (φ)) est
isomorphe à E1(ψ) en tant qu’extension de 1 par Hom(X ,Y).
Il s’agit avant tout de remarquer que la composée des applications θ(X ,X )(idX ) de 1 dans
Hom(X ,X ) et FX (φ) de Hom(X ,X ) dans Hom(X , I0/Y) n’est autre que l’application
θ(X ,I0/Y)(φ).
On peut donc construire le diagramme commutatif suivant :

R(EX (φ))

α◦ν
��

µ // 1

θ(X ,I0/Y)(φ)

��
Hom(X , I0)

p // Hom(X , I0/Y).

Par la propriété universelle du produit fibré, il existe une unique application de R(EX (φ))

dans E1(φ), notée r, telle que le diagramme suivant soit commutatif :

R(EX (φ))
µ

++XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
r

''OOOOOOOOOOOO

α◦ν

��?
??

??
??

??
??

??
??

??
??

?

E1(ψ)

δ
��

γ // 1

θ(X ,I0/Y)(φ)

��
Hom(X , I0)

p // Hom(X , I0/Y).

Réciproquement, on construit le diagramme commutatif suivant :

E1(ψ)

δ
��

θ(X ,X )(idX )◦γ
// Hom(X ,X )

FX (φ)

��
Hom(X , I0)

p // Hom(X , I0/Y).

Par la propriété universelle du produit fibré Hom(X , EX (ψ)), il existe une unique appli-
cation ρ de E1(ψ) dans Hom(X , EX (ψ)) faisant commuter le diagramme suivant :

E1(ψ)
ρ

''OOOOOOOOOOO

δ

��?
??

??
??

??
??

??
??

??
??

?
θ(X ,X )◦γ

,,XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

Hom(X , EX (φ))
α //

β

��

Hom(X ,X )

FX (φ)

��
Hom(X , I0)

p // Hom(X , I0/Y).
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On en déduit le diagramme suivant :

E1

ρ //

γ

��

Hom(X , EX (φ))

α

��
1

θ(X ,X )(idX )
// Hom(X ,X ).

Ainsi, par la propriété universelle du produit fibré, il existe une unique application r de
E1 dans R(EX (φ)) telle que le diagramme suivant soit commutatif :

E1

r

$$IIIIIIIIII
ρ

++VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

γ

��6
66

66
66

66
66

66
66

66
6

R(EX (φ))

µ

��

ν // Hom(X , EX (φ))

α

��
1

θ(X ,X )(idX )
// Hom(X ,X ).

On considère maintenat l’application i := r ◦ r. Elle vérifie les égalités suivantes :γ ◦ i =

γ ◦ r ◦ r = µ ◦ r = γ, de même δ ◦ i = δ ◦ r ◦ r = β ◦ ν ◦ r = β ◦ ρ = δ.
Ainsi par l’unicité du produit fibré on en déduit que i = idE1(ψ) et r induit donc un
isomorphisme entre E1(ψ) et R(EX (φ)), et de plus µ ◦ r = γ. Les deux extensions sont
donc isomorphes.

Proposition 2.1.6. I ◦R(U) = U pour tout élément U de Ext1(X ,Y).

Démonstration. — On rappelle (cf [31]) les propriétés suivantes propres aux catégo-
ries tensorielles pourvues de Hom internes, notés Hom (mais nous restons dans le cadre
de la catégorie T) :

Pour tout élément U de Ext1(1⊗X ,Y), représenté par la suite exacte courte suivante :

0 → Y →i U →p 1⊗X → 0.

On a les diagrammes commutatifs suivants :

0 // Hom(X ,Y)
i◦ // Hom(X ,U)

p◦ // Hom(X ,1⊗X ) // 0

0 // Hom(X ,Y)
δ // R(U)

α

OO

β // 1

θ(X ,1⊗X )(id1⊗X )

OO

// 0.
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puis

0 // Hom(X ,Y)⊗X
ev(X ,Y)

��

δ⊗idX // R(U)⊗X
γ

��

β⊗idX // 1⊗X // 0

0 // Y ε // I(R(U))
λ // 1⊗X // 0.

On peut ainsi construire le diagramme commutatif ci-dessous :

Hom(X ,Y)⊗X
ev(X ,Y)

��

δ⊗idX
// R(U)⊗X

ev(X ,U)(α⊗idX )

��
Y i // U

car ev(X ,U)(α⊗ idX ) ◦ (δ ⊗ idX ) = ev(X ,U)(i ◦ ⊗idX ) = i ◦ ev(X ,Y).
Par la propriété universelle de la somme amalgamée, il existe un unique morphisme r de
I(R(U)) dans U tel que le diagramme suivant soit commutatif :

Hom(X ,Y)⊗X
ev(X ,Y)

��

δ⊗idX
// R(U)⊗X

γ

�� ev(X ,U)(α⊗idX )

��8
88

88
88

88
88

88
88

88
8

Y
i

++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW
ε // I(R(U))

r

%%KKKKKKKKKK

U .

De plus, les morphismes λ et p ◦ r vérifient les égalités suivantes :

1. λ ◦ γ = β ⊗ idX .
2. p ◦ r ◦ γ = p ◦ ev(X ,U)(α⊗ idX ) = ev(X ,1⊗X )((p ◦ α)⊗ idX )).
3. p ◦ r ◦ γ = ev(X ,1⊗X )(θ(X ,1⊗X )(id1⊗X )⊗ idX ) ◦ (β ⊗ idX ) = β ⊗ idX .

Le diagramme suivant est donc commutatif :

Hom(X ,Y)⊗X
ev(X ,Y)

��

δ⊗idX
// R(U)⊗X

γ

��
β⊗idX

��<
<<

<<
<<

<<
<<

<<
<<

<<
<<

Y
0

++XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
ε // I(R(U))

p◦r

""
λ

))
1⊗X .

On en déduit par la propriété universelle de la somme amalgamée que p ◦ r = λ .
On en conclut que r est un isomorphisme d’extensions de 1⊗X par Y de I(R(U)) dans
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U . En effet, il fait commuter le diagramme d’extensions suivant :

0 // Y ε // I(R(U))
λ //

r

��

1⊗X // 0

0 // Y i // U
p // 1⊗X // 0.

Corollaire 2.1.7. Soit V ∈ Ext1T(1, Hom(X ,Y)). On a : R ◦ I(V) = V.

Démonstration. — Le morphisme R est surjectif d’après 2.1.5. On en déduit qu’il
existe U tel que V = R(U).
On a déja prouvé que I ◦R(U) = U .
Donc R ◦ I(V) = R(U) = V .

2.2. GROUPE DE GALOIS D’UNE EXTENSION D’OBJETS SEMI-
SIMPLES

Soit T une catégorie tannakienne neutre sur un corps C de caractéristique nulle algé-
briquement clos. On note ω un foncteur fibre de T vers la catégorie des espaces vectoriels
de dimension finie sur C. On note G = G(ω) le groupe proalgébrique qui représente le
foncteur Aut⊗(ω) et RepG la catégorie des représentations de dimension finie de G sur C.

Définition 2.2.1. Pour tout X objet de T, on note le sous-schéma en groupe de G
vérifiant : pour tout σ ∈ Stab(X ), et tout x ∈ ω(X ), σ(x) = x.

Proposition 2.2.2. 1. Stab(X ) est un sous-schéma en groupes distingué de G.
2. G/Stab(X ) est naturellement muni d’une structure de groupe algébrique sur C. On

note ce groupe et par abus de langage on l’appellera groupe de Galois de X .

Définition 2.2.3. On dira que l’objet X de T est complètement réductible si il est somme
direct d’objets irréductibles.

Puisque C est un corps de caractéristique nulle, algébriquement clos, on a :

Théorème 2.2.4 ([31]). X est complètement réductible si et seulement si GX est un
groupe réductif.
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L’objet de ce paragraphe est de donner une version tannakienne du théorème de
Berman-Singer (voir également [2] pour un énoncé analogue sur les groupes de Mumford-
Tate). Ainsi, je prouve le théorème suivant :

Théorème 2.2.5. Soient X , Y deux objets semi-simples de T, et U un objet de T ex-
tension de X par Y. Le groupe de Galois de U est égal au produit semi-direct du groupe
réductif GX⊕Y par le groupe vectoriel ω(V), où V est l’unique objet de T possédant la
propriété suivante : V est le plus petit sous-objet de Hom(X ,Y)) tel que le quotient de
l’extension R(U) par V est une extension scindée.

La démonstration de ce théorème fait l’objet des paragraphes suivants.

2.2.1. Calcul du groupe de Galois d’une extension de 1 par un objet semi-
simple Y. — On rappelle les propriétés inhérentes au caractére réductif d’un groupe
algébrique sur un corps de caractéristique nulle algébriquement clos :

Proposition 2.2.6. ([11] ) Soit G un groupe algébrique réductif sur C, corps de carac-
téristique nulle .

1. Pour tout G-module de dimension finie V , on a H1(G, V ) = 0.
2. Pour tout G-module de dimension finie V et W . sous-G-module de V , il existe un

sous-G-module W1 de V tel que V = W ⊕W1.
On fixe Y objet de T complètement réductible, dont on connaît le groupe de Galois

GY . On se donne U objet de T représentant une extension de 1 par Y :

0 // Y i // U
p // 1 // 0 .

On cherche dans ce paragraphe à déterminer le groupe de Galois de U .
Le foncteur ω étant une équivalence de catégorie on en déduit que ω(U) se réalise comme
extension de la représentation unité C par ω(Y) dans la catégorie des G-modules de
dimension finie. On notera s une section C-linéaire de la suite exacte suivante :

0 // ω(Y)
ω(i)

// ω(U)
ω(p)

// C
s

ll // 0

et soit ζω(U) le cocycle de H1(G, ω(Y)) correspondant.

Lemme 2.2.7. Stab(U) est un sous-schéma en groupes distingué dans Stab(Y) et GY est
isomorphe à GU/(Stab(Y)/Stab(U)).

Démonstration. — Pour tout x ∈ ω(Y) et tout σ ∈ Stab(U), on a σω(i)(x) = ω(i)(x),
soit ω(i)(σ(x)) = ω(i)(x). Or l’application ω(i) est injective donc σ(x) = x et ainsi σ est
un élément de Stab(Y). De plus si σ1 ∈ Stab(Y) et σ2 ∈ Stab(U), on a pour tout u ∈ ω(U),
σ1
−1(u) dans ω(U) et donc σ2(σ1

−1(u)) = σ1
−1(u). Ainsi σ1(σ2(σ1

−1(u))) = u pour tout
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u dans ω(U). On en conlut que σ1σ2σ1
−1 est un élément de Stab(U) et ainsi que Stab(U)

est distingué dans Stab(Y).

Soit p la surjection canonique de GU dans GY . On note R le noyau de ce morphisme.
R = Stab(Y)/Stab(U) est alors un sous groupe distingué de GU .

Soit φ l’application de G dans ω(Y) définie par φ(σ) = σs(σ−11)− s(1) = σs(1)− s(1),
c’est-à-dire la spécialisation du cocycle ζω(U) définissant l’extension ω(U) en 1 :
ζω(U)(σ)(1) = φ(σ)(1).

Lemme 2.2.8. L’application φ induit un morphisme de groupes injectif de Stab(Y)/Stab(U)

dans ω(Y).

Démonstration. — Pour tout σ1, σ2 ∈ GU , on a :

φ(σ1σ2) = σ1φ(σ2)) + φ(σ1) (1)

Si σ1 et σ2 sont des éléments de Stab(Y)/Stab(U), on a φ(σ1σ2) = φ(σ1) + φ(σ2).
De plus, si on considére une base (ej)j=1..n de ω(Y), alors ((ω(i)(ej))j=1..n, s(1)) est une
base (B) de l’espace vectoriel ω(U) sur C. Si σ ∈ Stab(Y)/Stab(U) vérifie φ(σ) = 0, il est
clair que σ induit l’identité sur (B) et ainsi sur ω(U). Par définition de GU , σ est l’élément
neutre. On a donc démontré que φ est un morphisme injectif de Stab(Y)/Stab(U) dans
ω(Y).

On en déduit que R = Stab(Y)/Stab(U) est isomorphe à un sous-groupe vectoriel
de ω(Y). On en déduit que R est abélien. Ainsi GY = GU/R agit par congugaison sur
Stab(Y)/Stab(U). De plusGU/R = GY est réductif, donc R est le radical unipotent deGU .

Lemme 2.2.9. Pour tout σ1 ∈ GY et σ2 ∈ Stab(Y)/Stab(U), on a

φ(σ1σ2σ1
−1) = σ1(φ(σ2)).

Démonstration. — Notre démonstration se base essentiellement sur la formule (1).
On déduit avant tout de celle ci que :

σ1φ(σ1
−1) = φ(id)− φ(σ1) = −φ(σ1) (2)

En appliquant successivement (1), on obtient :

φ(σ1σ2σ1
−1) = σ1(φ(σ2σ1

−1) + φ(σ1) = σ1(σ2(φ(σ1
−1)) + φ(σ2)) + φ(σ1).

De (8), on deduit que : σ1(σ2(φ(σ1
−1))) = −σ1σ2σ1

−1(φ(σ1)). Or σ1σ2σ1
−1 est un élément

de Stab(Y)/Stab(U) et φ(σ1) est dans ω(Y). On en déduit que σ1(σ2(φ(σ1
−1))) = φ(σ1).

Ainsi φ(σ1σ2σ1
−1) = σ1(φ(σ2)).
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On déduit du lemme précédent que Stab(Y)/Stab(U) s’identifie à un sousGY-module V de
ω(Y). On note V l’ensemble des sous-GY-modules V de ω(Y), tels que l’extension obtenue
par pushout, via le morphisme de projection pV de ω(Y) sur ω(Y)/V , de l’extension ω(U)

soit triviale.

Lemme 2.2.10. L’ensemble V admet un élément minimal.

Démonstration. — Le groupe GY étant réductif, d’après la proposition 2.2.6 tout sous
GY-module de ω(Y) admet un supplémentaire dans la catégorie des GY-modules. Mon-
trons que, si V1 et V2 sont des éléments de V, il en est de même de leur intersection W :
en effet, il existe deux sous-GY modules V ′

1 et W ′
1 de ω(Y) tels que :

1. V1 = W ⊕W ′
1, V2 ⊂ W ⊕ V ′

1 .
2. ω(Y) = V1 ⊕ V ′

1 = V ′
1 ⊕W ⊕W ′

1.

On a :

Ext1(1, ω(Y)) ' Ext1(1, V1)×Ext1(1, V ′
1) et Ext1(1, V1)) ' Ext1(1,W )×Ext1(1,W ′

1).

Comme V1 et V2 sont dans V, ω(U) se projette de façon triviale sur Ext1(1, V ′
1) et sa

restriction à V1 se projette, elle aussi, de façon triviale sur Ext1(1,W ′
1). On en déduit que

ω(U) se projette de façon triviale sur Ext1(1, V ′
1 ⊕W ′

1)) et ainsi que W est dans V.
Ce fait assure l’existence d’un élément minimal au sens de l’inclusion dans V.

Proposition 2.2.11. L’ élément minimal est l’image par φ de Stab(Y)/Stab(U).

Démonstration. — On rappelle que d’après le théorème 1.1.3 Ext1RepGU
(A,B) est iso-

morphe au groupe de cohomologie H1(GU , Hom(A,B)). Dans le cas qui nous intéresse,
A = C et B = ω(Y). Un cocyle représentant l’extension ω(U) est donné par l’application
de GU dans Hom(C, ω(Y)) qui associe à σ élément de GU le morphisme λ→ λφ(σ). On
note ce cocyle ζω(U). Un cocycle représentant le pushout de l’extension ω(U) par l’appli-
cation pV est donné par pV ◦ ζω(U).
Soit V unGY-module de ω(Y) tel que le pushout de ω(U) par pV soit trivial. Alors, il existe
un morphisme f de C dans ω(Y)/V tel que pour tout σ dans GU , pV ◦ ζω(U)(σ) = σf − f .
Si σ est un élément de Stab(Y)/stab(U), on en déduit que σf−f = 0 et ainsi que l’image
de Stab(Y)/Stab(U) par φ est incluse dans V .
Réciproquement, soit W = φ(Stab(Y)/Stab(U)). Montrons que W est un élément de V.
En effet GY est un groupe réductif, doncH1(GY , ω(Y)) est un groupe trivial. On en déduit
que le cocycle représentant l’extension ω(U) est entièrement déterminé par sa restriction
à Stab(Y)/Stab(U). Ainsi, pW ◦ ζω(U)|Stab(Y) = pW ◦ φ|Stab(Y) = 0, et le pushout de ω(U)

par pW est trivial. Ceci achève la démonstration.
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2.2.2. Calcul du groupe de Galois d’une extension de X par Y. — On considère
une extension U de X par Y dans T. En lui appliquant le foncteur fibre ω, on peut réaliser
ω(U) comme extension de ω(X ) par ω(Y) dans RepG. On va alors utiliser l’application
R définie dans le paragraphe 2.1 afin de se ramener à l’étude du groupe de Galois d’une
extension de C par Hom(ω(X ), ω(Y)) :

0 // Hom(ω(X ), ω(Y)) // R(ω(U)) // C // 0 .

On a démontré que R est un isomorphisme de groupes entre Ext1RepG(ω(X ), ω(Y)) et
Ext1RepG(C,Hom(ω(X ), ω(Y))).

Lemme 2.2.12. Le radical unipotent du groupe de Galois de U est isomorphe à celui de
R(U).

Démonstration. — Si M est un objet de T, élément de Ext1T(X ,Y), d’après
2.2.8 le radical unipotent du groupe de Galois de M est donné par l’image de
Stab(Hom(X ,Y)) dans Hom(X ,Y) sous un cocycle représentant la classe de ω(M) dans
H1(G, Hom(ω(X ), ω(Y)).
Un cocycle représentant U dans H1(G, Hom(ω(X ), ω(Y)) est donné par l’application

ζU : σ ∈ G → ζU(σ) := σsσ−1 − s ∈ Hom(ω(X ), ω(Y)),

où s est une section C-linéaire de la suite exacte de G-modules :

0 // ω(Y) // ω(U) // ω(X )
s

ll // 0 .

Un cocyle représentant R(U) dans H1(G, Hom(C,Hom(ω(X ), ω(Y)))) est donné par :

ζR(U) : σ ∈ G → ζR(U)(σ) := λ→ λ(σsσ−1 − s) ∈ Hom(C,Hom(ω(X ), ω(Y))).

On conclut la démonstration en rappelant l’isomorphisme canonique deHom(ω(X ), ω(Y))

dans Hom(C,Hom(ω(X ), ω(Y))).

On remarque que le groupe de Galois de Hom(X ,Y) est un quotient du groupe de
Galois de X ⊕ Y . C’est donc un groupe réductif. En effet la structure de G-module de
Hom(ω(X ), ω(Y)) est donnée par la formule suivante : g.θ = gθg−1 pour tout g ∈ G et
θ ∈ Hom(ω(X ), ω(Y)). L’inclusion de Stab(X ) ∩ Stab(Y) dans Stab(Hom(ω(X ), ω(Y)))

est évidente. Montrons que Stab(X ) ∩ Stab(Y) = Stab(X ⊕ Y) est distingué dans
Stab(Hom(ω(X ), ω(Y))).
En effet soient g1 ∈ Stab(X ) ∩ Stab(Y), g2 ∈ Stab(Hom(ω(X ), ω(Y))) et θ ∈
Hom(ω(X ), ω(Y)). On a : g2g1g

−1
2 θ(g2g1g

−1
2 (x)) = g2g1g

−1
2 θ(g2g

−1
2 (x)) car g1 est dans

StabX et g−1
2 (x) est un élément de ω(X ), donc g2g1g

−1
2 θ(g2g1g

−1
2 (x)) = g2g1g

−1
2 θ(x). De

même g−1
2 θ(x) est dans ω(Y) donc g2g1g

−1
2 θ(g2g1g

−1
2 (x)) = g2g

−1
2 θ(x) = θ(x) pour tout
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x ∈ ω(X ). Ainsi g2g1g
−1
2 ∈ Stab(X ) ∩ Stab(Y), ce qui conclut la démonstration.

On a donc :

Proposition 2.2.13. Le groupe de Galois de U est égal au produit semi-direct de GX⊕Y
par l’unique sous-GX⊕Y-module V de Hom(ω(X ), ω(Y)) possédant la propriété suivante :
V est le plus petit sous-G(X ,Y)-module de Hom(ω(X ), ω(Y)) tel que R(ω(U))/V soit une
extension scindée de 1 par Hom(ω(X ), ω(Y))/V .

Le foncteur fibre ω induisant une équivalence de catégories entre T et les représenta-
tions de G, il en découle le théorème 2.2.5.

Remarque Soient X ,Y ,X ′,Y ′ des objets de T, U ∈ Ext1(X ,Y)(respectivement
U ′ ∈ Ext1(X ′,Y ′)). On peut considérer U⊕U ′ comme un élément de Ext1T(X⊕X ′,Y⊕Y ′)
et ainsi calculer son groupe de Galois. Cette remarque apparemment anodine, prend plus
de relief si l’on se place dans la catégorie des DK-modules. En effet, dans ce cadre le
groupe de Galois de U ⊕ U ′ correspond au groupe de Galois différentiel du compositum
de l’extension de Picard-Vessiot de U et de U ′ sur K (KU .KU ′ = KU⊕U ′).

Pour conclure ce paragraphe, on énonce un corollaire du théorème 2.2.5, dont on verra
une application directe au chapitre 11.

Théorème 2.2.14. Soient X et Y deux objets semi-simples de T,
∆ := End(Hom(X ,Y)) et E1, .., En ∈ Ext1(X ,Y) des extensions, telles que
R(E1), ..,R(En) soient ∆-linéairement indépendantes. Alors le radical unipotent de
GE1⊕..⊕En est isomorphe à Hom(ω(X ), ω(Y))n.

Démonstration. — SoitH = Hom(X ,Y) et H le ∆-module ω(H).Hn ' Hom(X ,Y)n

se plonge diagonalement dans Hom(X n,Yn) = M(n,n)(H). L’image par R de E1⊕ ..⊕En
est un élément des Ext1T(1,Hn).
Supposons que l’image W du radical unipotent du groupe de Galois de E1 ⊕ .. ⊕ En par
le cocycle ζR(E1)⊕..⊕R(En) = (ζR(E1), .., ζR(En)) ne soit pas Hn tout entier.
Comme Hn est un ∆-module semi-simple, il existe des éléments α1, α2, .., αn de ∆ non
tous nuls tels que :

α1ζR(E1) + ...+ αnζR(En) = ζα1R(E1)+..+αnR(En)

s’annule sur Ru(GR(E1)⊕..⊕R(En)) = R. On note G := GR(E1)⊕..⊕R(En). G/R est un groupe
réductif. La suite d’inflation restriction appliquée aux groupes G et R induit une injection
de H1(G,Hn) dans H1(R,Hn). Ainsi si α1ζR(E1) + ... + αnζR(En) = ζα1R(E1)+..+αnR(En) est
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nul dans H1(R,Hn), il est aussi nul dans H1(G,Hn).

( Ici αR(E) signifie α∗R(E) ; c’est ainsi que l’on définit la structure de ∆-module de
Ext1T(1,H).)
Ainsi l’extension α1R(E1) + .. + αnR(En) ∈ Ext1(1,H) est triviale, or R(E1), ..,R(En)
sont linéairement indépendantes sur ∆, d’où la contradiction attendue.



CHAPITRE 3

APPLICATIONS EN THÉORIE DE GALOIS
DIFFÉRENTIELLE

Soit un corps différentiel de corps des constantes C de caractéristique nulle, algébri-
quement clos. On note l’anneau différentiel K[∂]. La catégorie tannakienne considérée ici
est celle des DK-modules à gauche de longueur finie .
On fixe une clôture différentielle du corps K. Un foncteur fibre de cette catégorie est alors
donné par ω(M) := HomDK

(K̃,M⊗ K̃), l’ensemble des vecteurs horizontaux de M⊗ K̃
dans K̃, que l’on notera M .
Le groupe des C-points du groupe proalgébrique G défini au paragraphe 2.2 s’identifie au
groupe de Galois différentiel Gal(K̃|K). Pour tout élément M de DK , on note ou KM ,
l’extension de Picard-Vessiot relative à M dans K̃ .
Dans ce chapitre, on suppose que K est le corps des fractions d’un anneau différentiel R.
Le cas qui nous intéresse ici est le suivant : K = C(z) et R = C[z, 1

z−a1
, .., 1

z−as
]. On pose

DR = R[∂].

3.1. DESCRIPTION ENSEMBLISTE DE Ext1DR
(X ,Y)

3.1.1. Nullité de Exti(X ,Y) pour i > 1. — On appelle module différentiel sur R ,
un DR-module libre de type fini en tant que R-module.
On rappelle le lemme du vecteur cyclique dû à Katz :

Lemme 3.1.1. ( voir [25])
Soit (R, d) un anneau différentiel local de caractéristique nulle ou un corps, V un DR-

module libre de type fini en tant que R-module, et n son rang sur R. Si R contient un
élément t tel que d(t) = 1, alors V admet un vecteur cyclique. L’annulateur dans DR d’un
tel vecteur cyclique sera appelé une équation de V.
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On se place désormais dans le cadre du lemme précédent. On note DR l’anneau R[∂]

des polynomes différentiels en une variable à coefficient dans R.

On donne dans la proposition suivante, une propriété essentielle des groupes d’exten-
sions de DK-modules. Cette propriété nous permettra dans la partie II de définir dans
cette même catégorie des structures d’extensions panachées.

Proposition 3.1.2. Pour tout entier i > 1, tout DR-module M et tout DR module N
libres de rang fini, les groupes de cohomologie ExtiDR

(M,N ) sont nuls.

Démonstration. — On considère M un DR-module libre de rang fini, le lemme du
vecteur cyclique assure l’existence d’un opérateur différentiel L à coefficients dans R
et d’un morphisme π de DR dansM, tels que la suite de DR-modules suivante soit exacte :

0 // DR
×L // DR

π // M // 0 (3)

L’application ”× L” correspond à la multiplication à droite par L.
On en déduit, pour tout DR-module N , la suite exacte longue de cohomologie suivante :

0 // Hom(M,N ) // Hom(DR,N )
×L // Hom(DR,N ) // Ext1(M,N ) //

Ext1(DR,N ) // ... // Exti(DR,N ) // Exti+1(M,N ) // Exti+1(DR,N ) // ...

Le module DR étant libre, ExtiDR(DR,N ) est nul pour tout i > 0 .
Donc ExtiDR(M,N ) = 0 pour tout i > 1.

Remarque : La proposition précédente reste vraie même en l’absence de vecteur vecteur
cyclique. En effet, tout DR module M libre de rang n sur R, s’inscrit dans une suite
exacte du type :

0 // DR
n // DR

n // M // 0.

La suite exacte longue de cohomologie associée donne le résultat attendu.

D’après le théorème 2.1.1 et le lemme 3.1.1, l’étude de Ext1DR
(M,N ) se ramène à celle

des extensions simples d’un DR-module cyclique par l’objet unité. On montre maintenant
que toute extension de ce type correspond à un certain produit d’opérateurs différentiels.
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3.1.2. Etude du cas N = DR/DR∂. — On note 1 le DR-module DR/DR∂. On reprend
les notations du paragraphe précédent, en particulier M = DR/DRL. On note K le corps
des fractions de R.

Proposition 3.1.3. Toute extension de M = DR/DRL par 1 est K-isomorphe à un
DK-module de la forme DK/DKNL où N est un opérateur équivalent à ∂ dans DK.

Démonstration. — De (3), on déduit l’exactitude de la suite :

Hom(DR,DR/DR∂)
×L // Hom(DR,DR/DR∂)

E // Ext1DR
(M,DR/DR∂) // 0 (4)

On peut remarquer que :

1. L’application E correspond au pushout de la suite exacte suivante par un élément
g de Hom(DR,DR/DR∂)

0 // DR

g

��

×L // DR

��

π // M // 0

0 // DR/DR∂ // E(g) // M // 0.

2. Hom(DR,DR/DR∂) est isomorphe à R : en effet un élément φ deHom(DR,DR/DR∂)

est entièrement déterminé par la classe φ(1) modulo ∂ de φ(1) (soit Q ∈ DR, alors
φ(Q) = Qφ(1) = Q.φ(1)).

Lemme 3.1.4. L’application E induit un isomorphisme de groupe entre R/L(R) et
Ext1DR

(M,1).

Démonstration. — L’application "×L" de Hom(DR,DR/DR∂) dans lui-même associe
à un morphisme φ la multiplication à droite par Lφ où pour tout Q ∈ DR, ”×L”φ(Q) =

QLφ(1).
Or la classe modulo ∂ de Lφ(1) est égale à L(φ(1)).
Par conséquent, le diagramme suivant est commutatif :

Hom(DR,DR/DR∂)

'
��

”×L” // Hom(DR,DR/DR∂)

'
��

R
L(.)

// R

f � // L(f)

Ainsi Ext1(M,DR/DR∂) est isomorphe à R/L(R).
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Montrons enfin que E(g) est isomorphe sur K à l’extension de M par DK/DK∂ que
définit DK/DK(∂ − g′

g
)L .

Pour tout élément B de DK on note pB la projection canonique de DK sur DK/DKB.

On note φ l’application DK ×DK/DK∂ // DK/DK(∂ − g′

g
)L

(a, b) � / p
(∂− g′

g
)L

(a+ b ∗ 1
g
L)

1. L’application φ est bien définie car ∂ 1
g
L = 1

g
(∂ − g′

g
)L.

2. L’application φ est surjective.

3. Le noyau de φ est l’ensemble {(PL,−p∂(P )g), P ∈ DK}.
Par définition du pushout g∗, on en déduit par passage au quotient, que φ induit un
isomorphisme d’extension entre E(g) et DK/DK(∂ − g′

g
)L :

0 // DK/DK∂ // E(g)

φ
��

// M // 0

0 // DK/DK∂
1
g
L
// DK/DK(∂ − g′

g
)L // M // 0.

3.1.3. Caractérisation ensembliste de Ext1(1,N ). —

Définition 3.1.5. Soit N un module différentiel libre de rang fini. Le DR-module N ∗ =

HomDR
(N ,1) est le dual de N .

On déduit de l’isomorphisme R défini au paragraphe 2.1 que les groupes Ext1(N ,1)

et Ext1(1, HomDR
(N ,1))) = Ext1(1,N ∗) sont isomorphes.

On rappelle les propriétés suivantes des modules duaux de modules différentiels (voir
[39])

Proposition 3.1.6. Soit M un module différentiel sur R, dont une équation est donnée
par l’opérateur différentiel unitaire L = ∂n +

∑n−1
i=0 ai∂

i ∈ DR.

1. Il existe un isomorphisme canonique entre (M∗)∗ et M.
2. Le dual de M admet pour équation l’élément de DR noté L∗, dont l’expression est

donnée par L∗ = (−∂)n +
∑n−1

i=0 (−∂)iai.
3. Soient L1 et L2 deux éléments unitaires de DR. On a (L∗1)

∗ = L1 et (L1L2)
∗ = L∗2L

∗
1.
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Théorème 3.1.7. Pour tout module différentiel cyclique sur R N et L ∈ DR équation
de N , il existe un isomorphisme φ de groupe entre R/L∗(R) et Ext1DR

(1,N ). Pour tout
représentant g d’un élément de R/L∗(R), l’extension φ(g) de 1 par N correspondante est
K-isomorphe à l’extension suivante :

0 // N // DK/DKL(∂ + g′

g
) // 1 // 0 .

E(g) est représenté par la matrice à coefficients dans R suivante :(
CL 0

0 −g

)
,

où CL désigne la matrice compagnion associée à L.

Démonstration. — On va appliquer le théorème du paragraphe précédent en prenant
M = N ∗. Ainsi le groupe Ext1(N ∗,1) est isomorphe au groupe R/L∗(R) via l’application
qui à un représentant g d’un élément deR/L∗(R) associe l’extension de 1 parN ∗ suivante :

0 // 1 // DK/DK(∂ + g′

g
)L∗ // N ∗ // 0 .

En utilisant la proposition précédente on en déduit que (DK/DK(∂ − g′

g
)L∗)∗ =

DK/DKL(∂ + g′

g
). En composant l’isomorphisme E avec ψ, on en déduit un isomor-

phisme de groupe entre R/L∗(R) et Ext1(1,N ), qui à un représentant g d’un élément
R/L∗(R) associe l’extension de 1 par N suivante :

0 // N // DR/DRL(∂ + g′

g
) // 1 // 0 .

(On a utilisé aussi le fait que (N ∗)∗ est isomorphe à N )

3.2. CALCUL DE LA DIMENSION DE Ext1DR
(R,DR/DRL)

On rappelle dans ce paragraphe un résultat classique sur la dimension des groupes
d’extensions d’une équation différentielle à lieu de singularité fixé.
Soit K = C(z) . On considère un opérateur différentiel L = (d/dz)n + an−1(d/dz)

n−1 +

..+ a0 d’ordre n à coefficients dans K, dont l’ensemble des singularités est l’ensemble fini
S := {x0, .., xs} de P1(C).
On pose R := C[z, 1

z−x0
, .., 1

z−xs
] et pour tout x dans S :

ix(L) := sup{0, supj=0,..,n−1(j − n− vx(aj)) } si x 6= ∞
(i∞(L) := sup{0, supj=0,..,n−1(n− j − vx(aj)) } ). On a l’énoncé suivant (voir [16], [26])

Théorème 3.2.1. Soit L un élément unitaire de DR tel que l’équation Ly = 0 n’a pas de
solutions dans R. Alors la dimension du C espace vectoriel Ext1DR

(1,DR/DRL) est égale
à

(s− 2)n+
∑
x∈ S

ix(L).
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Remarque
Si MR est un module différentiel sur R, posons M := MR ⊗ K, alors le groupe
Ext1DR

(1,MR) s’identifie à un sous-groupe de Ext1DK
(1,M) (voir [6]).

On verra au chapitre 10 des contrexemples à la finitude des dimensions des groupes
d’extensions dans le cadre des équations aux q-différences.

3.3. CALCUL DU GROUPE DE GALOIS D’UNE EXTENSION DE X
PAR Y

On reprend les notations du début du chapitre 3.

On va appliquer le théorème 2.2.5 et retrouver ainsi le théorème de P.H Berman et M.
Singer dans [4](voir aussi [6]).
Pour la catégorie considérée ici, le groupe de Galois tannakien GM d’un DK-module M
dont l’espace ω(M) des solutions dans K̃ est noté M , s’identifie au groupe de Galois
différentiel Gal(KM|K) = GM.
Soit U une extension de X par Y dans la catégorie des DK-modules de longueur fini.
Cette extension donne lieu à la filtration de corps de Picard-Vessiot suivante :

KU

KX .KY

ssssssssss

KKKKKKKKKK

KX

KKKKKKKKKK KY

tttttttttt

KX ∩KY

��
K

Donc Gal(KX.KY|K) est isomorphe à une extension de Gal(KX∩KY|K) par Gal(KX|(KX∩
KY)×Gal(KY|KX ∩KY).
Le théorème tannakien 2.2.5 entraîne alors :

Théorème 3.3.1 (cf [4]). Soient X , Y des DK-modules semi-simples et U une extension
de X par Y. Alors le groupe de Galois différentiel de U est égal au produit semi-direct du
groupe réductif Gal(KX.KY|K) par le sous-espace vectoriel des solutions de V, où V est le
plus petit sous-DK-module de Hom(X ,Y) tel que le quotient par V de l’extension R(U)

soit une extension scindée.



PARTIE II

EXTENSIONS PANACHÉES





CHAPITRE 4

DÉFINITION ET STRUCTURE DE TORSEUR

4.1. EXTENSIONS PANACHEES DE M2 PAR M1

Soit C une catégorie abélienne, et X ,A,Y trois objets de C. On s’intéresse à la
classification des objets M de C munis d’une filtration à trois crans (voir [20]) :

0 ⊂ Y ⊂M1 ⊂M (5)

et d’ isomorphismes donnés : M/M1 ' X ,M1/Y ' A. En posant M2 = M/Y , on
remarque que M donne lieu à deux extensions simples :

0 → Y →M1 → A→ 0

et
0 → A→M2 → X → 0.

M s’inscrit donc dans un diagramme commutatif de suites exactes :

0

��

0

��
0 // Y i // M1

π //

j

��

A //

j

��

0 (1)

0 // Y
i // M

ρ

��

π // M2

ρ

��

// 0 (2)

X

��

X

��
0 0

(3) (4)
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Suivant [20] , nous appelerons extension panachée de l’extension M2 par l’extension
M1 un objet M de C muni d’une filtration à trois crans (5) et d’isomorphismes donnés
M2 'M/Y et M/M1 ' X compatibles avec la filtration.

Définition 4.1.1. Si M et M′ sont deux extensions panachées de M2 par M1, on
dira qu’un morphisme φ de M dans M′ est un morphisme d’extensions panachées s’il
commute avec tous les morphismes des diagrammes induits par M et M′.

Lemme 4.1.2. Pour toute extension panachée M de M2 par M1, le groupe d’automor-
phismes de M est canoniquement isomorphe à Hom(X ,Y).

Démonstration. — On considère le morphisme θ de Hom(X ,Y) dans Aut(M) donné
par l’application : u 7→ idM + i ◦ u ◦ ρ. Montrons que θ est un isomorphisme .

1. θ est injective. En effet i étant injective et ρ étant une application surjective, la
nullité de θ(u) équivaut à la nullité de u.

2. θ est surjective. Si v est un élément de Aut(M), on considére u := v − idM. Par
définition de Aut(M), on a u ◦ j = 0 et π ◦ u = 0. Il existe donc un élément u de
Hom(X ,Y) tel que u = i ◦ u ◦ ρ.

Remarque Le lemme 4.1.2 montre que l’ensemble des morphismes entre deux extensions
panachées isomorphes est un torseur sous Hom(X ,Y), ce que l’on pourra confronter à
l’énoncé de la proposition 4.3.1 ci-dessous.

Définition 4.1.3. On note , l’ensemble des classes d’isomorphismes d’extensions pana-
chées de M2 par M1. On dit que X ,A,Y sont les objets initiaux de M. Si on ne fixe pas
les extensions simples M1,M2 on dit que M est une extension panachée sur X ,A,Y et
on note l’ensemble des classes d’isomorphismes d’ extensions panachées de M2 par M1

où (M1,M2) parcourent l’ensemble Ext(A,Y)× Ext(X ,A).

Remarque Par abus de notation, on notera M un représentant d’un élément M de
Extpan(M1,M2).

4.2. CONDITIONS DE PANACHAGE

Une des questions naturelles posées par la définition de la notion d’extension pana-
chée est la suivante : étant donné deux éléments M1 et M2 dans Ext(Y ,A) et dans
Ext(A,X ), existe-til un objet M extension panchée de M2 par M1 ?
Si un tel objet existe, on dit que M1 et M2 sont "panachables".
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Une réponse est donnée par la proposition :

Proposition 4.2.1. Soit (M1,M2) un élément de Ext(A,Y)×Ext(A,X ). L’ensemble
Extpan(M1,M2) est non vide si et seulement si le produit de Yoneda de M1 par M2

définit un élément nul dans Ext2(X ,Y).

Démonstration. — Considérons la suite exacte :0 → A → M2 → X → 0. Cette
extension donne naissance à la suite exacte de Exti(−,Y) suivante :

Ext1(X ,Y) → Ext1(M2,Y) → Ext1(A,Y) → Ext2(X ,Y) (6)

L’application de Ext1(M2,Y) dans Ext1(A,Y) correspond au pullback d’une extension
deM2 par Y via l’injection de A dansM2. L’application de Ext1(A,Y) dans Ext2(X ,Y)

correspond au produit de Yoneda ou concaténation d’un élément de Ext1(A,Y) par la
suite exacte α.

1. Si M1 et M2 sont " panachables" (c’est-à-dire que l’ensemble Extpan(M1,M2) est
non vide), il existe un élément M de Ext1(M2,Y) tel que l’extension M1 soit le
pullback de M par l’injection de A dans M2. Ainsi le produit de Yoneda de M1

par M2 est l’élément nul de Ext2(X ,Y).
2. Réciproquement si le produit de Yoneda de M1 par M2 est trivial, la suite exacte

(6) assure l’existence d’un élément M dans Ext1(M2,Y) dont le pullback par l’ap-
plication A → M2 est précisément M1. Un tel élément définit bien une extension
panachée de M2 par M1.

4.2.1. Application à la catégorie des K[∂]-modules. — On considère un corps
différentiel K de caractéristique nulle et de corps des constantes algébriquement clos.
On se place dans la catégorie des K[∂]-modules de dimension finie sur K. Dans cette
catégorie, les groupes Ext2(−,−) sont toujours triviaux (cf. proposition 3.1.2). Deux
extensions simples M1 et M2 de cette catégorie sont donc toujours panachables.

Exemple On se réfère au paragraphe 5.3 pour les notations.

En supposant donnée une représentation matricielle de M1(resp. M2) par
(
A B1

0 Y

)

(resp.
(
X B2

0 A

)
), toute matrice du type

 X B2 C

0 A B1

0 0 Y

, C ∈M(n,r)(K), fournit une

représentation matricielle d’une extension panachée de M1 par M2.
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4.3. ACTION DE Ext(X ,Y) SUR Extpan(M1,M2)

On considére un élément M de Extpan(M1,M2) et un élément U de Ext1(X ,Y) :

0

��

0

��
0 // Y i // M1

π //

j

��

A //

j

��

0 (1)

0 // Y
i // M

ρ

��

π // M2

ρ

��

// 0 (2)

X

��

X

��
0 0

(3) (4)

et

0 // Y u // U
p // X // 0

On note l’élément de Ext1(M2,Y) obtenu en effectuant la somme de Baer de l’extension
0 → Y →M→M2 → 0 et du pullback de l’extension U par ρ. Il est aisé de vérifier que
M∗ U est munie d’une structure naturelle d’extension panachée de M2 par M1 et que
l’application Extpan(M1,M2)×Ext1(X ,Y) → Extpan(M1,M2) qui à (M,U) associe
M∗ U , définit une action du groupe Ext1(X ,Y) sur Extpan(M2,M1).

Proposition 4.3.1. 1. Le groupe Ext1(X ,Y) agit transitivement sur l’ensemble
Extpan(M1,M2).

2. Le groupe Ext1(X ,Y) agit librement sur l’ensemble Extpan(M1,M2).

En d’autres termes, Extpan(M1,M2) est un torseur sous l’action de Ext1(X ,Y).
Pour démontrer cette proposaition, nous passons par la structure de biextension des
extensions panachées (cf. paragraphe 4.4.4, voir aussi [5])
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4.4. BIEXTENSIONS

Les catégories sont celles du chapitre 2. Ainsi T désigne soit une catégorie tannakienne
soit une catégorie de R-modules.

4.4.1. Définition. — Soient A,B,C trois groupes abéliens. On appellera biextension
de B×C par A la donnée d’un ensemble G sur lequel A agit librement et d’une application
π := G → B × C ainsi que de deux lois de composition : +1 : G ×B G → G et +2 :

G×C G→ G où G×B G (respectivement G×C G) désigne le produit fibré au-dessus de
B (respectivement au-dessus de C). Ces diverses applications doivent de plus vérifier les
conditions suivantes :

1. Pour tout b ∈ B, G2
b := π−1({b} ×C) est un groupe abélien sous la loi +1, π est un

morphisme surjectif de G2
b dans C et via l’action de A sur G2

b , A est isomorphe au
noyau de π.

2. Pour tout c ∈ C, G1
c := π−1(B × {c}) est un groupe abélien sous la loi +2, π est un

morphisme surjectif de G1
c dans B et via l’action de A sur G1

c , A est isomorphe au
noyau de π.

3. On demande de plus les compatibilités suivantes :
Etant donnés x, y, u, v ∈ G tels que :
π(x) = (b1, c1), π(y) = (b1, c2), π(u) = (b2, c1), π(v) = (b2, c2) alors
(x+1 y) +2 (u+1 v) = (x+2 u) +1 (y +2 v).

On notera BiextA(B,C) l’ensemble des biextensions de B × C par A.

4.4.2. Application au cas des extensions panachées. — Le choix de munir
E(X ,A,Y) d’une nouvelle structure a été motivé, lors de nos recherches, par l’idée de
définir une notion d’extension panachée triviale, ce qui n’a cependant abouti, jusqu’à
présent, que dans le cas d’une extension panachée de radical unipotent abélien. (voir
paragraphe 7.1 ci-dessous)

Proposition 4.4.1. L’ application naturelle θ qui à tout élément M de E(X ,A,Y)

attache le couple (M1,M2) de Ext(X ,A)×Ext(A,Y), munit E(X ,A,Y) d’une structure
de biextension de Ext(X ,A) × Ext(A,Y) par Ext(X ,Y) compatible avec l’action de
Ext(X ,Y) sur Extpan(M2,M1) = θ−1({(M1,M2)}).

La démonstration de la proposition 4.4.1 fait l’objet des paragraphes suivants.

Définition de la loi +1 sur θ−1({M1} × Ext(X ,A)) := GM1
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Soit M une extension panachée sur X ,A,Y , dans GM1 :

0

��

0

��
0 // Y i // M1

π //

j

��

A //

j

��

0 (1)

0 // Y
i // M

ρ

��

π // M2

ρ

��

// 0 (2)

X

��

X

��
0 0

(3) (4)

et M un autre élément de GM1 :

0

��

0

��
0 // Y i // M1

π //

j1
��

A //

j
1

��

0 (1)

0 // Y
i1 // M

ρ1

��

π1 // M2

ρ
1

��

// 0 (2′)

X

��

X

��
0 0

(3′) (4′)

On considére la somme de Baer M2 +M2 des extensions M2 et M2, qui définit un
nouvel élément de Ext(X ,A).
Posons :

M+1M := {((m,m) ∈M×M) tels que ρ(m) = ρ1(m)}/{(j(m1),−j1(m1)), m1 ∈M1}
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On réalise ensuite l’extension de M2 +M2 par Y suivante :

0 // Y // M+1 M // M2 +M2
// 0

y � // (i(y), 0)

(m,m)
� // (π(m), π1(m))

.

On construit ainsi, un panachage de M1 par M2 +M2 :

0

��

0

��
0 // Y i // M1

π //

j

��

A //

��

0 (1)

0 // Y // M+1 M
ρ

��

// M2 +M2

��

// 0 (2”)

X

��

X

��
0 0

(3) (4)

On vérifie aisément que :

Lemme 4.4.2. +1 munit GM1 d’une structure de groupe abélien. On peut construire de
façon similaire une loi de composition sur GM2 = θ−1(Ext(A,Y) × {M1}), notée +2.
Ces deux lois vérifient les conditions de compatibilité de la définition 4.4.1.

Lemme 4.4.3. Pour tout élément M1 ∈ Ext(A,Y), GM1 est un groupe abélien pour
+1. La restriction de θ à GM1 est un homomorphisme de groupes surjectif de noyau N ,
isomorphe à Ext(X ,Y).
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Démonstration. — On considére M ∈ N . Soit s une section de M2, qui par défini-
tion de N est isomorphe à X ×A. Considérons le pullback de (2) par s. On définit ainsi
une application κ de N à valeurs dans Ext(X ,Y).
Montrons que cette application est un isomorphisme de groupe :

injectivité de κ
Si s∗(M) = 0, soit t une section de la suite exacte κ(M) et ν l’application naturelle de
s∗(M) vers M. L’application φ := ν ◦ t est une section de (3).
En effet, ρ ◦ φ = ρπφ. Or, par définition du pullback, on a t(x) = (m,x) et νt(x) = m, où
avec π(m) = (x, 0). On en conclut que ρφ(x) = x. La suite exacte (3) est donc scindée,
et M = M1 ×X est élément neutre de la loi +1. Ainsi κ est injective.

Surjectivité de κ
Soit U une extension de X par Y . L’élémentM := M1×X appartient à Extpan(M1,X×
A). On représente ces deux extensions par les suites exactes courtes suivantes :

0 // Y a // U b // X // 0

et

0 // Y // M1 ×X // X ×A // 0

y � // (i(y), 0)

(m1, x)
� // (x, π(m1))

.

On considère l’élément M := (M1 × X ) ∗ U dans N et on va montrer que κ(M) est
isomorphe à U en tant qu’extension de X par Y .
Par définition, on a :

M = {((m1, x, u) ∈M1 ×X × U , b(u) = x}/{((i(y), 0),−a(y)), y ∈ Y }.

Ainsi κ(M) = {((m1, x, u), x
′) ∈ M × X , π(m1) = 0 et x = x′} (on peut donc écrire

m1 = i(y) car π(m1) = 0).

On va construire un isomorphisme d’extensions (de X par Y) de κ(M) dans U que
l’on notera φ :

φ : κ(M) // U

((m1, x, u), x
′)

� // u+ a(y) (m1 = i(y))
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1. φ est bien définie. En effet, si (m1, x, u) = (n1, x1, u1), alors il existe (y, z, z1) ∈ Y3

tel que m1 = i(z) = n1 + i(y) = i(z1) + i(y) (on en déduit, i étant injective que
z = y+z1) et x = x1 et u = u1−a(y). Donc u+a(z) = u1−a(y)+a(y+z1) = u1+a(z1).
L’application φ est donc indépendante du représentant choisi.

2. L’application φ est un morphisme injectif. En effet, si u+a(y) = 0, alors b(u) = x =

0 = x′ et (m1, x, u) = (i(y), 0,−a(y)) = 0.
3. φ est surjective : pour tout u ∈ U , il est clair que ((0, b(u), u), b(u)) est un antécédent

de u par φ.
Il reste à vérifier la compatibilité de l’isomorphisme φ avec les structures d’extension de
X par Y de κ(M) et de U . On écrit ainsi des représentants de ces deux extensions :

0 // Y α // κ(M)
β // X // 0

y � // ((i(y), 0, 0), 0)

((m1, x, u), x
′)

� // x = b(u)

0 // Y a // U b // X // 0

On obtient alors φ ◦ α(y) = a(y) et b ◦ φ(((m1, x, u), x
′)) = b(u) = x = β(((m1, x, u), x

′)).
On a démontré que φ est un isomorphisme d’extensions entre κ(M) et U et ainsi que κ
est surjective.

On conclut que κ est un isomorphisme .

4.4.3. Compatibilité des lois +1 et +2 avec l’action de Ext(X ,Y). —

Lemme 4.4.4. Soient M,M∈ Extpan(M1,M2) et U ∈ Ext(X ,Y). On a :

(M+1 M) ∗ U = (M∗ U) +1 M = (M) +1 (M∗ U),

et
(M+2 M) ∗ U = (M∗ U) +2 M = (M) +2 (M∗ U).

Démonstration. — On représente U sous par la suite exacte :

0 // Y a // U b // X // 0
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M+1 M = {(m,m) ∈ (M,M), ρ(m) = ρ1(m)}/{(j(m1),−j1(m1)), m1 ∈M1}

Ainsi :

(M+1M)∗U = {((m,m), u) ∈ (M+1M)×U , ρ(m) = b(u)}/{((i(y), 0),−a(y)) y ∈ Y}

D’autre part :

M∗ U = {(m,u) ∈M×U , ρ(m) = b(u)}/{(i(y),−a(y)), y ∈ Y}

Donc

(M∗U)+1M = {((m,u),m) ∈ (M∗U)×M, ρ(m) = ρ1(m)}/{((j(m1), 0),−j1(m1))m1 ∈M1}

Il est alors évident que (M+1 M) ∗ U = (M∗U) +1 M. Les formules restantes relèvent
du même type de démonstration.

4.4.4. Démonstration de la proposition 4.3.1. — On a vu précédemment que
Extpan(M1,M2) est muni d’une action de Ext(X ,Y). L’étude de la structure de
biextension des extensions panachées permet de montrer que cette action fait de
Extpan(M2,M1) un torseur sous Ext(X ,Y).

SoientM,M∈ Extpan(M1,M2). On utilise la structure de biextension des extensions
panachées et on construit M−1M. Cette nouvelle extension s’inscrit dans le diagramme
suivant :

0

��

0

��
0 // Y // M1 −M1

//

��

A //

j

��

0 (1)

0 // Y // M−1 M

��

// M2

ρ

��

// 0 (2)

X

��

X

��
0 0

(3) (4)
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Considérons la suite exacte (4). Elle donne lieu à la suite illimitée à droite suivante :

0 // Hom(X ,Y) // Hom(M2,Y) // Hom(A,Y)

// Ext1(X ,Y)
ρ∗

// Ext1(M2,Y)
j∗

// Ext1(A,Y)

e// Ext2(X ,Y) ...

Or, sous l’hypothése de panachage, l’image de M−1M par l’application e est triviale.
Ainsi on obtient Ker(j∗) = Im(ρ∗). La suite exacte (1) est nulle dans Ext1(A,Y) et
correspond à j∗(2). Ainsi, il existe un élément U de Ext1(X ,Y) tel que (2) soit le pullback
par ρ de U . Compte tenu de la définition de l’action de Ext1(X ,Y) sur Extpan(M1,M2),
on en déduit que M = M∗ U .

Soit M une extension panachée et U un élément de Ext1(X ,Y), tels que les extensions
panachées M et M∗ U soient isomorphes.

On considère les diagrammes suivants définissant respectivement M et U :

0

��

0

��
0 // Y i // M1

π //

j

��

A //

j

��

0 (1)

0 // Y
i // M

ρ

��

π // M2
//

ρ

��

0 (2)

X

��

X

��
0 0

(3) (4)

et

0 // Y α // U
β // X // 0.

On a par définition :

M∗ U = {(m,u) ∈M×U , β(u) = ρ(m)}/{(−i(y), α(y)), y ∈ Y}.
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On note φ l’isomorphisme d’extensions panachées de M∗ U dans M.

Montrons que U est une extension triviale. On a π(φ((m,u))) = π(m), donc
(φ((m,u))−m) est un élément de Y . (Convention : par le calcul , on aboutit à i(y), que
l’on écrira y).
Soient u, m ∈ M tels que ρ(m) = β(u). L’ensemble des éléments m′ de M vérifiant
ρ(m′) = β(u) est {m+ j(m1), m1 ∈ M1}.
On a φ((m+j(m1), u)−(m+j(m1)) = φ((m,u))−m+φ(j(m1), 0)−j(m1) = φ((m,u))−m
(car φ(j(m1), 0)− j(m1)).
De plus, si (m,u) = (m′

0, u
′), alors il existe y ∈ Y tel que m = m′− i(y) et u = u′ +α(y).

Ainsi, pour u ∈ U , φ((m,u))−m ne dépend pas du choix de m ∈M tel que ρ(m) = β(u).
On notera m(u) un tel élément.

Nullité de l’extension U .
On considère l’application

κ : U // X × Y

u � // (β(u), φ((m(u), u))−m(u)).

Lemme 4.4.5. L’application κ est un isomorphisme.

Démonstration. — Si β(u) = 0 et φ((m(u), u)) −m(u) = 0 alors il existe y ∈ Y , et
m1 ∈M1 tels que u = α(y) et m = j(m1). Dans ce cas φ((m(u), u))−m(u) = 0 = α(y).
Donc y = 0 et u = 0. L’application θ est injective.
Soient (x, y) ∈ X × Y . On choisit (m,u′) ∈ M × U tels que β(u′) = ρ(m) = x. Alors
il existe y1 ∈ Y tel que φ((m,u′)) − m = α(y1). On obtient un antécédent de (x, y) en
considérant u = u′ + α(y − y1). L’application θ est surjective.
L’application θ est un isomorphisme d’extension.En effet, pour tout y ∈ Y ,m(y) = 0 donc
φ((0, α(y))− 0 = y. Pour tout x et y tels que θ(u) = (x, y), on a β(u) = x. L’application
θ est bien un isomorphisme d’extensions entre U et X × Y .
On a ainsi démontré la proposition 4.3.1.

Trouver l’extension U .
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-en passant par M1 :
On utilise la structure de biextension des extensions panachées et on construit M−1M.
On obtient M = M∗ U , où U ∈ Ext1(X ,Y).

-en passant par M2 :
On utilise la structure de biextension des extensions panachées et on construit M−2M.
Cette nouvelle extension s’inscrit dans le diagramme suivant :

0

��

0

��
0 // Y i // M1

//

π

��

A //

��

0 (1)

0 // Y // M−2 M

��

// M2 −M2

��

// 0 (2)

X

��

X

��
0 0

(3) (4)

Considérons la suite exacte (1). Elle donne lieu à la suite illimitée à droite suivante :

0 // Hom(X ,Y) // Hom(X ,M1) // Hom(X ,A)

// Ext1(X ,Y)
i∗ // Ext1(X ,M1)

π∗ // Ext1(X ,A)

// Ext2(X ,Y) ...

Or Ext2(X ,Y) = 0 et M2−M2 est nulle dans Ext1(X ,A). On en déduit que M−2M
appartient au noyau de π∗, donc à l’image de i∗.
Il existe donc V ∈ Ext1(X ,Y) tel que M −2 M = i∗(V). Ceci revient à dire que
M = M∗ V .

Comparaison des deux méthodes.
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On a ainsi obtenu M = M ∗ U = M ∗ V . Comme Ext1(X ,Y) agit librement sur
Extpan(M1,M2), on en conclut que V et U définissent le même élément de Ext1(X ,Y).



CHAPITRE 5

OPÉRATIONS ÉLÉMENTAIRES SUR LES
EXTENSIONS PANACHÉES

On reprend les notations du chapitre 1. En particulier, 1 désigne l’objet unité de la
catégorie tannakienne T. Les opérations définies ici font partie intégrale du calcul du
radical unipotent du groupe de Galois d’une extension panachée.

5.1. REDUCTION AU CAS X = 1

L’opération de réduction introduite ci-dessous est une extension de l’opération R

définie pour les extensions simples, au cadre des extensions panachées.

Soit M une extension panachée sur X ,Y ,A, dans GM1 .

0

��

0

��
0 // Y i // M1

π //

j

��

A //

j

��

0 (1)

0 // Y
i // M

ρ

��

π // M2

ρ

��

// 0 (2)

X

��

X

��
0 0

(3) (4)

Effectuons l’opération de réduction sur les suites (3) et (4). On obtient les extensions
suivantes :
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0 // Hom(X ,M1)
j1 // R(M) := M

ρ1 // 1 // 0

et

0 // Hom(X ,A)
j
1 // R(M2) := M2

ρ
1 // 1 // 0.

On considére aussi la suite exacte obtenue en tensorisant (1) par X ∗ :

0 // Hom(X ,Y)
i1 // M1 := Hom(X ,M1)

π1 // Hom(X ,A) // 0.

Proposition 5.1.1. M est une extension panachée de M1 par M2

dans E(1, Hom(X ,A), Hom(X ,Y)).

Démonstration. — :

Il s’agit de construire la suite exacte (2) correspondant à l’extension M.
Considérons l’extension suivante :

0 // Hom(X ,Y)
i1 // M

π1 // M2
// 0

φ � // (i ◦ φ, 0)

(ψ, λ) � // (π ◦ ψ, λ)

Vérifions l’exactitude de l’extension construite :

On rappelle que :

M = {(ψ, λ) ∈ Hom(X ,M)×K, ρ ◦ ψ = λidX}

et :

M2 = {(ψ, λ) ∈ Hom(X ,M2)×K, ρ ◦ ψ = λidX}.
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Injectivité de i1

Tout d’abord, ρ ◦ i ◦ φ = 0.idX ; donc i1 définit bien une application de Hom(X ,Y)

dans M. L’injectivité de i assure l’injectivité de i1.

Ker(π1) = Im(i1)

Comme π ◦ i = 0, on a Im(i1) ⊂ Ker(π1). Réciproquement, soit (ψ, λ) ∈ M dans
Ker(π1). Alors, λ = 0 et π ◦ ψ = 0. Comme ker(π) = Im(i), on conclut qu’il existe
φ ∈ Hom(X ,Y) tel que ψ = i ◦ φ.

Surjectivité de π1

Elle découle de la surjectivité de π et du fait que ρ = ρ ◦ π.
On vérifie alors aisément que M, M1,M2 se panachent :

0

��

0

��
0 // Hom(X ,Y)

i1 // M1

π1 //

j1
��

Hom(X ,A) //

j
1

��

0 (1)

0 // Hom(X ,Y)
i1 // M

ρ1

��

π1 // M2

ρ
1

��

// 0 (2)

1

��

1

��
0 0

(3) (4)

5.2. OPERATIONS SUR X ET Y

On considère une extension panachée M sur les objets semi-simples X ,A,Y .
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0

��

0

��
0 // Y i // M1

π //

j

��

A //

j

��

0 (1)

0 // Y
i // M

ρ

��

π // M2

ρ

��

// 0 (2)

X

��

X

��
0 0

(3) (4)

Etant donné X1 et Y1 et des morphismes µ : X1 → X et ν : Y → Y1, on va construire
une application sv de E(X ,A,Y) dans E(X1,A,Y1) dont le comportement vis-à- vis de
la structure de torseur de ces deux espaces sera explicité ultérieurement.

5.2.1. Pousser et tirer . — Effectuons le pushout de la suite exacte (2) par l’applica-
tion ν.
On obtient une extension de M2 par Y1 notée M̃.
De même, on note M̃1 l’extension de A par Y1 obtenue par pushout de la suite exacte
(1) par ν.
Par définition :

1. M̃ = M×Y1/{(ν(y),−i(y)), y ∈ Y}.
2. M̃1 = M1 × Y1/{(ν(y),−i(y)), y ∈ Y}.

On forme ensuite la suite exacte :

0 // M̃1

j̃ // M̃
ρ̃ // X // 0

(m1, y1)
� // (j(m1), y1)

(m, y1)
� // ρ(m)
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Il est aisé de vérifier que cette suite permet de considérer M̃ comme une extension
panachée sur les objets initiaux X ,A,Y1 s’inscrivant dans le diagramme suivant :

0

��

0

��
0 // Y1

ĩ // M̃1
π̃ //

j̃
��

A //

j

��

0 (1)

0 // Y1

ĩ // M̃
ρ̃

��

π̃ // M2

ρ

��

// 0 (2)

X

��

X

��
0 0

(3) (4)

Effectuons maintenant le pullback des suites exactes (3) et (4) par µ ; on obtient ainsi
une extension de X1 par M̃1 notée M et une extension de Y1 par A notée M2. On vérifie
facilement que M est une extension panachée sur les trois objets X1,A,Y1.
On a par définition :

M = {(m,x1, y1) ∈M×X1 × Y1, ρ(m0) = µ(x1)}{(i(y), 0,−ν(y)), y ∈ Y}.

5.2.2. Tirer et pousser . — On vérifie ici que la construction de sv(M) ne dépend
pas de l’ordre des opérations que l’on a effectuées sur X et Y .

En effet, on obtient de même une extension panachée sur X1,A,Y1 en effectuant d’abord
le pullback des suites exactes (3) et (4) par µ et ensuite le pushout par ν. On vérifie que
l’extension panachée obtenue est isomorphe à M. On a donc bien défini une application
sv de E(X ,A,Y) dans E(X1,A,Y1).

5.2.3. Action des torseurs. — Soit U une extension de X par Y . En effectuant le
pushout de cette extension par ν et ensuite le pullback de l’extension obtenue par µ, on
construit une extension de X1 par Y1 notée φ(U).

Lemme 5.2.1. sv(M∗ U) = sv(M) ∗ φ(U)
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Démonstration. — Soit U une extension de X par Y , que l’on peut écrire :

0 // Y a // U b // X // 0 .

Par définition, on a :

sv(M) = {(m,x1, y1) ∈M×X1 × Y1 , ρ(m) = µ(x1)}/{(i(y), 0,−ν(y)), y ∈ Y}

et

φ(U) = {(u, x1, y1) ∈ U × X1 × Y1 , b(u) = µ(x1)}/{(a(y), 0,−ν(y)), y ∈ Y}.

Ainsi :

sv(M)∗φ(U) = {((m,x1, y1), (u, x2, y2)) ∈ sv(M)×φ(U) , x1 = x2}/{((0, 0, h), (0, 0,−h), h ∈ Y1}.

D’autre part, on peut écrire de manière ensembliste :

M∗ U := {(m,u) ∈M×U , ρ(m) = b(u)}/{(i(y),−a(y)), y ∈ Y}.

Ainsi

sv(M∗ U) := {((m,u), x1, y1), ρ(m) = µ(x1)}/{((i(y), 0), 0,−ν(y)), y ∈ Y}

On va construire un isomorphisme θ entre sv(M∗ U) et sv(M) ∗ φ(U) :

θ = sv(M∗ U) // sv(M) ∗ φ(U)

((m,u), x1, y1)
� // ((m,x1, y1), (u, x1, 0)).

1. L’application θ est bien définie.
Si ((m1, u1), x1, y1) = ((m2, u2), x2, y2) il existe y, z ∈ Y tels que

(a) m1 = m2 + i(y) + i(z).
(b) x1 = x2.
(c) u1 = u2 − a(z).
(d) y1 = y2 − ν(y).

et (m1, x1, y1) = (m2, x2, y2) + (i(y + z), 0,−ν(y + z)) + (0, 0, ν(z)) et (u1, x1, 0) =

(u2, x2, 0)+(−a(z), 0, ν(z))+(0, 0,−ν(z)). On en déduit que ((m1, x1, y1), (u1, x1, 0)) =

((m2, x2, y2), (u2, x2, 0)) dans sv(M) ∗ φ(U). L’application θ est donc bien définie.
2. θ est injective.

Si ((m,x, y1), (u, x, 0)) = 0 dans sv(M) ∗ φ(U) alors il existe h ∈ Y1 , z, k ∈ Y tels
que :

(a) m = i(z) et u = a(k).
(b) x = 0.
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(c) y1 = −ν(z) + h et 0 = −ν(k)− h.
On en déduit que h = −ν(k) et que y1 = −ν(z + k). Ainsi, (m,u) = (i(z +

k), 0) + (−i(k), a(k)), donc (m,u) = (i(z + k), 0) dans M ∗ U . On en déduit que
((m,u), x, y1) = ((i(z + k), 0), 0,−ν(z+ k)), ce qui correspond à la classe nulle dans
sv(M∗ U).

3. L’application θ est surjective.
Soit k = ((m1, x1, y1), (u1, x1, y2)) dans sv(M) ∗ φ(U). Par définition des classes
d’équivalence, on a : ((m1, x1, y1), (u1, x1, y2)) = ((m1, x1, y1 + y2), (u1, x1, 0)). Il est
clair que ((m,u), x1, y1 + y2) est un antécédent de k par θ.

On vient de démontrer que θ est un isomorphisme entre sv(M∗ U) et sv(M) ∗ φ(U). Il
reste à démontrer que θ commute avec les morphismes d’extensions. On a :

0 // Y1
e // sv(M∗ U)

l // X1
// 0

y1
� // (0, 0, 0, y1)

((m1, u1), x1, y1)
� // x1

et

0 // Y1
ε // sv(M) ∗ φ(U)

λ // X1
// 0

y1
� // ((0, 0, y1), 0)

((m1, x1, y1), ((u1, x1, y2)
� // x1.

On a bien

θ ◦ e(y1) = ((0, 0, y1), 0) = ε(y1) et λ ◦ θ(((m1, u1), x1, y1)) = x1 = l(((m1, u1), x1, y1)).

5.3. REPRESENTATIONS MATRICIELLES D’EXTENSIONS PANA-
CHEES DE DK-MODULES

Afin de donner une expression plus concrète des opérations définies précédemment, on
les exprime dans les paragraphes suivants sous une forme matricielle.
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5.3.1. Matrice de connexion d’une extension panachée. — soitM une extension
panachée de DK-modules :

0

��

0

��
0 // Y i // M1

π //

j

��

A
s

kk //

j

��

0(1)

0 // Y
i // M

ρ

��

π // M2
σ

kk

ρ

��

// 0(I)

X

��

t

II

X

τ

JJ

��
0 0

(II) (2)

On note FK le foncteur oubli de la catégorie des DK-modules vers celle des espaces
vectoriels sur K.

Les sections s et t sont des sections K-linéaires. On peut leur associer les cocycles :
1. ζ1

M := ∂s− s∂ = i ◦ φ1 où φ1 ∈ HomV ectK (A,Y) := HomV ectK (FK(A), FK(Y)).
2. ζ2

M := ∂t− t∂ = j ◦ φ2 ∈ HomV ectK (X ,M1).

dont les classes dans Hom(A,M1)(K))/∇Hom(A,M1)(K)) (respectivement dans
Hom(X ,M)(K))/∇Hom(X ,M)(K))) sont indépendantes des sections s et t.

On note (yi)i=1..n une DK-base de Y , (ai)i=1..s une DK-base de A et (xi)i=1..r une
DK-base de X .
Lemme 5.3.1. La famille BM := {(i(yk))k=1..n, (j ◦ s(ak))k=1..s, (t(xk))k=1..r} est une K-
base du DK-module M.

Etude de l’action de ∂ sur B
1. ∂i(yk) = i(∂yk).
2. ∂j ◦ s(ak) = j(∂s− s∂)(ak) + j ◦ s(∂(ak)) = iφ1(ak) + j ◦ s(∂ak).
3. ∂t(xk) = (∂t− t∂)(xk) + t(∂xk) = j ◦ φ2(xk) + t(∂xk).

Soient :
1. Y ∈Mn(K) la représentation matricielle dans la base (yk)k=1..n de l’action de ∂ sur
Y .
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2. A ∈ Ms(K) la représentation matricielle dans la base (ak)k=1..sde l’action de ∂ sur
A.

3. X ∈Mr(K) la représentation matricielle dans la base (xk)k=1..r de l’action de ∂ sur
X .

4. B1 ∈ M(s,n)(K) la représentation matricielle de φ1 dans les bases (ak)k=1..s et
(yk)k=1..n.

5.
(

C

B2

)
avec C ∈ M(r,n)(K) et B2 ∈ M(r,s)(K) la représentation matricielle de φ2

dans les bases (xk)k=1..r et (i(yk))k=1..n, (s(ak))k=1..s.

Notation

1. Pour tout DK-module Z( resp. U), ∂−Z (respectivement ∂−U) une représentation
matricielle de sa connexions, on note ∇Hom(U ,Z) := ∂. + .U − Z., la représentation
matricielle de Hom(U ,Z) correspondante.

2. Si (∂ −H)Y = 0 est un système différentiel, on note H une de ses matrices fonda-
mentales de solutions.

Proposition 5.3.2. La représentation matricielle de l’action de ∂ sur M dans la base
BM est donnée par :

M :=

 Y B1 C

0 A B2

0 0 X


On peut ainsi écrire une matrice fondamentale de solutions sous la forme :

M :=

 Y PA RX

0 A QX

0 0 X


où P (respectivement Q) vérifie ∇Hom(A,Y)P = B1(respectivement ∇Hom(X ,A)Q = B2) et
R vérifie ∇Hom(X ,Y)(R) = C +B1Q.

Remarque Si, au lieu du couple de sections (s, t), on avait pris (σ, τ) en imposant que
les changements de section soit cohérents vis-à-vis du " panachage " alors, on aurait pu
écrire une matrice fondamentale de solutions pour M sous la forme : Y PA R̃X

0 A QX

0 0 X


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avec R− R̃ = PQ et ∇Hom(X ,Y)(R̃) = C −PB2.

Effet d’un changement de jauge sur la représentation matricielle

Soit H une matrice de changement de jauge, c’est-à-dire une matrice représentant un
changement de base de la connexion ∇M du type :

H =

 Id P R

0 Id Q

0 0 Id


Après changement de jauge par H, la représentation matricielle M devient :

M [H] := H ′H−1 +HMH−1,

c’est-à-dire :

M [H] =

 Y B1 +∇Hom(A,Y)(P ) C{H}
0 A B2 +∇Hom(X ,A)(Q)

0 0 X


où C{H} := C +∇Hom(X ,Y)(R)−∇Hom(A,Y)(P )Q+ PB2 −B1Q

Remarque L’effet du changement de jauge précédent sur la matrice M montre que l’on
ne peut interpréter de façon intrinsèque C comme une matrice d’extension de X par Y
alors que par exemple B1 est bien une matrice d’extension de A par Y , car la jauge la
modifie par la connexion matricielle de Hom(A,Y).

5.3.2. Représentation matricielle de l’action de ∂ sur M∗U . — On reprend les
notations du paragraphe précédent et du paragraphe 4.3.

Pour toute extension U de X par Y , représentée par la suite exacte :

0 // Y a // U b // X
β

ii // 0.

il existe une application K-linéaire φ3 de X dans Y telle que ∂β − β∂ = a ◦ φ3.
Soit U la matrice de φ3 dans les bases (xk)k=1..r et (yk)k=1..n.
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Par définition :

M∗ U = {(m,u) ∈M×U , ρ(m) = b(u)}/{(i(y),−a(y)) y ∈ Y}.

Ainsi :

1. une base BM∗U est donnée par la famille ((i(yk), 0))k=1..n, ((j ◦ s(ak), 0))k=1..s, ((t(xk), β(xk)))k=1..s.
2. ζ1

M∗U := (ζ1
M, 0).

3. Une section de la suite (2) est donnée par x 7→ (t(x), c(x)).
Ainsi ζ2

M∗U = (ζ2
M, ∂β − β∂) = (ζ2

M + i(∂β − β∂), 0).

Proposition 5.3.3. On obtient la représentation matricielle suivante de la connexion de
M∗ U dans la base BM∗U :  Y B1 C + U

0 A B2

0 0 X



Trouver le torseur(on se réfère au paragraphe 4.4.2)

Soient M (resp. M) un élément de Extpan(M1,M2) dont une représentation

matricielle est donnée par : M =

 X B2 C

0 A B1

0 0 Y

(resp. M =

 X B2 C

0 A B1

0 0 Y

 où

Bi = Bi +∇Hom(Pi) pour i = 1, 2).
D’après la proposition 4.3.1, il existe un unique élément U dans Ext1(X ,Y) tel que
M = M∗ U . On donne ici une représentation matricielle de l’extension U .

Par un changement de jauge du type

 1 P2 R

0 1 P1

0 0 1

, on se ramène à une représenta-

tion matricielle de M de la forme

 X B2 C̃

0 A B1

0 0 Y

. L’extension U de X par Y telle que

M = M∗ U admet alors comme matrice de connexion :
(
X C − C̃

0 Y

)
.

5.3.3. Traduction matricielle de la construction sv(M). — On se référe au
paragraphe 5.2 , en ce qui concerne les constructions mises en jeu.
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Supposons que Y = Y1 ⊕ Y2 et X = X1 ⊕X2.
On a donné au paragraphe 5.2 une construction d’ extension pananchée sur X1, A, Y1

déduite de M par le biais d’opérations élémentaires.
En reprenant les notations du paragraphe précédent et en supposant avoir écrit
la base (yk)k=1..n (respectivement (xk)k=1..r) de Y (resp. de X ), sous la forme
{(y1

k)k=1..n1 , (y
2
k)k=1..n2} (resp. {(x1

k)k=1..r1 , (x
2
k)k=1..r2}) où (yik)k=1..ni

(resp. (xik)k=1..ri)
base de Yi (resp de Xi) pour i = 1, 2, on a les décompositions matricielles suivantes :

1.

Y :=

(
Y1 0

0 Y2

)
pour la représentation matricielle de l’action de ∂ sur Y , où Y1 ∈ Mn1(K), Y2 ∈
Mn2(K).

2. A ∈Ms(K) pour la représentation matricielle de l’action de ∂ sur A.
3.

X :=

(
X1 0

0 X2

)
pour la représentation matricielle de l’action de ∂ sur X , où X1 ∈ Mr1(K), X2 ∈
Mr2(K).

4.

B1 :=

(
B1

1

B2
1

)
pour la représentation matricielle de φ1 dans les bases (ak)k=1..s et (yk)k=1..n. B1

1 ∈
M(s,n1)(K), B2

1 ∈M(s,n2)(K).
5.  C1

1 C1
2

C1
2 C2

2

B1
2 B2

2


pour la représentation matricielle de φ2 dans les bases (xk)k=1..r et (i(yk))k=1..n, (s(ak))k=1..s).
C1

1 ∈M(r1,n1)(K), C1
2 ∈M(r2,n1(K),

C1
2 ∈M(r1,n2)(K), C2

2 ∈M(r2,n2)(K),

B1
2 ∈M(r1,s)(K), B2

2 ∈M(r2,s)(K).

Proposition 5.3.4. On obtient la représentation matricielle suivante de la connexion de
sv(M) dans la base Bsv(M) :  Y1 B1

1 C1
1

0 A B1
2

0 0 X1





PARTIE III

CALCUL DU RADICAL
UNIPOTENT DU PRODUIT DE

TROIS OPÉRATEURS
COMPLÈTEMENTRÉDUCTIBLES





67

Soient (K, ∂) un corps différentiel de caractéristique nulle, de corps des constantes
C algébriquement clos, K̃ une clôture différentielle de K et DK = K[∂] l’anneau des
opérateurs différentiels à coefficients dans K.
On reprend les notations du début du chapitre 3. En particulier, pour tout DK- module
M de longueur finie, on note GM (ou GM) le groupe de Galois différentiel de M.
Ce chapitre est consacré à la preuve du théorème suivant, annoncé dans [21]. Les nota-
tions W−1(M),W−2(M) sont explicitées au chapitre 6 (voir p.72). La notation M∗Z est
celle du paragraphe 4.3.

Théorème 6.0.1 Soit M une extension panachée sur les DK-modules semi-simples
X ,A,Y.

i) Si le radical unipotent du groupe de Galois GM est abélien, il existe une extension
simple Z de X par Y telle que le groupe de Galois de l’extension panachée M∗ Z
ait un W−2 trivial et que,de plus, Ru(GZ) s’identifie à W−2(M).

ii) Dans le cas général, soit U le groupe dérivé de W−1(M). Il existe une extension pa-
nachée M∈ E(1⊕Hom(X ,A), Hom(X ,A), Hom(X ,Y)) (voir paragraphe 4.1 pour
la notation) et un sous-groupe vectoriel V de Gr−1(M) entièrement calculables, tels
que Ru(GM) soit abélien, Gr−1(M) = Gr−1(M)/V , et W−2(M) ' (W−2(M)/U)×V .





CHAPITRE 6

COCYCLES ET FILTRATION GALOISIENNE

Soit M une extension panachée sur les objets initiaux X ,Y ,A dans la catégorie des
DK-modules. Le diagramme suivant représente l’extension panachée dans la catégorie
RepGM

:

0

��

0

��
0 // Y

i // M1
π //

j

��

A //

j

��

0 (1)

0 // Y
i // M

ρ

��

π // M2
//

s
jj

ρ

��

0 (2)

X

��

t

II

X

��
0 0

(3) (4)

Remarque On se limite ici à des objets contenus dans la catégorie tannakienne <

M > engendrée par M. Gal(K̃|K) agit en effet sur ω(M) et les ω(V) où V ∈<M > à
travers son quotient GM . Ainsi d’après le lemme 1.2.4, tout élément de H1(GM , ω(V)),
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V ∈< M >, définit une extension de 1 par V sur K. Ces extensions sont celles qui se
trivialisent sur KM .

Considérons les extensions de Picard-Vessiot associées. On obtient ainsi une filtration
du groupe de Galois de l’extension KM/K .

K

KM

W−2

##
W−1

tt
W0=GM

((

K2 := KM2 .KM1

Gr−1

{{
K1 := KX .KY .KA

Gr0
{{

K0 := K

On pose :
W0 = W0(M) = Gal(KM|K), W−1 = Gal(KM|KX.KA.KY), W−2 = Gal(KM|KM2 .KM1).

Nous ferons un usage constant du lemme (immédiat) et de la remarque qui suivent.
Lemme 6.0.5. W−1 est le radical unipotent de GM . W−1 et W−2 sont des sous-groupes
distingués de W0 et W−2 est abélien et contenu dans le centre de W−1. On pose Gr0 =

W0/W−1, Gr−1 = W−1/W−2. En particulier l’action par conjugaison de W0 sur W−2 passe
au quotient par W−1 et munit ainsi W−2 d’une structure de Gr0-module.

Remarque D’après le lemme 1.2.4 appliqué à G = W−i(i = 0, 1, 2) et G = Gal(K̃|Ki),
tout élément de H1(W−i, Hom(X, Y )) définit une extension de Ki[∂]-module de X ⊗Ki

par Y ⊗Ki .

6.1. COCYCLES DE L’EXTENSION PANACHEE

La démonstration du théorème 6.0.1, fait intervenir, de manière prépondérante, la
dualité entre cocycles et extensions mise en avant par le théorème 1.1.3. Il est donc
nécessaire de refléter les actions des divers groupes de Galois attachés à l’extension
panachée sur les cocycles de cette extension, ainsi que l’effet des opérations élémentaires
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définies au chapitre 5 sur ces mêmes cocycles.

Soit M une extension panachée sur X, Y,A :

0

��

0

��
0 // Y

i // M1
π //

j

��

A //

j

��

s
kk 0 (1)

0 // Y
i // M

ρ

��

π // M2
//

s
jj

ρ

��

0 (2)

X

��

t

II

X

��
0 0

(3) (4)

On considére une section C-linéaire t (respectivement s) de (3) (respectivement de (2))
et s une section de (1) telle que s ◦ j = j ◦ s. Soient ζ3 (respectivement ζ2) les cocycles
associés à ces deux sections, ζ1 (respectivement ζ4) le cocycle associé à l’extension(1)

(respectivement (2)).
Pour alléger les énoncés, on appellera des sections des suites exactes (2) et (3) sections de
l’extension panachée. Compte tenu du panachage des diverses extensions considérées,
on obtient les relations suivantes :

ζ1 = ζ2 ◦ j et ζ4 = π ◦ ζ3 (aux cobords près).

Proposition 6.1.1. L’application :

φ : W−1
// Hom(X,M1)×Hom(M2, Y )

σ � // (ζ3(σ), ζ2(σ))

est injective.

Démonstration. — On suppose que φ(σ) = φ(σ1), où (σ, σ1) ∈ (W−1)
2.
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On note (x) (resp. (a), resp. (y)) une base de X (resp. de A, resp. de Y ) sur C.

1. B := (s(a); i(y)) est une base de M1. Or i ◦ σ = σ ◦ i = i ◦ σ1 = σ1 ◦ i = i car
(σ, σ1) ∈ W−1

2.
2. De plus

ζ1(σ) = ζ1(σ1) = σsσ−1 − s = σ1s− s

car (σ, σ1) ∈ W−1
2. Donc σs(a) = σ1s(a). Ainsi σ = σ1 sur M1.

3. ∀τ ∈ W−1, τ t− tτ = τt− t. Or ζ3(σ) = ζ3(σ1), donc σt(x) = σ1t(x). De plus σ = σ1

sur M1, ainsi σ = σ1 sur M . D’où l’injectivité de φ.

Proposition 6.1.2 (Etude de l’action de W0 sur les cocycles)
W−2 étant normalisé par W0, on peut considérer l’action par conjugaison de W0 sur

W−2. On munit Hom(M2, Y ) × Hom(X,M1) de sa structure naturelle de W0-module.
Alors, la restriction de φ à W−2 commute avec l’action de W0.

Démonstration. — Soient σ0 ∈ W0 et σ ∈ W−2. Considérons ζ2(σ0σσ
−1
0 ).

Puisque σ0σσ
−1
0 fixe M2, on a

ζ2(σ0σσ
−1
0 ) = σ0σσ

−1
0 ◦ s ◦ σ0σ

−1σ−1
0 − s = σ0σσ

−1
0 ◦ (s− σ0sσ

−1
0 + σ0sσ

−1
0 )σ0σ

−1σ−1
0 − s.

Or s−σ0sσ
−1
0 est une application de M2 dans Y , cet élément est donc fixé par l’action

du W−2 (dans notre cas par σ0σσ
−1
0 ). On en conclut que :

ζ2(σ0σσ
−1
0 ) = s− σ0sσ

−1
0 + σ0σσ

−1
0 (σ0sσ

−1
0 )σ0σσ

−1
0 − s = σ0ζ

2(σ)σ−1
0 .

De même, ζ3 commute avec l’action de W0, ce qui achève la démonstration.

Les suites exactes (1) et (4) se scindant sur KM2 .KM1 , on en déduit que :
ζ1(σ) = 0 et ζ4(σ) = 0 pour tout σ ∈ W−2.
Ainsi, π ◦ ζ3(σ) = 0 = ζ2(σ) ◦ j pour tout σ ∈ W−2.
Il existe donc deux cocycles, notés ζ et ζ dans H1(W−2, Hom(X, Y )) tels que pour tout
σ ∈ W−2, on ait :

ζ2(σ) = ζ(σ) ◦ ρ et ζ3(σ) = i ◦ ζ(σ).

Proposition 6.1.3. Il existe des sections t et s de l’extension panachée M telles que
ζ = ζ. On appellera ce choix de sections, sections compatibles de l’extension panachée
M. On notera dans ce cas ζ−2 = ζ = ζ



6.2. ACTION DE Ext(X, Y ) SUR LES COCYCLES 73

Démonstration. — Soit t une section k-linéaire de la suite exacte (3).

Considérons l’application ψ := t ◦ ρ. On a

ρ ◦ ψ = ρ ◦ π ◦ ψ = ρ.

Il existe donc une application κ : M2 → A telle que π ◦ ψ = idM2 + j ◦ κ. La surjectivité
de π assure l’existence d’une application κ : M2 →M1 telle que κ = π ◦ κ.
On obtient ainsi : π ◦φ = idM2 +π ◦ j ◦κ. En posant s := φ− j ◦κ, on obtient une section
de (2).
Soit σ ∈ W−2. On a, l’action de W−2 étant triviale sur κ

σ ◦ s ◦ σ−1 − s = σ ◦ tσ−1 ◦ ρ− t ◦ ρ.

Ainsi :
ζ(σ)ρ = ζ(σ)ρ.

La surjectivité de ρ entraîne ζ = ζ

On pose désormais ζ−2 := ζ, de sorte que ζ−2 ∈ H1(W−2, Hom(X, Y )). De plus, d’après
la proposition 6.1.1, ζ−2 est injectif et l’image de W−2(M) dans Hom(X, Y ) par ce
cocycle détermine donc entiérement W−2(M).

6.2. ACTION DE Ext(X, Y ) SUR LES COCYCLES

Soit M une extension panachée sur X, Y,A :

0

��

0

��
0 // Y

i // M1
π //

j

��

A //

j

��

0 (1)

0 // Y
i // M

ρ

��

π // M2
//

s
jj

ρ

��

0 (2)

X

��

t

II

X

��
0 0

(3) (4)
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Soit U une extension de X par Y :

0 // Y
ι // U

p // X
ν

ii // 0

et soit ζU le cocycle attaché à la section ν de U .

Proposition 6.2.1. En considérant les cocycles sur GM⊕U , il existe des sections de
l’extension panachée M ∗ U , telles que :

ζ2(M ∗ U) = ζ2(M) + ζU ◦ ρ et ζ3(M ∗ U) = ζ3(M) + i ◦ ζU .

En particulier ζ−2(M ∗ U) = ζ−2(M) + ζU .

Démonstration. — Par définition ,

M ∗ U = {(m,u) ∈M ⊕ U, p(u) = ρ(m)}/{(−j(y), ι(y)), y ∈ Y }.

L’application s′ : M2 → M ∗ U , qui à m2 ∈ M2 associe le couple (s(m2), ν(ρ(m2)), est
une section C-linéaire de la suite exacte (2) pour M ∗ U . Par conséquent, pour tout
σ ∈ Gal(KM.KU|KX.KA.KY), on a

ζ2(M ∗ U) = ζ2(M) + ζU ◦ ρ.

De même, l’application t′ de X dans M ∗ U , qui associe à x le couple (t(x), i(ν(x))),
est une section de la suite exacte (3) pour M ∗ U . Par conséquent, pour tout σ ∈
Gal(KM.KU|KX.KA.KY), on a

ζ3(M ∗ U) = ζ3(M) + i ◦ ζU .

6.3. EFFET SUR LES COCYCLES DE LA REDUCTION AU CAS X = 1

On rappelle qu’après réduction au cas X = 1 de l’extension panachée initiale, on
aboutit à une nouvelle extension panachée du type suivant :
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0

��

0

��
0 // Hom(X,Y )

i1 // M1

π1 //

j1
��

Hom(X,A) //

j
1

��

0 (1)

0 // Hom(X,Y )
i1 // M

ρ1

��

π1 // M2

ρ
1

��

// 0 (2)

1

��

1

��
0 0

(3) (4)

Il s’agit ensuite de remarquer que cette opération conserve bien la structure galoisienne
de départ, c’est-à-dire que KM .KX = KM , KM1

.KX = KM1 .KX , KM2
.KX = KM2 donc

que W−1(M) = W−1(M). Pour cela, on va étudier l’effet de la réduction sur les cocycles
attachés aux extensions panachées.
Le lemme suivant découle de la description de M donnée au paragraphe 5.1.

Lemme 6.3.1. On a, pour tout σ ∈ W−1(M),
1. ζ2

M
(σ)((φ, λ)) = ζ2

M(σ)◦φ pour tout φ ∈ Hom(X,M2) et λ ∈ K tels que ρ◦φ = λidX .
2. ζ3

M
(σ)(λ) = ζ3

M(σ) ◦ (λidX) pour tout λ ∈ K.
En particulier, la nullité de ζ2

M
(respectivement ζ3

M
) équivaut à celle de ζ2

M (respectivement
ζ3
M), et la restriction de ζ2

M
à W−2(M) = W−2(M) correspond, via l’isomorphisme de

Hom(1, Hom(X, Y )) avec Hom(X, Y ), à la restriction de ζ2
M à ce même groupe.
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CALCUL DU RADICAL UNIPOTENT

7.1. LE CAS ABÉLIEN

On reprend les notations du chapitre 6 et on démontre le théorème 6.0.1.i).
Soit donc M∈ E(X ,A,Y) une extension panachée de radical unipotent abélien.

0

��

0

��
0 // Y i // M1

π //

j

��

A //

j

��

0 (1)

0 // Y
i // M

ρ

��

π // M2

ρ

��

// 0 (2)

X

��

X

��
0 0

(3) (4)

Comme W−1 est abélien, il existe un sous-groupe W ′ de W−1 tel que W−1 ' W−2 ×W ′,
et où W ′ ' Gr−1. On a donc :

KM

W−2wwoooooooooooo
W ′

%%KKKKKKKKKKK

KM1 .KM2

Gr−1

''OOOOOOOOOOO K ′

W−2yysssssssssss

KX .KY .KA
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On va montrer dans les paragraphes suivants comment réaliser K ′ comme le compositum
des extensions de Picard-Vessiot KA et KZ , pour Z ∈ Ext1(X ,Y) définie sur K( voir
également [36]) .

7.1.1. Description du W−2 de l’extension panachée. — On reprend les notations
du paragraphe 6.1.
Soit t := π ◦ t une section de (4) en tant que suite exacte de KM2 .KM1 [∂]-modules.
Considérons le pullback de (2) par t. On obtient une extension V de X ⊗KM2 .KM1 par
Y ⊗KM2 .KM1 , en tant que KM2 .KM1 [∂]-modules .
L’espace des vecteurs horizontaux V de V s’inscrit dans le diagramme suivant :

(4)

0

0 // Y // V := t∗(M) // X

t





s̃
oo

OO

// 0

0 // Y
i // M

π // M2
s

kk

ρ

OO

// 0 (2)

A

j

OO

0

OO

Le diagramme précédent assure que KV ⊂ KM mais on a le résultat plus précis :

Proposition 7.1.1. Soit KV l’extension de Picard-Vessiot de KM1 .KM2 associée à
l’élément V de Ext1KM1

.KM2
[∂](X ⊗ KM1 .KM2 ,Y ⊗ KM1 .KM2) défini ci-dessus. Alors,

Gal(KV|KM2 .KM1) = W−2(M) . En particulier KM1 .KM2 ⊂ KV = KM .

Démonstration. — Une section de l’extension

V = {(m,x) ∈M ⊕X tels que π(m) = t(x)}

est donnée par s̃ de X dans V qui à x ∈ X associe l’élément (s ◦ t(x), x) ∈ V . Par
conséquent, pour tout σ ∈ W−2, on a ζV (σ) = ζ2(σ) ◦ t.
Or d’après la proposition 6.1.3, il existe ζ−2 ∈ H1(W−2, Hom(X, Y )), tel que,
ζ2(σ) = ζ−2(σ) ◦ ρ pour tout σ ∈ W−2. Comme t est une section de (4), ρ ◦ t = idX .
Ainsi, ζV coîncide avec l’injection ζ−2 de W−2(M) dans Hom(X, Y ).



7.1. LE CAS ABÉLIEN 79

Remarque L’idée qui sous-tend cette construction est la suivante : lorsque l’extension
M2 est scindée, l’étude de l’extension panachéeM se ramène à celle de l’extension simple :

0 // Y // M // X ⊕A // 0 (7)

sur les objets semi-simples Y et X ⊕A.
Dans ce cas, W−2(M) est le radical unipotent du pullback de l’extension 7 par l’injection
naturelle de X dans X ⊕A.
Matriciellement, une telle extension panachée peut s’écrire : Y B1 C

0 A 0

0 0 X

 .

C’est ce cas particulier qui nous a incitée à étendre les scalaires au corps KM1 .KM2 afin
de nous placer dans un cadre analogue. Il s’agissait ensuite de montrer que l’extension
obtenue par pullback pouvait être définie sur le corps de base. Ce sont des arguments
de descente galoisienne, explicités dans les sections suivantes, qui nous ont permis de
résoudre ce problème.

7.1.2. Descente de l’extension V à KX .KA.KY . — Le radical unipotent de l’exten-
sion panachée M étant abélien, l’action par conjugaison de W0 sur W−1(M) passe ici au
quotient par W−1, ainsi W−1 est muni d’une structure de Gr0-module. Considérons alors
l’extension de groupes abéliens et de Gr0-modules suivante :

0 // W−2
ι // W−1

κ // W−1/W−2
// 0.

Le groupe Gr0 étant par hypothèse réductif , cette suite exacte se scinde et on considère
une rétraction r de W−1 vers W−2 , morphisme de Gr0-modules.
Posons pour tout σ ∈ W−1, ζ(σ) = ζV (r(σ)). Ceci définit un cocycle ζ deH1(W−1, Hom(X, Y )).
Il lui correspond donc par équivalence de catégorie un module différentiel V sur
KX .KA.KY , extension de X ⊗ KX .KA.KY par Y ⊗ KX .KA.KY . Puisque ζ|W−2 = ζV ,
on a V = V ⊗ KM1 .KM2 . De plus ζ(W−1) = ζV (W−2) = ζ−2(W−2) ' W−2, donc
Gal(KV|KX.KY.KA)) = W−2(M).

7.1.3. Descente de l’extension V au corps de base K. — Considérons la suite
exacte de groupes suivante :

0 // W−1
ι0 // W0

κ0 // Gr0 // 0

Cette extension de groupe induit une suite exacte longue de cohomologie, suite d’inflation-
restriction [35] :
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0 // H1(Gr0, Hom(X, Y ))
W−1) // H1(W0, Hom(X, Y ))

φ // H1(W−1, Hom(X, Y ))
Gr0 // H2(Gr0, Hom(X, Y ))

W−1

L’action de Gr0 sur H1(W−1, Hom(X, Y )) est donnée par :

∀σ0 ∈ Gr0,∀ζ ∈ H1(W−1, Hom(X, Y )), σ0 ∗ ζ(σ) := σ0 ◦ ζ(σ−1
0 σσ0) ◦ σ−1

0 .

Mais l’action de W−1 est triviale sur Hom(X, Y ) et la réductivité de Gr0 entraîne la
nullité des groupes de cohomologie H1(Gr0, Hom(X,Y )) et H2(Gr0, Hom(X, Y )). La
suite d’inflation-restriction fournit donc un isomorphisme φ entre H1(W0, Hom(X, Y ))

et H1(W−1, Hom(X, Y ))Gr0 .

Lemme 7.1.2. Le cocycle ζ ∈ H1(W−1, Hom(X, Y )) est stable sous l’action de Gr0.

Démonstration. — D’après la proposition 6.1.2 :

∀σ0 ∈ Gr0,∀σ ∈ W−2, ζ−2(σ0σσ
−1
0 ) = σ0 ◦ ζ−2(σ) ◦ σ−1

0 .

De plus r, rétraction de W−1 sur W−2 est un morphisme de Gr0-modules. Ainsi ∀σ0 ∈
Gr0,∀σ ∈ W−2, r(σ0σσ

−1
0 ) = σ0r(σ)σ−1

0 . On obtient donc :

σ0 ∗ ζ(σ) := σ0 ◦ ζ−2(r(σ
−1
0 σσ0)) ◦ σ−1

0 = σ0 ◦ ζ−2(σ
−1
0 r(σ)σ0) ◦ σ−1

0 = ζ−2(r(σ)) = ζ(σ)

pour tout σ0 ∈ Gr0,∀σ ∈ W−1.

Ainsi, ζ est un élément de H1(W−1, Hom(X, Y ))Gr0 . Il lui correspond par l’isomor-
phisme φ un cocycle ζ̃ ∈ H1(W0, Hom(X, Y )).
D’après le théorème 1.1.3 appliqué à W0, il existe une équation différentielle Z ′, à coeffi-
cients dans K, extension de X par Y telle que ζZ′ = ζ̃.
On a V = Z ′⊗KKX .KY .KA car ζZ′|W−1 = ζV .
Ces relations assurent que

Gal(KZ′|KX.KY) ' Gal(KZ′ .KA/KX.KA.KY) ' Gal(KV|KX.KA.KY)) ' W−2(M).

Le premier isomorphisme est justifié par le fait qu’un groupe réductif et un groupe uni-
potent ne peuvent partager de quotient commun non trivial, le second par le fait que
V = Z ′⊗KKX .KY .KA.
Considérons enfin Z = −Z ′ ∈ Ext1DK

(X ,Y). Alors ζZ′ = −ζZ , donc Ru(Z) = W−2(M)

et KM1 .KM2 ⊂ KM∗Z ⊂ KM(car GM⊕Z = GM).
Par conséquent, la proposition 6.2.1 entraîne :

ζ−2(M ∗ Z)(σ) = ζ−2(M)(σ) + ζZ(σ) = ζV (σ)− ζZ′(σ) = 0
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pour tout σ ∈ W−2(M). Suivant la proposition 6.1.1, on déduit de la formule précédente
que W−2(M ∗ Z) = 0. Ceci conclut la preuve du théorème 6.0.1.i).

Conclusion
Le premier pas de la descente galoisiennne effectuée ci -dessus peut s’interpréter en termes
de suite d’inflation-restriction de cohomologie : en effet si l’on considère W−2 comme un
quotient de W−1, on a un morphisme injectif naturel de H1(W−2, .) dans H1(W−1, .).
Cependant, le choix d’une Gr0-rétraction de W−1 sur W−2 n’est pas canonique et sa non-
unicité est mesurée par le groupe de cohomologie H1

Gr0
(Gr−1,W−2). Il n’y a donc pas en

général, unicité de l’équation différentielle V à coefficients dans KX .KA.KY correspondant
à V .
En revanche, la deuxième descente est injective car la classe de Z en tant qu’extension
de X par Y ne dépend que de H1(Gr0, Hom(X ,Y)), groupe nul en vertu du caractère
réductif de Gr0.

7.2. ABELIANISATION DU RADICAL UNIPOTENT

Nous passons maintenant à la démonstration du théorème 6.0.1.ii).

On se placera ici dans le cas X = 1. (et on reprend les notations du paragraphe
6.1).
En voici la raison : tout sous DK-module de Hom(1,Y) est de la forme Hom(1,Y1) (où
Y1 sous DK-module de Y) alors qu’un sous DK-module de Hom(X ,Y) ne s’écrit pas
nécessairement Hom(X1,Y1).
On effectue la réduction au moyen de l’application R de la partie I. Dans le résultat
final, on devra donc remplacer A par Hom(X ,A) et Y par Hom(X ,Y).

7.2.1. Construction de l’abélianisé. — Comme W−2 est abélien, le groupe dérivé
U = [W−1,W−1] de W−1, sous-groupe de W−2, ne dépend que de W−1/W−2, et est donc
effectivement calculable. Son image ζ−2(U) (où ζ−2 est défini à la proposition 6.1.3) dans
Hom(X,Y ) ' Y est un sous W0-module et correspond ainsi à un sous-DK-module Y2

de Y . La complète réductibilité du module Y assure l’existence d’une rétraction de DK-
modules p2 de Y sur Y2. On note p1 la projection naturelle de Y sur Y1 := Y/Y2.

0 // Y2
// Y

p2
jj

p1 // Y/Y2 = Y1
// 0
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Soit M une extension panachée sur X = 1,Y ,A et M la représentation galoisienne
correspondante :

0

��

0

��
0 // Y

i // M1
π //

j

��

A //

j

��

0 (1)

0 // Y
i // M

ρ

��

π // M2
//

s
kk

ρ

��

0 (2)

X = C

��

t

II

X = C

��
0 0

(3) (4)

On effectue le pushout via p1 de la suite exacte (2) :

0 // Y1 := Y/Y2

i1 // M1 := p1∗(M)
π1 // M2

// 0 .

De même, on considère le pushout de la suite exacte (1) via p2 :

0 // Y2
i2 // M2

2 := p2∗(M1)
π2 // A // 0 ,

ainsi que le pushout de (1) par p1 :

0 // Y1
i1 // M2

1 := p1∗(M1)
π1 // A // 0 .

Lemme 7.2.1. Le groupe de Galois de l’extension de Picard-Vessiot KM de KM1 .KM2
2

est le groupe dérivé de W−1, c’est à dire U .
Autrement dit, KM1 .KM2

2 est l’extension abélienne maximale de KX .KY .KA contenue
dans KM . De ce fait, on pose KM1 .KM2

2 = Kab
M .

Démonstration. — On rappelle que

ζ−2(σ) ◦ ρ = ζ2(σ) = σs− s (8)
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pour tout σ ∈ W−2.
Par construction , l’ensemble des solutions de l’équation Y2 est donné par ζ−2(U) =

{ζ−2(σ)(λ) avec σ ∈ U et λ ∈ C}. De la formule 8 et de la surjectivité de ρ, on déduit
que :

Y2 = {σs(m2)− s(m2) avec σ ∈ U et m2 ∈M2}.

Cependant, il existe φ : M → Y telle que f − s ◦ π(f) = i ◦ φ(f) pour tout f ∈M
Puisque σ ∈ U ⊂ W−2 induit l’identité sur Y , on en déduit que σ(f) − f =

σ ◦ s ◦ π(f)− s ◦ π(f) pour tout σ ∈ U .
Ainsi, Y2 = {σf − f, σ ∈ U, f ∈ M}.
Montrons que la sous-extension Kab

M de KM est fixée par U . En effet, d’une part, KM2
2

en tant que sous-extension de KM1 est fixée par W−2(M) donc par U .
D’autre part, tout g ∈ M1 s’écrit g = p1(f) où f ∈ M . Pour tout σ ∈ U , on a alors
σ(g)− g = p1(σ(f)− f) car p1 commute avec σ. Or, par construction, σ(f)− f est dans
l’espace de solutions de Y2. On en déduit que p1(σ(f) − f) = 0 = σ(g) − g. Ainsi KM1

est fixé par U . On a donc U ⊂ Gal(KM|Kab
M ).

Réciproquement, soit σ ∈ Gal(KM|Kab
M ). Alors σ fixe M1 = M/Y2 et il fixe donc le

quotient M2 et le sous-objet M1/Y2 = M1
2 de M1. Or σ fixe aussi M2

2 = M1/Y1, il fixe
donc M1. Par conséquent σ est un élément de W−2 et vérifie ζ−2(σ) ◦ ρ = ζ2(σ) = σs− s.
De l’injectivité de ζ−2 sur W−2 (proposition 6.1.1) et du fait que σ fixe M/Y2, on déduit :

1. L’image de σ par ζ−2 dans Hom(C, Y ) détermine entièrement σ.
2. Cette image est contenue dans Y2.

Ainsi Gal(KM|Kab
M ) s’identifie à un sous groupe de Hom(X, Y2) = Hom(1, Y2) = Y2 = U

et le lemme 7.2.1 est démontré.

7.2.2. Réalisation de M := M1⊕M2
2 comme extension panachée de X⊕A,A, Y .

— On réalise le panachage suivant :



84 CHAPITRE 7. CALCUL DU RADICAL UNIPOTENT

0

��

0

��
0 // Y1 ⊕ Y2

(i1,idY2
)
// M2

1 ⊕ Y2

(j1,i2)

��

π1 // A //

(j,0)

��

0

0 // Y1 ⊕ Y2

(i1,i2)
// M1 ⊕M2

2

(ρ1,π2)
��

(π1,π2)
// M2 ⊕ A //

(ρ,idA)

��

0

X ⊕ A

��

X ⊕ A

��
0 0

Extensions de Picard-Vessiot attachées aux différents panachages
On obtient le diagramme d’extensions de corps suivant :

KM

W−1(M)

((

W−2(M)

==
==

==
==

==
==

==
==

==
=

U

XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

KM1⊕M2
2 = KM

W−2(M)/U
kkkkk

kkkkk

W−2(M1⊕M2
2)

uu

W−1(M1⊕M2
2)

pp

KM2 .KM1

V

KM2 .KM2
1 .KY2

KX .KA.KY

K

On a donc réalisé une extension panachée, M := M1 ⊕M2
2 ∈ E(X ⊕ A, Y,A) dont

le W−1 est abélien (en effet W−1(M) = W−1/U = W ab
−1), avec Gr−1(M) ⊂ Gr−1(M),

Gr0(M0) = Gr0(M) et W−2(M) = W−2(M)/U ⊕ V .
Ainsi, à partir de la connaissance de W−2(M), on peut entièrement décrire l0e radical
unipotent de GM , et ceci conclut la preuve du théorème 6.0.1.ii).
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7.3. REPRESENTATIONS MATRICIELLES

7.3.1. Descente galoisienne et matrices de connexion. — On reprend les nota-
tions de la proposition 5.3.2.
On peut alors traduire en termes de matrices fondamentales de solutions les constructions
de la descente effectuées dans le cas abélien :

1. On peut prendre pour matrice fondamentale de V , la matrice R qui vérifie R′ =

YR−RX +B1Q + C où B1Q est à lire dans Hom(X ,Y)(KM1 .KM2).
2. V descend à V puis à Z veut dire que cet élément du conoyau est congru modulo
∇Hom(X ,Y)(KM1 .KM2), à un élément T de Hom(X ,Y)(K).

Autrement dit, si Ru(GM) est abélien, il existe T ∈ Hom(X ,Y)(K) et H ∈
Hom(X, Y )(KM1 .KM2) tel que : B1Q + C = T + H′ + HX − Y H.

De façon équivalente, ceci dit qu’il existe S ∈ Hom(X ,Y)(K) et H̃ à coefficients
dans KM1 .KM2 tels que : −PB2 + C = S + H̃′ + H̃X − Y H̃.

3. Un autre choix de la rétraction r donne lieu à un élément T̃ de Hom(X ,Y)(K) tel
qu’il existe K ∈ Hom(X,Y )(KM1 .KM2) KM1 .KM2 tel que : B1Q + C = T̃ + K′ +

KX − Y K. On en déduit que T − T̃ = ∇Hom(X ,Y)(G) où G est défini sur KM1 .KM2 .
On retrouve ici la signification matricielle de la non-unicité du premier pas de la
descente galoisienne.

Exemple inspiré de la partie 4 du théorème 11.4.1

Considérons le système différentiel M de rang 3, à coefficients dans K, de matrice 0 b1 c

0 0 b2
0 0 0

 où b2 = b et b1 = 2b. (On vérifie aisément que Ru(GM) est abélien).

L’énoncé encadré ci-dessus est dans ce cas élémentaire. En effet Q =
∫
b2 ∈ KM1 = KM2

et

B1Q = 2b2

∫
b2 = (Q2)′ = ∇Hom(X ,Y)(H) où H = Q2 ∈ Hom(X ,Y)(KM1 .KM2).

En particulier, T = C convient pour cet énoncé.
Dans ces conditions, KM = KM1(R) (cf. p 61), où ∇Hom(X ,Y)(R) = R′ = c + B1Q =

c+ (Q2)′. Donc KM = KM1(U) où U′ = (R−Q2)′ = c.
On pourra alors choisir, comme élément Z de Ext1(X ,Y) = Ext1(1,1) satisfaisant la
conclusion du théorème 6.0.1.i),

1. Z = 0 si c et b sont C-linéairement indépendants modulo ∂K (auquel casKM = KM1

et W−2(M) = 0).
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2. Z de matrice représentative
(

0 −c
0 0

)
sinon ; en effet, la matrice représentative 0 2b 0

0 0 b

0 0 0

 de M ∗ Z coïncide alors avec celle du carré symétrique de M2, de

sorte que W−2(M ∗ Z) = W−2(S
2M2) = 0, tandis que

Ru(Z) = Gal(K(U)|K) ' Gal(K(Q,U)|K(Q)) = W−2(M).

7.3.2. Abélianisation. — En reprenant les notations du paragraphe 5.3, on déduit
de la construction de l’abélianisé de M qu’il est possible de représenter matriciellement
l’extension panachée M(avec X = 1) sous la forme suivante :

Y2 0 B2
1 C2(∗)

0 Y1 B1
1 C1

0 0 A B2

0 0 0 X = 0

 .

La définition de Y2 montre que la matrice en place (∗) n’a pas d’influence sur le calcul
de Ru(GM)). La construction de M consiste à la négliger. Une représentation matricielle
de M est ainsi donnée par : 

Y2 B2
1 0 0 0

0 A 0 0 0

0 0 Y1 B1
1 C1

0 0 0 A B2

0 0 0 0 0

 ,

où
(
Y2 B2

1

0 A

)
correspond à M2

2 et

 Y1 B1
1 C1

0 A B2

0 0 0

 à M1.



CHAPITRE 8

EQUATIONS GÉNÉRALES À RADICAL
UNIPOTENT ABÉLIEN

Soit (K, ∂) un corps différentiel de corps des constantes C algébriquement clos, de
caractéristique nulle, K̃ une clôture différentielle deK et DK l’anneauK[∂] des opérateurs
différentiels à coefficients dans K.
Dans la suite du chapitre, on adopte les notations et conventions suivantes :

1. Pour tout opérateur différentiel L à coefficients dans K, on note L le dual du DK

module DK/DKL. On note encore L le C-espace vectoriel de solutions de L dans
K̃, ainsi que KL = KL l’extension de Picard-Vessiot de K associée à L dans K̃.

2. Si L1, ..., Ls sont des éléments de DK , on fera l’abus de notation suivant :

L1..Ls = (DK/DK(L1..Ls))
∗

où L1..Ls désigne le produit des opérateurs dans DK .

Pour des DK-modules du type L = L1..Ln+1, et pour tout p ∈ [1..n + 1], on pose
W−p = Gal(K̃|KL1..Lp ..KLn+1−(p−1)..Ln+1). Par ailleurs, on peut voir L = L1..Ln+1

comme une extension panachée sur les objets initiaux L1, L2, ...,Ln, Ln+1. Pour tout
Z ∈ Ext1(L1,Ln+1), le DK-module L∗Z est donc bien defini. On donne dans ce chapitre
une généralisation partielle du théorème 6.0.1.i) et on obtient ainsi le théorème suivant :

Théorème 8.0.1. Soient L1, .., Ln+1, n+ 1 opérateurs différentiels complètement réduc-
tibles à coefficients dans K, tels que le radical unipotent du groupe de Galois attaché à
l’opérateur différentiel L = L1..Ln+1 soit abélien, il existe un élément Z de Ext1(L1,Ln+1)

défini sur K tel que W−n(L ∗ Z) = 0, et Ru(Z) = W−n(L).

La démonstration de ce théorème fera l’objet des paragraphes suivants :
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8.1. DESCRIPTION DE W−n

Soient L1, ..., Ln+1, n+1 opérateurs différentiels complètement réductibles à coefficients
dans K tels que le radical unipotent du groupe de Galois attaché à l’opérateur différentiel
L = L1..Ln+1 soit abélien.

0

��

0

��
0 // Ln+1

i // L2..Ln+1
π //

j

��

L2..Ln //

j

��

0 (1)

0 // Ln+1
i // L1..Ln+1

ρ

��

π // L1..Ln
ρ

��

// 0 (2)

L1

��

L1

��
0 0

(3) (4)

On a d’après la proposition 6.1.3 l’existence d’une application injective notée :

ζ−n : W−n → Hom(L1, Ln+1),

telle que :

ζ3(σ) = i ◦ ζ−n(σ) et ζ2(σ) = ζ−n(σ) ◦ ρ

pour tout σ ∈ W−n.
Soit s une section de (4) en tant que suite exacte de KL1..Ln .KL2..Ln+1 [∂]-modules.
Considérons le pullback de (2) par s. On obtient une extension V de L1 par Ln+1, en
tant que KL1..Ln .KL2..Ln+1 [∂]-modules.
L’espace des vecteurs horizontaux de V s’inscrit dans le diagramme suivant :



8.2. DESCENTE DE L’EXTENSION V A KL1 ...KLn+1 89

0

0 // Ln+1
// V := s∗(L1..Ln+1) // L1

s





OO

// 0

0 // Ln+1
i // L1..Ln+1

π // L1...Ln

ρ

OO

// 0

L2..Ln

j

OO

0

OO

On vérifie comme pour la proposition 7.1.1 :

Proposition 8.1.1. Soit KV l’extension de Picard-Vessiot de KL1..Ln .KL2..Ln+1 relative
à V. Alors Gal(KV|KL1..Ln .KL2..Ln+1) = W−n(L) .

8.2. DESCENTE DE L’EXTENSION V A KL1 ...KLn+1

Le radical unipotent de l’extension panachée L1..Ln+1 étant abélien , il est muni
d’une structure naturelle de Gr0-module. Considérons désormais l’extension de groupes
abéliens et de Gr0-modules suivante :

0 // W−n
ι // W−1

κ // W−1/W−n // 0.

Le groupe Gr0 étant par hypothése réductif , cette suite exacte se scinde et l’on note r
une rétraction de W−1 vers W−n , morphisme de Gr0-modules.
Posons ζ(σ) := ζV (r(σ)) pour tout σ ∈ W−1. On a ζ ∈ H1(W−1, Hom(L1, Ln+1)). Il lui
correspond donc, par équivalence de catégorie, une extension de L1 par Ln+1, définie sur
KL1 ...KLn+1 . De plus, l’image de W−1 par le cocycle ζ dans Hom(L1, Ln+1) correspond
à l’image de W−n. On a ainsi obtenu une extension de KL1 ...KLn+1 [∂]-modules, notée V ,
telle que ζV(σ) := ζV (r(σ)) pour tout σ ∈ W−1 .
Ainsi V = V⊗KL1

...KLn+1
KL1..Ln .KL2..Ln+1 .
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8.3. DESCENTE DE L’EXTENSION V AU CORPS DE BASE K

Considérons la suite exacte de groupes suivante :

0 // W−1
ι0 // W0

κ0 // Gr0 // 0

Cette extension de groupe induit une suite exacte longue de cohomologie, suite d’inflation-
restriction ([35]) :

0 // H1(Gr0, Hom(L1, Ln+1))
W−1) // H1(W0, Hom(L1, Ln+1))

// H1(W−1, Hom(L1, Ln+1))
Gr0 // H2(Gr0, Hom(L1, Ln+1))

W−1

L’action de Gr0 sur H1(W−1, Hom(L1, Ln+1)) est donnée par :

σ0 ∗ ζ(σ) := σ0 ◦ ζ(σ−1
0 σσ0) ◦ σ−1

0

pour tout σ0 ∈ Gr0 et tout ζ ∈ H1(W−1, Hom(L1, Ln+1)).

L’action de W−1 étant triviale sur Hom(L1, Ln+1) et la réductivité de Gr0 entraînant
la nullité des groupes de cohomologie H1(Gr0, Hom(X, Y )) et H2(Gr0, Hom(L1, Ln+1)),
la suite d’inflation restriction fournit un isomorphisme φ entre H1(W0, Hom(L1, Ln+1))

et H1(W−1, Hom(L1, Ln+1))
Gr0 .

Lemme 8.3.1. Le cocycle ζ ∈ H1(W−1, Hom(L1, Ln+1)) est stable sous l’action de Gr0.

Démonstration. — D’après la proposition 6.1.2 : ∀σ0 ∈ Gr0,∀σ ∈ W−n, ζ(σ0σσ
−1
0 ) =

σ0 ◦ ζ(σ) ◦ σ−1
0 . De plus r , rétraction du W−1 sur le W−n est un morphisme de Gr0-

modules. Ainsi ∀σ0 ∈ Gr0,∀σ ∈ W−n, r(σ0σσ
−1
0 ) = σ0r(σ)σ−1

0 . On obtient donc :

∀σ0 ∈ Gr0,∀σ ∈ W−1, σ0∗ζ(σ) := σ0◦ζ(r(σ−1
0 σσ0))◦σ−1

0 = σ0◦ζ(σ−1
0 r(σ)σ0)◦σ−1

0 = ζ(r(σ)) = ζ(σ)

Ainsi, ζ est dans H1(W−1, Hom(L1, Ln+1))
Gr0 . Il lui correspond donc par l’isomor-

phisme φ un cocyle dans H1(W0, Hom(L1, Ln+1)), noté Z. L’équivalence de catégorie



8.3. DESCENTE DE L’EXTENSION V AU CORPS DE BASE K 91

entre représentation de W0 et opérateurs différentiels à coefficients dans K assure l’exis-
tence d’un DK-module noté, à nouveau Z, défini sur K, extension de L1 par Ln+1 de
radical unipotent isomorphe à W−n(L1..Ln+1) et tel que V = Z⊗KKL1 ...KLn+1





PARTIE IV

EQUATIONS AUX DIFFÉRENCES





CHAPITRE 9

THÉORIE DE GALOIS DES CORPS AUX
DIFFÉRENCES

Ce chapitre basé sur l’ouvrage de Marius van der Put et Michael Singer [38] rappelle
brièvement les définitions et théorèmes principaux de cette théorie, afin de les appliquer
au cadre particulier du corps de base K = C(z).

9.1. ANNEAUX DE PICARD-VESSIOT

Définition
1. Un anneau aux différences est un anneau commutatif R, doté d’un automorphisme
φ : R→ R. Si R est un corps, on dit que R est un corps aux différences.

2. L’ensemble des constantes d’un anneau différentiel R, noté CR est constitué des
élements c de R vérifiant φ(c) = c.

3. Un idéal aux différences de R est un idéal I stable par φ. Un anneau aux différences
est dit simple si ses seuls idéaux aux différences sont (0) et R.

Exemple Soit C le corps des nombres complexes, q un nombre complexe non nul et
non racine de l’unité et τ un nombre complexe non nul.
Les automorphismes σq donné par σq(z) = qz et στ donné par στ (z) = z + τ , munissent
chacun K = C(z) d’une structure de corps aux différences, dont l’anneau des constantes
est C.

Soit R un anneau aux différences et A ∈ Gln(R). Une matrice fondamentale à
coefficients dans R pour le système φY = AY est une matrice U ∈ Gln(R) telle que
φ(U) = AU . Deux matrices fondamentales associées à la même équation se déduisent
l’une de l’autre par multiplication par une matrice P ∈ Gln(CR).

SoientK un corps aux différences, CK son corps des constantes et φY = AY un système
aux différences du premier ordre , où A ∈ Gln(K)). On dit qu’une K-algèbre de type fini
R est un anneau de Picard-Vessiot pour φ(Y ) = AY si :

1. il existe un automorphisme de R, également noté φ, prolongeant φ.
2. R est un anneau aux différences simple.
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3. Il existe une matrice fondamentale de solutions de φY = AY à coefficients dans R.
4. R est minimal en ce sens qu’aucune sous-algèbre propre de R ne satisfait les condi-

tions 1, 2 et 3.

Théorème 9.1.1 (Existence et unicité d’un anneau de Picard-Vessiot [38] )
Soit (K,φ) un corps aux différences de corps des constantes C algébriquement clos, de
caractéristique nulle et

φ(Y ) = AY (9)
, A ∈ Gln(K), un systéme aux différences.

1. Il existe un anneau de Picard-vessiot R associé à l’équation 9 et CR = C.
2. Si R1 et R2 sont deux anneaux de Picard-Vessiot de K pour φ(Y ) = AY alors, il

existe un isomorphime entre R1 et R2 commutant avec φ.
3. Soit G le groupe de Galois de R sur K, c’est-à-dire l’ensemble des automorphismes

de R commutant avec φ et stabilisant K. Alors G a une structure de groupe algé-
brique linéaire sur C et de plus dimCG = degtr(R/K).

9.2. MODULES AUX DIFFERENCES ET FONCTEUR FIBRE

Soit K un corps aux différences d’automorphisme σ, de corps des constantes C algé-
briquement clos. L’anneau Dσ := K[σ, σ−1] des opérateurs aux différences est constitués
des sommes finies de la forme

∑
n∈Z anσ

n. La multiplication de cet anneau est donné par
la formule suivante pour a dans K, σa = σ(a)σ .
On note Diff(K, σ) la catégorie des K[σ, σ−1]-modules de dimension finie sur K.

Théorème 9.2.1. La catégorie Diff(K, σ) est une catégorie tannakienne neutre sur C.

On fixe un foncteur fibre ω de Diff(K, σ) dans V ectC . Soit V ∈ Diff(K, σ) , < V >
la sous-catégorie tannakienne engendrée par V dans Diff(K,σ), alors Aut⊗ω (< V >) est
isomorphe au groupe algébrique linéaire sur C défini au théorème 9.1.1(voir [38], [1]).
On l’appellera groupe de Galois de V , et on le notera GV (pour V = ω(V)), en précisant
souvent au sens de [38]).



CHAPITRE 10

EXTENSIONS D’ÉQUATIONS AUX
q-DIFFÉRENCES

On considère le corps K des fractions rationnelles à coefficients dans C, que l’on
munit d’une structure de corps aux différences via l’automorphisme σq (où q est un
nombre complexe donné de module différent de 1) qui à f(z) associe f(qz). On pose alors
Dq = Dσq , et on se place dans la categorie des Dq-modules de dimension finie sur K.

10.1. RADICAL UNIPOTENT D’UNE EXTENSION DE MODULES AUX
q-DIFFERENCES

Le théorème 2.2.5 s’écrit ici :

Théorème 10.1.1. Soient X et Y des Dq-modules semi-simples et U une extension de
X par Y. Alors le groupe de Galois de U est égal au produit semi-direct du groupe réductif
GX⊕Y par un sous-espace vectoriel ω(V) de ω(Hom(X ,Y)) où V est le plus petit sous-Dq-
module de Hom(X ,Y) tel que le quotient de l’extension R(U) par V soit une extension
scindée.

10.2. DESCRIPTION DES GROUPES D’EXTENSIONS

On donne dans la proposition suivante, une propriété essentielle des groupes d’ex-
tensions de Dq-modules. Cette propriété justifiera dans le chapitre 11 la construction
d’extensions panachées dans cette catégorie ([34], [18]).
On note δq = σq − 1.

Proposition 10.2.1. Pour tout entier i > 1, tout Dq-module M et tout Dq-module N
libres de rang fini sur K, les groupes de cohomologie Exti(M,N ) sont nuls.

Démonstration. — On considère un Dq-module M libre de rang fini. Le lemme du
vecteur cyclique ([33]) assure l’existence d’un q-opérateur L à coefficients dans K que
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l’on appellera équation de M et d’un morphisme π de Dq dans M , tels que la suite de
Dq-modules suivante soit exacte :

0 // Dq
×L // Dq

π // M // 0 (10)

L’application ×L correspond à la multiplication à droite par L.
On en déduit, pour tout Dq-module N la suite exacte longue de cohomologie suivante :

0 // Hom(M,N ) // Hom(Dq,N )
×L // Hom(Dq,N ) // Ext1(M,N ) //

Ext1(Dq,N ) // ... // Exti(Dq,N ) // Exti+1(M,N ) // Exti+1(Dq,N ) // ...

Le module Dq étant libre, ExtiDq
(Dq,N ) est nul pour tout i > 0 .

Donc ExtiDq
(M,N ) = 0 pour tout i > 1.

On note 1 le Dq-module Dq/Dqδq (δq := σq − 1) .

Proposition 10.2.2. Toute extension de Dq-module de M = Dq/DqL par Dq/Dqδq
s’écrit sous la forme Dq/DqNL où N est un opérateur équivalent à δq.

Démonstration. — De 10, on déduit l’exactitude de la suite :

0 // Hom(M,Dq/Dqδq) // Hom(Dq,Dq/Dqδq)
×L // Hom(Dq,Dq/Dqδq)

E //

Ext1(M,Dq/Dqδq) // 0.

On peut remarquer que :

1. L’application E correspond au pushout de la suite exacte suivante par un élément
g de Hom(Dq,Dq/Dqδq)

0 // Dq

g

��

×L // Dq
π // M // 0

0 // Dq/Dqδq // E(g) // M // 0.

2. Hom(Dq,Dq/Dqδq) est isomorphe à K. En effet, un élément φ de Hom(Dq,Dq/Dqδq)

est entièrement déterminé par la classe φ(1) modulo δq de φ(1) (soit Q ∈ Dq, alors
φ(Q) = Qφ(1) = Q.φ(1)).

Lemme 10.2.3. L’application E induit un isomorphisme de groupes entre K/L(K) et
Ext1(M,Dq/Dqδq).
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Démonstration. — L’application multiplication à droite par L de Hom(Dq,Dq/Dqδq)

dans lui-même associe à un morphisme φ (Q ∈ Dq, φ(Q) = Qφ(1)), la multiplication à
droite par Lφ où pour tout Q ∈ Dq, ” × L”φ(Q) = QLφ(1). Or la classe modulo δq de
Lφ(1) est égale à L(φ(1)). On en déduit que le diagramme suivant est commutatif :

Hom(Dq,Dq/Dqδq)

'
��

”×L” // Hom(Dq,Dq/Dqδq)

'
��

K
L(.)

// K

f � / L(f)

donc que : Ext1(M,Dq/Dqδq) est isomorphe à K/L(K).

Montrons enfin que E(g) est isomorphe à l’extension de M par Dq/Dqδq que définit
Dq/Dq(σq − σq(g)

g
)L.

Pour tout élément B de Dq on note pB la projection canonique de Dq sur Dq/DqB. On

note φ l’application Dq ×Dq/Dqδq // Dq/Dq(σq − σq(g)

g
)L

(a, b) � // p
(σq−

σq(g)

g
)L

(a+ b ∗ 1
g
L)

1. L’application φ est bien définie car δq 1
g
L = 1

σq(g)
(σq − σ(g)

g
)L.

2. L’application φ est surjective.

3. Le noyau de φ est l’ensemble {(PL,−pδq(P )g) avec P ∈ Dq}.

Par définition du pushout par g∗, on en déduit par passage au quotient que φ induit un
isomorphisme d’extensions entre E(g) et Dq/Dq(σq − σq(g)

g
)L :

0 // Dq/Dqδq // E(g)

φ
��

// M // 0

0 // Dq/Dqδq

1
g
L
// Dq/Dq(σq − σq(g)

g
)L // M // 0.
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10.3. DIMENSION DE Ext1(Dq/Dqδq,Dq/DqA)

Soit A l’opérateur aux q-différences σnq + an−1σ
n−1
q + .. + a0, où ai ∈ K pour tout

i = 0..n− 1 et a0 ∈ K∗.
On suppose que A est à singularités fixées dans un ensemble S de cardinal fini . On note
KS le sous-anneau de K formé des fonctions sans pôle hors de S.
On illustre dans ce paragraphe la spécificité des équations aux q-différences vis-à-vis
des opérateurs différentiels. Dans le cadre différentiel, le conoyau de l’opérateur L dans
KS est de dimension finie. Le phénomène de propagation des pôles le long de spirales
logarithmiques entraîne, sauf dans le cas très particulier où S est réduit à {0,∞}, que la
dimension du conoyau d’un opérateur aux q-différences est de dimension infinie.

10.3.1. Calcul de la dimension de KS/A(KS) dans le cas où S = {0,∞}. — Pout
tout x ∈ C, on note ux := z−x un paramètre local en x et u∞ := 1/z un paramètre local
en l’infini. Posons ix(A) := −inf(0, infj(vx(aj))), qu’on appellera l’irregularité de A en
x (vx désigne la valutaion en x).
Proposition 10.3.1. Soit A un opérateur unitaire sans solutions rationnelles, dont l’en-
semble des singularités est {0,∞}. Alors la dimension de K{0,∞}/A(K{0,∞}) est finie et
vaut i0(A) + i∞(A).

Démonstration. — (inspirée de [26] lemme 2.9.13, [9] et de [27])
Le calcul de A(ux

t) donne :

A(ux
t) = uxz

t(qnt + an−1q
(n−1)t + ..+ a0).

Posons Px(X) = (uixx )|xXn + (uixx an−1)|xXn−1 + .. + (a0ux
ix)|x. Px est un polynôme non

nul de degré au plus n . Si t est un entier suffisamment grand, qt n’est pas racine de Px
(car |q| 6= 1). On en déduit que, si t est suffisamment grand, v0(A(ux

t) = t+inf(0, vx(a0)).

Posons D = (dx)x ∈S où dx ∈ Z, D− = (dx − 1)x∈S;D(A) = (dx + ix)x∈S
et KS[D] := {f ∈ KS; vx(f) ≥ −dx ∀ x ∈ S}.
Les formules ci-dessus et l’existence d’une décomposition des fractions rationnelles en
éléments simples, montrent que A applique KS[D] dans KS[D(A)] pour tout D, et induit
un isomorphisme de KS[D]/KS[D

−] sur KS[D(A)]/KS[D(A)−] dès que D est coordonnée
par coordonnée suffisamment grand, disons plus grand qu’un certain s-uplet D0.
On a alors :

dim(KS/A(KS)) = dim(KS[D0(A)]/A(KS[D0])) =
∑
x∈S

ix + dimCKer(A : KS → KS).

Remarque
En fait, il aurait suffit de supposer que A n’avait pas de solutions dans K{0,∞}.
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10.3.2. Contre-exemple de finitude. — On considère ici l’opérateur aux différences
A = σq − id et on se place sur l’anneau KS des fonctions rationnelles sans pôle en dehors
de S = {0,∞, 1}. (voir [28] p. 218 )

Proposition 10.3.2. Pour tout entier positif n, la famille { 1
(z−1)

, .. 1
(z−1)n} est linéaire-

ment indépendante sur C modulo (σq − id)(KS).

Démonstration. — Soient (λ1, ..., λn) ∈ C et f ∈ KS tels que
n∑
i=1

λi
(z − 1)i

= f(qz)− f(z).

On écrit la décomposition en éléments simples de f

f(z) = P (z) +
r∑
j=1

cj
(z − 1)j

où P (z) =
N∑
n=0

anz
n ∈ C[z].

On obtient :
n∑
i=1

λi
(z − 1)i

=
N∑
n=0

(qnan − an)z
n +

r∑
j=1

cj/q
j

(z − (1/q))j
− cj

(z − 1)j
.

On déduit de l’unicité de la décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle
que :

1. Pour tout n ≥ 1, an = 0 (car |q| 6= 1).
2. Pour tout j = 1, ..., r, cj = 0.

Ainsi les λi sont nuls pour tout i. On en déduit que la famille { 1
(z−1)

, .. 1
(z−1)n} est linéai-

rement indépendante sur C modulo (σq − id)(KS) .

Corollaire 10.3.3. Pour S = {0,∞, 1}, la dimension de Ext1KS [σq ](1,1) est infinie.

Démonstration. — En effet, la dimension de Ext1KS [σq ](1,1) est égale à celle du co-
noyau de (σq − 1) et d’après la proposition 10.3.2 cette dernière est infinie.

Remarque 1 :
On a en fait un résultat plus fort, et qui sera nécessaire dans la suite pour calculer la
dimension des groupes de Galois : la famille { 1

(z−1)
, .. 1

(z−1)n} est linéairement indépen-
dante sur C modulo (σq − id)(K) (pas seulement modulo (σq − id)(KS)). La preuve est
analogue à celle du lemme 11.6.3 infra.
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Remarque 2 : Soit S un sous-ensemble de P1(C), on dira que S est saturé si :
∀x ∈ S, ∀n ∈ Z, qnx ∈ S.

Lemme 10.3.4. Soit S un sous-ensemble de P1(C) saturé, A un élément unitaire de
KS[σq], l’application naturelle de Ext1KS [σq ,σq

−1](DKS
/DKS

A,1) dans Ext1K[σq ,σq
−1](DK/DKA,1)

est injective.
On retrouve ici un énoncé analogue à celui de la théorie de Galois différentielle.

Démonstration. — En effet, il suffit de démontrer que si l’équation A(f) = g avec
g ∈ KS a une solution f dans K alors f est dans KS.
Notons n le degré de A et suposons qu’il existe x dans le diviseur de f , n’appartenant
pas à S. On considère n0 l’entier maximal tel que q−n0x soit dans le diviseur de f . La
maximalité de n0 assure que q−n−n0x est dans le diviseur de A(f) et donc dans celui de
g. Ceci est absurde car S est saturé.

Si S n’est pas saturé,un contre-exemple à l’injectivité de l’application précédente est
donné par :

1. S = {q−1, q}.
2. f = 1

z−1
+ q

z−q .
3. σq(f)− f = g = 1

qz−1
− q

z−q .
Une démonstration similaire à celle du lemme précédent permet de montrer qu’il n’existe
pas d’élément k de KS vérifiant σq(k)− k = g.



CHAPITRE 11

EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ISSUES
D’ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES

Soit (K, σ, ∂) un corps aux différences et différentiel de caractéristique nulle, tel que
σ ◦ ∂ = ∂ ◦ σ. On note Cσ le sous-corps de K formé des invariants sous σ, et C∂ le
sous-corps des constantes différentielles de K.

Exemples

1. (C(z), σq, zd/dz) avec Cσq = C = Czd/dz.
2. (C(z), στ , d/dz) avec Cστ = C = Cd/dz.
3. (Mer(C∗), σq, zd/dz) avec Cσq = CE et C = Czd/dz (où CE est le sous-corps du

corps Mer(C∗)des fonctions méromorphes sur C∗, formé des éléments f ∈Mer(C∗)

vérifiant σq(f) = f ; on dira que CE est le corps des fonctions q-elliptiques)
4. (CE(z), σq, zd/dz) avec Cσq = CE et C = Czd/dz.

On considère le système aux différences suivant :

σY = AY (11)

où A ∈ Gln(K) et Y ∈ Kn.
On note A le Dσ-module associé à ce système.
Considérons le vecteur (

∂Y

Y

)
∈ K2n.

Il vérifie l’équation aux différences suivante :

σ

(
∂Y

Y

)
=

(
A ∂A

0 A

) (
∂Y

Y

)
(12)

qui correspond à une extension de A par A dans la catégorie des Dσ-modules.
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De même, la considération des dérivées secondes conduit au système aux différences

σ

 ∂2Y

∂Y

Y

 =

 A 2∂A ∂2A

0 A ∂A

0 0 A

  ∂2Y

∂Y

Y

 (13)

c’est-à-dire à la représentation matricielle d’une extension panachée M dans cette
catégorie sur les objets initiaux A, A, A .
On va étudier les systèmes aux σ-différences 11, 12, 13 en se limitant au cas où A est
de rang 1 : A = (a), a ∈ K∗.

Remarque

L’idée de combiner deux opérateurs n’est pas nouvelle. Elle conduit souvent à des
énoncés d’incompatibilité pour les solutions simultanées d’équations linéaires en ces
opérateurs ( voir par exemple [10]). Ici, en privilégiant σq, on parvient à des résultats
d’indépendance algébriques pour l’opérateur ∂.

On suppose jusqu’au paragraphe 11.6.3 que Cσ est algébriquement clos (et en général,
que
K = C(z), σ = σq), de sorte les résultats du chapitre 9 sont vérifiés par (K,σ). On se
propose dans ces conditions de calculer les groupes de Galois (au sens de [38]) des systèmes
aux différences 11, 12) 13, sans référence aux éventuelles propriétés différentielles de leurs
solutions.

Définition 11.0.5. Soit (K = C(z), σq) et a ∈ K∗, on dira que a est sous forme
standard ([38] chap.2) si, pour tout c ∈ C∗ dans le diviseur de a, et tout n ∈ Z − {0},
qnc n’apparait pas dans le diviseur de a. On peut écrire tout élément a de K∗ sous la
forme a = aσ(f)

f
avec f ∈ K∗ et a sous forme standard.

11.1. GROUPE DE GALOIS DU SYSTEME 11

On se place sur le corps aux différences (K := C(z), σq). Nous adoptons la définition
du groupe de Galois donnée dans [38].

Proposition 11.1.1. Le groupe de Galois de l’équation 11 est égal à µn si a(z) = λσq(g)

g
,

g ∈ K∗ et λ d’ordre n dans C∗/qZ, égal à Gm sinon.

Démonstration. — On écrit a sous la forme a = aσ(g)
g

où g ∈ K∗ et a sous forme
standard.
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Le groupe de Galois G de l’équation 11, est un sous groupe algébrique de Gm. Il est
donc égal à Gm ou à un sous-groupe fini du type µn (groupe des racines n-ièmes de
l’unité). Supposons que G = µn =< σ >.
Soit y une solution de 11 dans l’anneau de Picard-Vessiot Ka := K[y, 1

y
] de l’équation.

Il existe ζ ∈ µn telle que σ(y) = ζy. On a f inKa
<σ> = K d’après [38] lemme 1.28, et

an = σq(f)

f
ce qui équivaut à an = σq(k)

k
, k ∈ K∗ .

Or si a est sous forme standard, il en est de même de an. On en déduit que le diviseur
de k est porté par (0), donc que σq(k)

k
= qdeg(k). Ainsi a est un élément λ ∈ C vérifiant

λn = qdeg(k). Ceci termine la démonstration.

11.2. GROUPE DE GALOIS DU SYSTEME 12

Soit (K, σ, ∂) un corps aux différences différentiel de caractéristique nulle tel que
σ ◦ ∂ = ∂ ◦ σ. On suppose ici que Cσ est algébriquement clos, et que C∂ ⊂ Cσ.

L’ équation 12 est une extension en termes de Dσ-modules du Dσ-module associé à
l’équation 11 par lui-même.

On peut ainsi se demander sous quelles conditions, cette extension est scindée. La
réponse est la même que pour la théorie des DK-modules : l’extension est scindée si et
seulement si il existe F ∈Mn(K) telle que : ∂A = σ(F )A− AF .
Ceci nous conduit aux définitions suivantes :

Définition 11.2.1. On dira que K est logarithmique si pour tout a ∈ K∗, on a la
proposition suivante :
S’il existe f ∈ K tel que ∂a

a
= σ(f)− f alors il existe g ∈ K∗ tel que a = µσ(g)

g
, µ ∈ C∂

On dira que K, contenant C(z) est quasi logarithmique, si pour tout a ∈ C(z)∗, on
a la proposition suivante :
S’il existe f ∈ K tel que ∂a

a
= σ(f)− f alors il existe g ∈ C(z) tel que a = µσ(g)

g
, µ ∈ C∂.
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Théorème 11.2.2. Soit K un corps logarithmique. Alors la dimension du radical uni-
potent du groupe de Galois (pris au sens de [38]) du système aux différences

σU =

(
a ∂a

0 a

)
U

est nulle si et seulement si a est de la forme µσ(g)
g

, µ ∈ C∂, g ∈ K.

Démonstration. — Le radical unipotent de l’équation (∗) étant un sous groupe de Ga

(cf. théorème 2.2.5), sa dimension est nulle si et seulement si l’extension de Dσ-module
associée est scindée : c’est-à-dire s’il existe h ∈ K tel que ∂a/a = σ(h) − h. Si K est
logarithmique, cette dernière condition revient à demander que a soit de la forme µσ(g)

g

où g ∈ K et µ ∈ C∂. La dimension du radical est égale à 1 dans le cas contraire.

11.2.1. Le corps aux q-différences des fractions rationnelles sur C est lo-
garithmique. — On munit le corps K := C(z) de l’automorphisme aux différences
σ(f)(z) = f(qz) où q ∈ C∗ a un module différent de 1, et de la dérivation z d

dz
= ∂.

Théorème 11.2.3. ([23]) Soit a ∈ C(z)∗. On a équivalence entre :
1. Il existe f ∈ C(z) telle que ∂a

a
= f(qz)− f(z).

2. Il existe g ∈ C(z) telle que a = µg(qz)
g(z)

, µ ∈ C.

Démonstration. — Ecrivons a sous la forme a = aσq(g)

g
, g ∈ K∗, a sous forme

standard.(voir aussi [28])

On va raisonner par condition nécessaire et suffisante. On note ′ = d
dz

Supposons que a ∈ K vérifie une équation du type za′(z) = a(z)(f(qz) − f(z)) où
f(z) ∈ C(z). Ce qui équivaut à

z(a)′(z) = a(z)(k(qz)− k(z)) (14)

, où k(z) ∈ C(z). (on utilise la formule ∂a/a = ∂a/a+ σq(∂g/g)− ∂g/g).
Ecrivons a(z) = λ

∏r
i=1(z − ai)

αi , où ai 6= qZaj si i 6= j, et αi ∈ Z et λ ∈ C.
La décomposition de k en éléments simples s’écrit :

k(z) =
N∑
n=0

anz
n +

t∑
i=1

γt∑
j=1

νji
(z − ci)j

.
En écrivant l’équation 14 sous la forme z a

′(z)
a(z)

= k(qz)− k(z) on obtient :

∑
i

αi +
∑
i

αiai
(z − ai)

=
N∑
n=1

(qnan − an)z
n +

∑
i

∑
j

νji
(z − ci)j

− νji /q
j

(z − ci/q)j
(15)



11.2. GROUPE DE GALOIS DU SYSTEME ??DER2EQN:DER2 107

Il en résulte que an = 0 pour tout n ≥ 1 et
∑
αi = 0. On va montrer que k ne peut avoir

de pôle d’ordre supérieur ou égal à 2. En effet, supposons que k ait un pôle cik d’ordre
k > 1.
On va d’abord traiter le cas cik = 0

L’équation (15) ne comprenant dans son membre de gauche aucun terme d’ordre plus
grand que 2, on en déduit que : νjik = q−jνjik pour tout j ≥ 2. Or, q étant un nombre
complexe de module différent de 1, on en déduit que νjik = 0 pour tout j ≥ 2.

Si cik 6= 0, alors il doit exister un entier ik+1 tel que cik = cik+1
/q et νjik = q−jνjik+1

. Ceci
signifie que si c est un pôle d’ordre au moins 2 pour k alors qc doit être un pôle d’ordre
au moins 2 pour k. Comme k ne peut avoir un nombre infini de pôles, on en déduit que
k n’a que des pôles simples.

On notera désormais pour simplifier νi = ν1
i pour tout i et δi = νi/ci. L’équation (15)

se résume alors à : ∑ αiai
(z − ai)

=
∑ ci/qδi

(z − ci/q)
− ciδi

(z − ci)
(16)

Si ai est un pôle ou un zéro non nul de a, alors ai/q ne peut être un élément du diviseur
de a. On suppose qu’il existe i0 tel que ai = ci0 ( ai = ci0/q donnerait lieu au même type
de raisonnement). Considérons alors l’entier n0 maximal tel que ci0/qn0 soit égal à un
élément ci1 . Comme a est sous forme standard, ci1/q ne peut aparaître comme diviseur
de a. Il existe donc i2 tel que ci2 = ci0/q

n0+1 (d’après la formule (16)). Or ceci est absurde
par maximalité de n0 et non nullité de ci0 .
On en déduit que a ne peut avoir de pôle ou de zéro non nuls. Le fait que

∑
αi = 0 assure

que a est un élément de C. On en déduit que a doit être de la forme a(z) = λ g(z)
g(qz)

où g

est une fraction rationnelle. Réciproquement si a est de la forme précédente, on obtient
par dérivation a′(z) = g′(z)

g(z)
a(z) − q g

′(qz)
g(qz)

a(z). En posant f(z) := −z g
′(z)
g(z)

, on obtient
za′(z) = f(qz)a(z)− f(z)a(z).

Corollaire 11.2.4. Soit a ∈ C(z)∗. Si a n’est pas de la forme µg(qz)
g(z)

, µ ∈ C, g ∈ C(z),
alors la dimension sur C du groupe de Galois (pris au sens de [38]) du système aux
q-différences 12 associé à a est égale à 2.

Démonstration. — Si G(i) désigne pour i = 1, 2, le groupe de Galois du système
(i), on a d’après le théorème 11.2.2, Ru(G(2)) = Ga et G(1) = G(2)/Ru et d’après la
proposition 11.1.1, G(1) ' Gm.
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11.3. EXTENSIONS PANACHEES

Soit (K, σ) un corps aux différences de corps des constantes Cσ := C de caractéristique
nulle, algébriquement clos, on note Dσ l’anneau des polynômes aux σ-différences.

Avant d’étudier le système aux σ-différences 13, on se place dans le cadre plus général
des systèmes aux différences de la forme définie ci-dessous.

Soit a un élément de K∗. On lui associe l’équation aux σ-différences : σ(f) = af

et on note A le Dσ-module associé. Soient M1 et M2 deux éléments non triviaux de
Ext1Dσ

(A,A) et M un élément de ExtpanDσ(M1,M2).
On peut représenter matriciellement le Dσ-module M de la façon suivante :

M :=

 a b1 c

0 a b2
0 0 a

 , où b1, b2, c ∈ K.

Notations Pour f ∈ K, on notera fσ = σ(f).

11.3.1. Extension panachée de M1 par M2 en dualité. — Tordons l’extension
panachée M par A−1, c’est-à-dire, considérons le Dσ-module N := M⊗A−1, dont une
expression matricielle est donnée par :

N :=

 1 b1/a c/a

0 1 b2/a

0 0 1


On note M1,a (respectivement M2,a) l’extension M1 (respectivement M2) tordue par
A−1.

Remarque Notons que pour A de rang 1, Ext1(A,A) = Ext1(1,1) de manière ca-
nonique et qu’ainsi l’opération R définie au paragraphe 2.1 correspond à l’opération
U → U ⊗A−1
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Lemme 11.3.1. Les Dσ-modules M1,a et M∗
2,a sont isomorphes si et seulement si il

existe une σ- constante λ non nulle et un élément f de K tels que b1 = λb2 + fσa− af .

Démonstration. — Si M1,a et M2,a sont des éléments de Ext1(1, 1), ces deux exten-
sions peuvent être représentées par des matrices B1, B2 de la forme suivante :(

1 bi/a

0 1

)
, bi ∈ K, i = 1, 2.

Si M1,a et M∗
2,a sont isomorphes alors il existe P ∈ Gl2(K) telle que : PB1 = tB−1

2 P σ.
On écrira P sous la forme suivante : (

a1 a2

a3 a4

)
.

On obtient donc :(
a1 a1b1/a+ a2

a3 a3b1/a+ a4

)
=

(
aσ1 aσ2

aσ3 − aσ1b2/a −aσ2b2/a+ aσ4

)
.

En comparant les coefficients dans l’égalité précédente, on en déduit que :

1. aσ1 = a1 donc a1 est une constante.
2. a1b1/a = aσ2 −a2. Or, M1 étant une extension non triviale de A par A, on en déduit

que a1 doit être nul et a2 constant.
3. −aσ1b2/a+ aσ3 = a3. Comme a1 est nul, a3 est constant.
4. a3b1/a + a4 = −a2b2/a + aσ4 . La matrice P étant inversible de déterminant −a2a3,

ces deux constantes doivent être non nulles.

La dernière équation obtenue est équivalente à l’existence d’une constante λ non nulle et
d’ un élément f de K tels que b1 = λb2 + fσa− af.

Effet d’un changement de jauge

Comme il se doit, la condition d’isomorphisme dual obtenue au lemme 11.3.1 est
indépendante du changement de jauge.

De façon plus générale, considérons la matrice N ∈ Gln(K) :

N =

 1 b1 c

0 1 b2
0 0 1

 .

vérifiant la condition suivante : il existe une constante λ 6= 0 et un f ∈ K tels que
b1 = λb2 + fσa− af . Soit P une matrice de changement de jauge dans Gln(K)) du type :
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P =

 1 p r

0 1 d

0 0 1


En appliquant la formule de changement de jauge de la théorie des σ-différences, à N et
P , on obtient une matrice N ′ :

N ′ = (P σ)−1NP =

 1 b′1 c′

0 1 b′2
0 0 1


où b′1 = b1 +ap− pσa, b′2 = b2 +ad−dσa et c′ = c+ar− rσa+db1− pσad− pσb2 +(pd)σa.
On vérifie qu’il existe un élément g ∈ K tel que b′1 = λb′2 + gσa− ag, où g = f + λd− p.

On suppose être désormais dans les conditions du lemme 11.3.1. Ainsi, il existe une
constante λ 6= 0 et f ∈ K tels que b1 = λb2 + fσa − af . Considérons la matrice
Q ∈ Gl3(K) :

Q =

 1 0 0

0 1 −f
0 0 λ

 .

Ce changement de jauge par Q appliqué à la matrice N donne le résultat suivant :

(Qσ)−1NQ =

 1 b1/a λc/a− fb1/a

0 1 b1/a

0 0 1

 .

On peut donc ramener l’étude d’une extension panachée de M1 par M2, avec M1,a

isomorphe à M∗
2,a, à celle d’une extension panachée matriciellement représentée par : a b c

0 a b

0 0 a

 , b, c ∈ K.

Lemme 11.3.2. Toute extension panachée M de M1 par M2, avec M1,a isomorphe à
M∗

2,a, peut être représentée matriciellement par : a b c

0 a b

0 0 a

 , b, c ∈ K.

Le radical unipotent de GM est abélien, donc du type Gi
a, i = 0, 1, 2.

Démonstration. — En effet, les éléments de GM sont de la forme : α β γ

0 α β

0 0 α

 , α, β, γ ∈ C.
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11.3.2. Autodualité et caractérisation du radical unipotent. — On s’inspire de
[7] pour les démonstrations suivantes mais on ne peut appliquer directement les résultats
de cet article dans notre cas, car ses hypothèses de rigidité ne sont pas vérifiées ici. On
doit donc faire appel à de nouveaux arguments.

Définition 11.3.3. ([7]) Soit T une catégorie tannakienne neutre sur un corps K de
caractéristique nulle, X , A, Y trois objets de T, M1 dans Ext1(A,Y) et M2 dans
Ext1(X ,A).
Pour tout M élément de Extpan(M1,M2), on dit que M est autoduale s’il existe un
isomorphisme ψ de M dans M∗ et un isomorphisme φ de M1 dans M∗

2 tel que le dia-
gramme suivant soit commutatif.

0 // M1
//

φ
��

M //

ψ

��

X // 0

0 // M∗
2

// M∗ // Y∗ // 0.

Sous les hypothèses de rigidité de [7], qui imposent en particulier Hom(A,X ) =

Hom(Y ,A) = 0, le caractère autodual de l’extension panachée M se lit sur la taille du
radical unipotent de son groupe de Galois. Nous montrons qu’il en est de même dans le
cas où X ,A,Y sont des Dσ-modules isomorphes, de rang 1.

Application au cas des extensions panachées aux σ-différences
On considère une extension panachée aux σ-différences M de M1 par M2, où M1,a est
isomorphe à M∗

2,a. Une représentation matricielle de M est donnée par : a b c

0 a b

0 0 a

 , a, b, c ∈ K.

On pose N = M⊗A−1.
Puisqu’un caractère de GM est trivial sur le radical unipotent de GM , les groupes
Ru(GM) et Ru(GN) coïncident.

On a déja remarqué que ce type d’extension panachée a un groupe de galois dont le
radical unipotent est abélien. On suppose de plus que l’extension M1 n’est pas scindée,
ce qui implique que le radical unipotent de l’extension panachée est de dimension 1 ou 2.

Théorème 11.3.4. La dimension du radical unipotent du groupe de Galois de M est
égale à 1 si et seulement si le Dσ-module N est autodual.
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Démonstration. — On travaille dans le cas d’un radical unipotent abélien, donc iso-
morphe à une certaine puissance de Ga

Si le radical unipotent de l’extension panachée est de dimension 1, le groupe de Galois
de N , isomorphe à Ga se représente dans Gl3(C) sous la forme :

ga :=

 1 a a2/2

0 1 a

0 0 1

 pour a ∈ Ga.

En effet, la représentation de Ga dans Gl3(C) sous la forme précédente, est imposée
par la forme de la matrice N et par la non-trivialité de sa restriction à M1,a.

On vérifie aisément que toute forme bilinéaire B représentée par une matrice P du

type :

 0 0 α1

0 −α1 0

α1 0 α2

 , (α1, α2) ∈ Cσ
2.

vérifie tgaPga = P pour tout a dans Cσ.
On en déduit que le groupe de Galois de N stabilise au moins une forme bilinéaire non
dégénérée et ainsi que N est autodual.
Si le radical unipotent de l’extension panachée M est de dimension 2, le groupe de Galois
de N est isomorphe à G2

a. Nous allons montrer que dans ce cas, le groupe de Galois de
l’équation ne peut stabiliser aucune forme bilinéaire non dégénérée.
On peut représenter G2

a dans Gl3(C) par le sous groupe matriciel

g(a,b) :=

 1 a b+ a2/2

0 1 a

0 0 1

 avec (a, b) ∈ G2
a.

On cherche une forme bilinéaire stable sous l’action du groupe de Galois de N . Du point

de vue matriciel, ceci revient à trouver une matrice P du type

 a0 a1 a2

a3 a4 a5

a6 a7 a8

 avec ai

pour i = 0, .., 8, éléments de C telle que tg(a,b)Pg(a,b) = P pour tout couple (a, b) dans
G2
a.

On obtient par le calcul tg(a,b)Pg(a,b) = P .
On pose γ := (b+ a2/2) :

a0 aa0 + a1 γa0 + aa1 + a2

aa0 + a3 a2a0 + aa3 + aa1 + a4 γaa0 + γa3 + a2a1

aa4 + aa2 + a5

γa0 + aa3 + a6 γaa0 + a2a3 + aa6 γ2a0 + γaa3 + γa6

+γa1 + aa4 + a7 +γaa1 + a2a4 + aa7

+γa2 + aa5 + a8


.
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Si tg(a,b)Pg(a,b) est égal à P pour tout (a, b) dans G2
a, les coefficients de P doivent

vérifier les identités suivantes :

1. aa0 + a3 = a3 pour tout a dans Ga. On en déduit que a0 doit être nul (égalité des
coefficients (2, 1)) .

2. aa3 + a6 = a6 pour tout a dans Ga. On en déduit que a3 doit être nul (égalité des
coefficients (3, 1)).

3. aa1 + a4 = a4 pour tout a dans Ga. On en déduit que a1 doit être nul (égalité des
coefficients (2, 2)).

4. a(a6 + a4) + a7 = a7 pour tout a dans Ga. On en déduit que a6 + a4 doit être nul
(égalité des coefficients (3, 2)).

5. a(a4 + a2) + a5 = a5 pour tout a dans Ga. On en déduit que a2 + a4 doit être nul
(égalité des coefficients (2, 3)).

6. −2ba4 +aa7 +aa5 +a8 = a8 pour tout (a, b) ∈ Ga
2. Par conséquent a4 = a7 +a5 = 0.

On conclut, d’après l’étude précédente que la matrice P ne peut être que du

type :

 0 0 0

0 0 a5

0 −a5 a8

, où (a5, a8) ∈ Ga
2.

On en déduit qu’une forme bilinéaire stable sous le groupe de Galois ne peut être que
dégénérée et donc que le Dσ-module N ne peut être autodual.

11.4. CALCUL DU RADICAL UNIPOTENT DU GROUPE DE GALOIS
D’UNE EXTENSION PANACHEE AUX σ-DIFFERENCES

Soit a un élément de K∗. On lui associe l’équation aux σ-différences σ(f) = af et on
note A le Dσ-module associé.
Soient B un élément non trivial de Ext1Dσ

(A,A) et M un élément de ExtpanDσ(B,B).
On peut représenter le Dσ-module M par la matrice :

M :=

 a b c

0 a b

0 0 a

 .

Tordons l’extension panachée M par A−1, c’est-à-dire, considérons le Dσ-module N :=

M⊗A−1, dont une expression matricielle est donnée par :

N =

 1 b/a c/a

0 1 b/a

0 0 1

 .

(On va chercher des conditions nécessaires et suffisantes sur b et c pour que N soit
autodual.)
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La matrice correspondante à N pour le dual de N est :

N∗ =t N−1 =

 1 0 0

−b/a 1 0

(b/a)2 − c/a −b/a 1

 .

On cherche à déterminer des conditions sur b et c pour que N soit autodual.
On demande de plus que l’extension M1 ne soit pas scindée, ce qui signifie qu’il

n’existe pas d’élément f de K tel que b/a = fσ − f .
On cherche donc une matrice P dans Gl3(K) telle que NP = σ(P )N∗. Par commodité
de calcul, on pose γ = (b/a)2 − c/a .

On pose P =

 a1 a2 a3

a4 a5 a6

a7 a8 a9

 .

La condition de σ − q-isomorphisme entre N et N∗ se traduit par l’égalité matricielle
suivante : a1 + b/a a4 + c/a a7 a2 + b/a a5 + c/a a8 a3 + b/a a6 + c/a a9

a4 + b/a a7 a5 + b/a a6 a6 + b/a a9

a7 a8 a9

 =

 aσ1 + aσ2 (−b/a) + γaσ3 aσ2 − b/a aσ3 aσ3
aσ4 + aσ5 (−b/a) + γaσ6 aσ5 − b/a aσ6 aσ6
aσ7 + aσ8 (−b/a) + γaσ9 aσ8 − b/a aσ9 aσ9

 .

On en déduit que :
1. aσ9 = a9 donc a9 est une constante. De plus, on a a8 = aσ8−b/a a9. Or B est supposée

non scindée, ce qui implique a9 = 0 et a8 constante.
2. a6 + b/a a9 = aσ6 = a6 donc a6 est constante. De plus a3 + b/a a6 + c/aa9 = aσ3 =

a3 + b/a a6. On déduit de l’argument précédent que a6 = 0 et que a3 est constante.
3. aσ7 +aσ8 (−b/a) = a7 = aσ7 +a8(−b/a). On en déduit comme précédemment que a8 = 0

et a7 sont constantes.
4. aσ5 − b/a aσ6 = aσ5 = a5 + b/a a6 = a5 donc a5 est constante. De même,a3 + b/aa6 +

c/aa9 = a3 = aσ3 donc a3 est constante.
5. aσ2 − b/a aσ3 = a2 + b/a a5 + c/a a8. Cette identité revient à aσ2 − a2 = b/a(a5 + a3).

Ainsi a5 = −a3 et a2 est constante.
6. a4 + b/a a7 = aσ4 +aσ5 (−b/a)+γ aσ6 , ce qui se traduit par l’égalité suivante a4−aσ4 =

(a7 + a5)(−b/a). Ainsi a7 = −a5 et a4 est constante.

On en conclut que P doit être de la forme

 a1 a2 −a5

a4 a5 0

−a5 0 0

 .

La condition d’autodualité se résume donc à l’équation suivante : aσ1 − a1 = a5((b/a)
2 −

2c/a)) + (b/a)(a4 + a2)



11.4. CALCUL DU RADICAL UNIPOTENT 115

En regroupant le théorème 11.3.4 et la discussion précédente, on obtient le résultat suivant

Théorème 11.4.1. Soit M une extension panachée aux σ-différences, dont une repré-
sentation matricielle est du type :  a λb c

0 a b

0 0 a


où λ 6= 0 et b/a /∈ (σq − 1)(K).
Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Le Dσ-module N , déduit de M en le tordant par A−1, n’est pas autodual.
2. Il existe f ∈ K tel que (λ(b/a)2− 2c/a) et (b/a) sont linéairement indépendants sur
Cσ modulo l’ensemble {σ(f)− f, f ∈ K} .

En particulier :
1. Ces conditions sont vérifiées si le radical unipotent du groupe de Galois de M est

isomorphe à Ga ×W−2(M) et W−2(M) ' Ga.
2. Sinon, ce radical est isomorphe à Ga et W−2(M) = {0}.

Comme dans le théorème 6.0.1, W−2(M) désigne dans cet énoncé le sous-groupe de
Ru(GM) qui fixe le l’anneau de Picard-Vessiot des extensions simples que M panache ,
c’est-à-dire ici l’anneau de Picard-Vessiot de M1.

Remarque 1
Supposons pour simplifier que a = 1. Sans perte de généralité on peut supposer que

λ = 2. On note M2 le Dq- module dont une matrice représentative est M2 =

(
1 b

0 1

)
.

La matrice du carré symétrique S2M2, extension panachée de M2 par M1 est

S2M2 =

 1 2b b2

0 1 b

0 0 1

 .

Donc M = S2M2 ∗ U , où U ∈ Ext1(1,1) admet pour matrice représentative(
1 c− b2

0 1

)
. Mais W−2(S

2M2) = 0, de sorte que Ru(GM) = Ru(GM2⊕U). En

appliquant le théorème 2.2.14, on retrouve ainsi que Ru(GM) = G2
a si et seulement si

b2 − c et b sont Cσ-linéairement indépendants modulo (σ − id)(K).
L’analogue aux q-différences du théorème 6.0.1.i) est alors satisfait avec le choix suivant
de Z ∈ Ext1(1,1) :

1. Z = 0 si b2 − c et b sont Cσ linéairement indépendants modulo (σ − id)(K) .
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2. Z est représenté par
(

1 −c+ b2

0 1

)
sinon.

Remarque 2 : Vérifions que la condition d’autodualité du théorème précédent est
invariante par changement de jauge.

On reprend les notations du paragraphe 11.3.1.

Alors : b′1/a = b1/a + (p − pσ) ,(b′1/a)2 = (b1/a)
2 + (p − pσ)2 + 2(p − pσ)(b1)/a et

(λc′+gb′1)/a = (λc−fb1)+λ(r−rσ)+b1/a(p−pσ)+λ((pd)σ−(pd))+((fp)σ−fp)+p(p−pσ)
On en déduit que : (b′1/a)

2−2(λc′+gb′1)/a = (b1/a)
2−2(λc+fb1)/a−2λ(r−rσ+(dp)σ−

dp)−2((fp)σ−(fp))+((p2)σ−p2). Ainsi (b′1/a)
2−2(λc′+gb′1)/a et (b1/a)

2−2(λc+fb1)/a

ont la même classe de congruence modulo l’image de K par σ − id et il en est de même
de b′1/a et b1/a. La condition d’autodualité est donc indépendante des changements de
jauge.

11.5. GROUPE DE GALOIS DU SYSTEME 13

Soit (K, σ, ∂) un corps différentiel aux différences, de corps des constantes Cσ algébri-
quement clos. Soit a ∈ K∗. Considérons l’extension panachée de matrice représentative :

M =

 a 2∂a ∂2a

0 a ∂a

0 0 a

 . (17)

On suppose que l’extension M1 n’est pas scindée, ce qui revient à demander que ∂a/a
ne soit pas de la forme f(qz)− f(z), f ∈ K.

Un changement de jauge constant permet de mettre M sous la forme suivante :

 a 2∂a 2(∂2a)

0 a 2∂a

0 0 a


Ainsi, en appliquant le résultat précédent avec b = 2∂a et c = 2(∂2a), on obtient que la
nullité du W−2 de l’extension panachée M équivaut à l’existence d’une fonction f dans
K et d’une constante µ dans Cσ telles que σ(f) − f = 4((∂a/a)2 − ∂2a/a) + µ(∂a/a) =
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−4∂(∂a/a) + µ∂a/a.

Cette dernière condition équivaut au fait que il existe une constante µ ∈ Cσ
et un élément f ∈ K tels que

∂(∂a/a) + (µ)∂a/a = σ(f)− f.

Du théorème 11.4.1, on déduit donc :

Théorème 11.5.1. Avec les notations précédentes, W−2(GM) = 0 si et seulement si
∂(∂a/a) et ∂a/a sont linéairement dépendants sur Cσ mod (σ − 1)(K).

Nous allons montrer dans les paragraphes suivants ce que signifie cette condition quand
K = C(z)

11.5.1. Autodualité sur C(z). — Pour f dans C(z), posons d/dzf = f ′, de sorte
que ∂f = zf ′.

Lemme 11.5.2. Il existe une fonction f dans C(z) et une constante λ dans C telles que
z2(a′/a)′ + λ(za′/a) = f(qz) − f(z) si et seulement s’ il existe un élément g de C(z)∗,
une constante µ dans C∗ et un entier relatif r tels que : a(z) = µzr g(qz)

g(z)
.

Démonstration. — S’il existe une fonction f dans C(z)et une constante λ dans
C telles que z2(a′/a)′ + λ(za′/a) = f(qz) − f(z) : D’après la définition 11.0.5, on
peut écrire a sous la forme a = aσ(f)

f
, où f ∈ K∗ et a sous forme standard et vu

l’hypothèse, il existe une fonction k dans C(z) et une constante λ dans C telles que
z2(a′/a)′ + λ(z(a′/a) = k(qz)− k(z).

On écrit a sous la forme a(z) = µ
∏

i(z − ai)
αi où pour tout i, αi ∈ Z et ai 6= qZaj si

i 6= j.
a′

a
=

∑
i

αi
z − ai

et ainsi (
a′

a
)′ =

∑
i

−αi
(z − ai)2

On obtient alors z2(a
′

a
)′ = −

∑
i αi − 2

∑
i
αiai

z−ai
−

∑
i
−αia

2
i

(z−ai)2
et (za′/a) =

∑
i αi −

∑
i
aiαi

z−ai

.
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Ecrivons la décomposition en éléments simples de k :

k(z) =
∑
n

bnz
n +

∑
i

∑
j

dji
(z − ci)j

.

Il résulte de ces deux écritures de k et de a, ainsi que de l’égalité z2(a′/a)′ + λza′/a =

k(qz)− k(z), la formule suivante :

(λ−1)
∑
i

αi+(λ−2)
∑
i

αiai
z − ai

−
∑
i

−αia2
i

(z − ai)2
=

∑
i

∑
j

(
dji/q

j

(z − ci/q)j
− dji

(z − ci)j
)+

∑
(qnbn−bn)zn.

En s’inspirant des démonstrations du paragraphe 11.2.1, on en déduit que k ne peut
avoir de pôle d’ordre ≥ 3 et que bn = 0 pour n ≥ 1.
Par identification polaire, on obtient les égalités suivantes :

1. (λ− 1)
∑

i αi = 0.
2. (λ− 2)

∑
i
αiai

z−ai
=

∑
i(
ci/q∗d1i /ci
(z−ci/q) −

ci∗d1i /ci
(z−ci) ).

3. −
∑

i
−αia

2
i

(z−ai)2
=

∑
i(

(d2i /c
2
i )∗(ci/q)2

(z−ci/q)2 − (d2i /c
2
i )∗c2i

(z−ci)2 ).

Soit ai un pôle ou un zéro non nul de a. On suppose qu’il existe i0 tel que ai = ci0
(ai = ci0/q donnerait lieu au même type de raisonnement). Considérons alors l’entier n0

maximal tel que ci0/qn0 soit égal à un élément ci1 . Comme a est sous forme standard,
ci1/q ne peut aparraître comme diviseur de a, il existe donc i2 tel que ci2 = ci0/q

n0+1

(d’après l’égalité 3) . Or ceci est absurde par maximalité de n0 et non nullité de ci0 .
On en déduit que a ne peut avoir de pôle ou de zéro non nul Si λ 6= 1, la première
condition revient à ce que a soit de la forme µ, µ ∈ C .
Si λ = 1, alors a peut avoir un pôle ou un zéro nul et est donc de la forme µzr. Ainsi
a = µzr σ(f)

f
avec f ∈ K∗ et µ ∈ C.

Réciproquement, si a est de la forme µzrg(qz)/g(z), alors :

1. za′/a = (r + k(qz)− k(z)) avec k(z) := zg′(z)/g(z).
2. (a′/a)′ = −(r + k(qz)− k(z))/z2 + (qk′(qz)− k′(z))/z.
3. ainsi z2(a′/a)′ + za′/a = h(qz)− h(z) avec h(z) = zk′(z).

Ceci termine la démonstration.

Le théorème 11.5.1 entraîne alors pour le système aux différences 17 décrit par la
matrice M du début du paragraphe 11.5 .
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Corollaire 11.5.3. Soit a ∈ C(z)∗. La dimension sur C du groupe de Galois (pris au
sens de [38]) du système aux q-différences 17, associée à A = (a) est égale à 3 si et
seulement si a n’est pas de la forme µzr g(qz)

g(z)
, µ ∈ C, r ∈ Z et g ∈ C(z) .

11.6. TRANSCENDANCE ET HYPERTRANSCENDANCE DES SOLU-
TIONS D’EQUATIONS AUX q-DIFFERENCES

11.6.1. Hypothèse (H) et transcendance. — On reprend les notations du début
chapitre 11. En particulier CE désigne le corps des fonctions q-elliptiques. Un module
aux q-différences M sur C(z) de type 13 ( dans un cadre plus général voir [29]) admet
dans Mer(C∗) une matrice fondamentale de solutions

Φ = (φij) =

 φ 2∂φ ∂2φ

0 φ ∂φ

0 0 φ


dont les composantes engendrent sur KE := CE(z) une extension aux q-differences

FE = KE(φ, ∂φ, ∂2φ).

L’ensemble des σ-automorphismes de FE/KE est un groupe algébrique linéaire sur CE,
noté GE

M. Nous supposerons que par rapport au groupe de Galois GM calculé plus haut,
il vérifie l’hypothèse suivante :

Hypothèse (H) : les composantes neutres des groupes GE
M et GM⊗CE sont isomorphes

sur CE.
voir note en bas de page 6.

Puisque Φ est inversible dans l’anneau KE[Φ, 1/det(Φ)], l’application naturelle

φ 7→ {g → gφ}

de cette algèbre dans l’anneau des fonctions règulieres sur GE
M , a valeurs dans FE, s’étend

en un morphisme surjectif

FE ⊗KE
KE[Φ, 1/det(Φ)] → FE ⊗CE

CE[GE
M].

En particulier, degtr(FE/KE) ≥ dim(GE
M) (et il y a probablement égalité).
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En se plaçant sous l’hypothèse (H), on déduit donc des corollaires 11.2.4, 11.5.3
l’énoncé suivant .

Théorème 11.6.1. Soient φ ∈Mer(C∗) et a ∈ C(z) tels que σq(φ) = aφ. Alors :

1. φ est algébrique sur KE si et seulement si a est du type a(z) = µσq(g)

g
, g ∈ K et µ

d’ordre fini dans C∗/qZ.
2. φ et ∂φ sont algébriquement indépendants sur CE(z) si et seulement si a n’est pas

de la forme µσq(g)

g
, où µ ∈ C et g ∈ C(z)

3. φ, ∂φ et ∂2φ sont algébriquement indépendants sur CE(z) si et seulement si a n’est
pas de la forme µzr σq(g)

g
,où µ ∈ C, r ∈ Z et g ∈ C(z).

11.6.2. Hypertranscendance. — Soient n un entier > 2, Mn le système aux
q-differences construit sur le mode de (2) et (3), en derivant n fois φ, et FE :=

KE(φ, ∂φ, ..∂nφ) ⊂Mer(C∗).
Alors, Autσq(FE/KE) est le groupe algébrique linéaire GE

Mn
de Mn sur CE. Un calcul

simple permet de montrer que :

∀k ≥ 0, σq(∂
k(∂(φ)/φ))− ∂k(∂(φ)/φ) = ∂k(∂(a)/a).

Comme FE = KE(φ, φ∂(φ)/φ, .., φ∂n−1(∂(φ)/φ)), on en déduit que FE est aussi le corps
engendré sur KE par les solutions du module au différences M̃n, dont une représentation
matricielle est donnée par :


a 0 .. .. a∂n−1(∂(a)/a)

0 a 0 .. a∂n−2(∂(a)/a)

0 .. .. a ∂a

0 .. .. 0 a

 .

M̃n est la somme directe des extensions Ei pour i = 0, .., n− 1 de A par A, définies par
Ei := σq(z)− az = a∂i(∂a/a)y, où σq(y) = ay . Elles sont définies sur K.

D’après le théorème 2.2.14, le radical unipotent du groupe de Galois de M̃n ( au sens
de [38]) est isomorphe à Cn si les extensions Ei sont C-linéairement indépendantes dans
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Ext1K[σq ](A,A).

Sous l’hypothèse (H) et le fait que degtr(FE/KE) ≥ dimCE
GE
Mn

, on se propose d’en
déduire :

Théorème 11.6.2. Soit a dans K = C(z) et f une solution dans Mer(C∗) de l’équation
aux q-différences σq(f) = af . Si a n’est pas de la forme µzr f(qz)

f(z)
, µ ∈ C, r ∈ Z et

f ∈ K, alors f est hypertranscendante sur CE, c’est-à-dire f ne satisfait aucune équation
algébrodifférentielle sur CE.

Remarque1 La nouvelle écriture de FE aurait permis, pour n = 2, une preuve plus
rapide pour le calcul du calcul du groupe de Galois de l’extension panachée M que celle
du paragraphe 11.5.1.
Néanmoins, nous avons préféré conserver la preuve du paragraphe 11.3, qui fournit une
piste pour cerner les extensions Z attachées aux extensions panachées M avec Ru(GM)

abélien ( voir aussi la remarque 1 suivant le théorème 11.4.1 ) .
Remarque2
On peut en fait déduire le théorème 11.6.2 du théorème d’Ishizaki [23]. celui-ci entraîne
en effet que pour a(z) de la forme a2(z) =

∏
(1− aiz)

αi i.e div(a2) ⊂ C∗, les solutions y2

de σq(y) = a2y sont hypertranscendantes. Par ailleurs, si a est de la forme a1(z) = µzr,
les solutions y1 de σq(y) = a1y vérifient ∂(∂y1

y1
) = 0. Donc, pour a = a1a2, a2 6= 1 les

solutions de σq(y) = ay sont encore hypertranscendantes.

Démonstration. — D’après les remarques précédentes et le lemme 10.2.3, la dimension
de GM̃n

est égale à n si ∂a/a, ..∂n−1(∂a/a) sont C-linéairement indépendantes modulo
(σq − 1)C(z).

D’après la définition 11.0.5, on peut écrire a sous la forme a = aσ(f)
f

, f ∈ K∗ et a sous
forme standard.

Lemme 11.6.3. Soit a ∈ C(z)∗ telle que a ait une forme standard possédant un pôle ou
un zéro non nul. Alors la famille {∂a/a, .., ∂k(∂a/a), ..} est indépendante sur C modulo
(σq − 1)(C(z)).
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Preuve
Par changement de jauge, on se ramène au cas où a(z) = a(z).
On reprend les notations de la preuve 11.6.2 et on suppose qu’il existe λ0, ..., λN dans C,
λN 6= 0 et f ∈ C(z), tels que :

N∑
k=0

λk∂
k(∂a/a) = σq(f)− f =

∑
n

(qnbn(qz)− bn)z
n +

∑
i

∑
j

(
q−j.dji

(z − ci/q)j
− dji

(z − ci)j
)

et

f(z) =
∑
n

bnz
n +

∑
i

∑
j

dji
(z − ci)j

.

Une récurrence aisée montre que :

∀ j > 0, ∂j(∂a/a) =
∑
i

αia
j
i (−1)jj!

(z − ai)j
+ des termes polaires d’ordre strictement inférieur à j,

où
∑
αi(ai) = diviseur(a). Soit alors i0 tel que ai0 6= 0.

Compte tenu des écritures précédentes et de l’unicité de la décomposition en éléments
simples sur C(z), on en déduit que ai0 doit être un pôle d’ordre N de σqf −f , c’est-à-dire
que soit ai0 soit qai0 est un pôle d’ordre au au moins N de f .
On considère ensuite l’entier relatif n0 maximal tel que q−n0ai0 soit un pôle d’ordre au
moins N de f . Comme q−(n0+1)ai0 est un pôle de σq(f) et que q−(n0+1)ai0 n’est pas pôle
d’ordre N de σq(f)− f (a = a est standard), on en déduit que q−(n0+1)ai0 doit apparaitre
comme pôle d’ordre au moins N de f . Or ceci est absurde par maximalité de n0 et non
nullité de ai0 .
La dimension de GM̃n

tend vers l’infini avec n, le degré de transcendance de
K(φ, ∂φ, .., ∂nφ..) sur K sous l’hypothèse (H) est donc infini. Le théorème 11.6.2

est donc démontré.

11.6.3. Compléments : équations aux q-différences sur CE(z). — A l’appui de
l’hypothèse (H), on montre comment le théorème 11.2.3 et le lemme 11.5.2 qui ont servi
à calculer GM sur C(z) sont encore valables sur CE(z).
Nous conservons l’hypothése a ∈ C(z)∗

Notations
KE = CE(z) est le corps des fractions rationnelles à coefficients dans CE.

On désigne par CE une clôture algébrique de CE, F = CE(z) le corps des fractions
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différentielles à coefficients dans CE, et ∂ := zd/dz la dérivation dans K.

Soit σ̃q un prolongement de σq à KE. Il induit un automorphisme de CE, que l’on note
τ . On note de nouveau σq l’automorphisme aux différences de F défini par :

∀b ∈ CE, σq(bz) = τ(b)qz.

De plus, ∂ étant une dérivation de CE, on peut l’étendre de façon unique en une dériva-
tion de CE, à nouveau notée ∂ de corps des constantes C. Le caractére galoisien de σ̃q
assure l’égalité suivante : ∂τ = τ∂.

Définition 11.6.4. On dit que deux éléments f et g de CE(z) sont équivalents s’ il existe
n ∈ Z tel que f(z) = σq

n(g)

qn . Dans ce cas, on note f = qn.g

Remarque on a bien défini une relation d’équivalence.

Le corps des fractions rationnelles sur CE est quasi logarithmique
Lemme 11.6.5. (KE, ∂, σq) est un corps aux différences différentiels et C∂(KE) = C,
Cσ(KE) = CE

Démonstration. — KE est inclus dans Mer(C∗), par conséquent C∂(KE) = C,
Cσ(KE) = CE .

Lemme 11.6.6. Soit f dans CE. S’il existe un entier k 6= 0 tel que τ(f) = f/qk , alors
f est nulle.

Démonstration. — Si f est dans CE, il existe un polynôme minimal P (X) =∑N
n=0 anX

n à coefficients dans CE annulant f .
Ainsi

∑N
n=0 anf

n = 0 et
∑N

n=0 anτ(f)n = 0 =
∑N

n=0 an/q
nkfn = 0 .

On en déduit que
∑N

n=0 an(1−
1
qnk

)fn = 0, donc :

f(
N−1∑
n=0

an+1(1−
1

q(n+1)k
))fn = 0 = fQ(f)

Il résulte de l’égalité précédente que :
1. Soit f = 0

2. Soit Q(f) = 0, ce qui par minimalité de P impose la nullité du polynôme Q, ce qui
revient à la nullité des coefficients an pour n ≥ 1 car q est de module différent de 1.
donc a0f = 0, P étant non nul f = 0.

Théorème 11.6.7. Le corps KE est quasi-logarithmique.



124CHAPITRE 11. EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ISSUES D’ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES

Démonstration. — Soit a dans C(z), tel qu’il existe f dans KE telle que ∂a/a =

σq(f)− f .
D’après la définition 11.0.5, on peut écrire a sous la forme a = aσ(g)

g
avec g ∈ C(z)∗ avec

a sous forme standard.
Dans ce cas, il existe k dans KE telle que ∂a/a = σq(k)− k.

On écrit a sous la forme

a = d

n∏
i=1

(z − ai)
αi

où d, ai dans C et αi ∈ Z.
On obtient :

∂a/a =
n∑
i=1

αi +
n∑
i=1

αiai

(z − ai)
.

On écrit la décomposition de k en éléments simples dans F : k(z) =
∑N

n=0 bnz
n +∑

i

∑νi

j
dj

i

(z−ci)j avec bn, dji , ci des éléments de CE.

On a σqk − k =
∑N

n=0(q
nτ(bn) − bn)z

n +
∑

i

∑νi

j
q−jτ(dj

i )

(z−q.ci)j −
dj

i

(z−ci)j On en déduit par
identification que :

1. τ(bn) = bn/q
n pour tout n ≥ 1, ce qui entraîne d’après le lemme 11.6.6 , bn = 0 pour

n > 0.
2.

∑n
i=1 αi = (τ(b0) − b0)(∗) Or b0 étant algébrique sur CE, il existe un entier N > 0

tel que τN(b0) = b0. Ainsi N
∑n

i=1 αi = (τN(b0) − b0) = 0 et on en déduit que∑n
i=1 αi = 0.

3. k ne peut avoir de pôle non nul d’ordre supérieur à 1. En effet, supposons qu’il
existe ci d’ordre l > 1. On a

∑
i tels que νi=l

q−lτ(dl
i)

(z−q.ci)l −
dl

i

(z−ci)l = 0. Soit n le plus
grand entier positif ou nul tel que qn.ci soit un pôle d’ordre l de k.
Alors qn+1.ci apparaît dans la décomposition en éléments simples avec un ordre k,
ce qui implique que qn+1.ci est un pôle d’ordre l de k. Il existe donc un entier r ≤ n

tel que qn+1.ci = qr.ci. On en déduit d’après le lemme 11.6.6 que ci = 0, ce qui est
absurde.

Toujours par identification des décompositions en éléments simples, on a :

n∑
i=1

αiai

z − ai
=

∑
i

τ(d1i )(q.ci)

τ(ci)

(z − q.ci)
−

d1i (ci)

ci

(z − ci)
(18)

Si ai est un pôle ou un zéro non nul de a, alors ai/q ne peut être un élément du diviseur
de a. On suppose qu’il existe i0 tel que ai = ci0 , ci0 est donc dans C ( ai = ci0/q donnerait
lieu au même type de raisonnement). Considérons alors l’entier n0 maximal tel que ci0/qn0

soit égal à un élément ci1 . Comme a est sous forme standard, ci1/q ne peut apparraître
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comme diviseur de a, il existe donc i2 tel que ci2 = ci0/q
n0+1 (d’après la formule (18)) .

Or ceci est absurde par maximalité de n0 et non nullité de ci0 .
On en déduit que a ne peut avoir de pôle ou de zéro non nul. Le fait que

∑
αi = 0 assure

que a est un élément de C. On en déduit que a doit être de la forme a(z) = λ g(z)
g(qz)

où g

est une fraction rationnelle.

Autodualité sur CE(z)

On reprend les notations du paragraphe précédent.

Lemme 11.6.8. Il existe une fonction q-elliptique λ et un élément f dans KE tels que
∂(∂a/a) + λ(∂a/a) = f(qz) − f(z) si et seulement si il existe un complexe µ, un entier
relatif r et un élément g dans C(z) tels que a(z) = µzr g(qz)

g(z)
.

Démonstration. — On reprend les notations du lemme 11.6.3.

D’après la définition 11.0.5, on peut écrire a sous la forme a = aσ(f)
f

où f ∈ K∗ avec a
est sous forme standard.
Vu l’hypothèse, il existe une fonction k dans C(z) et une constante γ dans C telles que
z2(a′/a)′ + γ(z(a′/a) = k(qz)− k(z).

Cette équivalence se déduit de la formule : ∂a/a = ∂a/a + σq(∂g/g) − ∂g/g. On va
désormais travailler avec a.

On a donc :
1. ∂(∂a/a) + λ∂a/a = λ

∑
αi +

∑
αiλai

(z−ai)
−

∑ αi(ai)
2

(z−ai)2
.

2. k(qz)− k(z) =
∑N

n=0(q
nτ(bn)− bn)z

n +
∑

i

∑
j
q−jτ(dj

i )

(z−q.ci)j −
dj

i

(z−ci)j .
Les mêmes arguments que ceux de la preuve 11.6.3 donnent les résultats suivants :
1. λ

∑
αi = τ(b0)− b0 ce qui implique λ

∑
αi = 0.

2. bn = 0 pour n > 0.
3. k ne peut avoir de pôle d’ordre > 2.

Toujours par identification de la décomposition en éléments simples, on a :∑ αi(ai)
2

(z − ai)2
=

∑
i

q−2τ(d2
i )

(z − q2.ci)2
− d2

i

(z − ci)2
=

∑
i

τ(d2i )

(τ(ci))2
(q.ci)

2

(z − q.ci)2
−

d2i
(ci)2

(z − ci)2
(19)

. Si ai est un pôle ou un zéro non nul de a, alors ai/q ne peut être un élément du diviseur
de a. On suppose qu’il existe i0 tel que ai = ci0 ( ai = ci0/q donnerait lieu au même type
de raisonnement). Considérons alors l’entier n0 maximal tel que ci0/qn0 soit égal à un
élément ci1 . Comme a est sous forme standard, ci1/q ne peut apparraître comme diviseur
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de a, il existe donc i2 tel que ci2 = ci0/q
n0+1 (d’après la formule (19)) . Or ceci est absurde

par maximalité de n0 et non nullité de ci0 .
On en déduit que a ne peut avoir de pôle ou de zéro non nul. Si λ 6= 1, la première
condition revient compte tenu de la discussion précédente à dire que a ne possède ni zéro,
ni pôle nul et est donc de la forme µ, µ ∈ C .
Si λ = 1, alors a peut avoir un pôle ou un zéro nul et est donc de la forme µzr. Ainsi
a = µzr σq(g)

g
, g ∈ C(z)∗.

Ceci termine la démonstration du lemme.

11.7. CORPS AUX τ-DIFFERENCES

11.7.1. Le corps des fractions rationnnelles aux τ-différences est logarith-
mique. — Soit τ un nombre complexe non nul. On note στ l’application de C(z) dans
C(z) qui à z associe z + τ . Le corps k = C(z) muni de l’opérateur aux différences στ et
de la dérivation d

dz
est un corps différentiel aux différences de corps des constantes C de

carcatéristique nulle et algébriquement clos. On peut donc lui appliquer les résultats du
chapitre 9.
Théorème 11.7.1. Le corps (C(z), στ ,

d
dz

) est logarithmique.

Démonstration. — Supposons que a(z) vérifie une équation du type

a′(z) = a(z)(f(z + τ)− f(z)) (20)

où f(z) ∈ C(z).
Ecrivons a(z) = λ

∏r
i=1(z − ai)

αi où les ai sont distincts deux à deux, αi ∈ Z et λ ∈ C.
La décomposition en éléments simples de f fournit l’écriture suivante f(z) = P (z) +∑t

i=1

∑γt

j=1
νj

i

(z−ci)j , P (z) ∈ C[z]. En écrivant l’équation (20) sous la forme a′(z)
a(z)

= f(z +

τ)− f(z) on obtient :∑
i

αi
(z − ai)

= P (z + τ)− P (z) +
∑
i

∑
j

νji
(z − ci)j

− νji
(z − (ci − τ))j

(21)

Il en résulte que P (z) est une constante car l’application affine de C dans lui -même qui
à z associe z + τ n’admet aucun point fixe. On va montrer que f ne peut avoir de pôle
d’ordre ≥ 2.

En effet, supposons que f ait un pôle cik d’ordre k > 1.

Soit cik un pôle d’ordre > 1. Il doit exister un entier ik+1 tel que cik = cik+1
− τ et

νjik = νjik+1
.
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Ceci signifie que si c est un pôle d’ordre ≥ 2 pour f alors c+ τ doit être un pôle d’ordre
au ≥ 2 pour f . Comme f ne peut avoir un nombre infini de pôles, on en déduit que f n’a
que des pôles simples.

On notera désormais νi = ν1
i pour tout i et on pose δi = νi/ci. L’équation (21) se

résume alors à : ∑ αi
(z − ai)

=
∑ ciδi

(z − (ci − τ))
− ciδi

(z − ci)
.

On en déduit que si ci est un pôle d’ordre δi de a alors ci − τ est un zéro d’ordre δi de a
et que si ci est un zéro d’ordre δi de a alors ci − τ est un pôle d’ordre δi. On en déduit
que a doit être de la forme a(z) = λg(z+τ)

g(z)
, où g est une fraction rationnelle.

Réciproquement si a est de la forme précédente, on obtient par dérivation a′(z) =
g′(z)
g(z)

a(z) − g′(z+τ)
g(z+τ)

a(z). En posant f(z) := g′(z)
g(z)

, on obtient a′(z) = f(z + τ)a(z) −
f(z)a(z).

11.7.2. Extensions panachées dérivées d’équations aux τ-différences. — Soit
τ un nombre complexe non nul. On note στ l’application de C dans C qui à z associe
z + τ Soit a dans K = C(z)∗ on considére l’extension panachée suivante, où ′ = d/dz :

M =

 a 2a′ a′′

0 a a′

0 0 a

 .

On suppose que l’extension de matrice M1

(
a a′

0 a

)
n’est pas scindée.

Un changement de jauge constant permet de mettre A sous la forme suivante : a 2a′ 2a”

0 a 2a′

0 0 a


Ainsi, en appliquant le résultat précédent avec b = 2a′ et c = 2a′′, on obtient que la nullité
du W−2 de l’extension panachée tordue par A−1 équivaut à l’existence d’une fonction
f ∈ K et d’une constante λ ∈ C tels que f(z + τ)− f(z) = 4(a′/a)2 − 4a′′/a+ λ(a′/a) =

4(a′/a)′ + λ(a′/a).

Lemme 11.7.2. S’il existe λ ∈ C et f ∈ K tels que (a′/a)′ + λ(a′/a) = f(z + τ)− f(z)

alors il existe un élément g dans K et une constante µ ∈ C tels que a(z) = µg(z+τ)
g(z)

.

Démonstration. — On écrit a sous la forme : a(z) = µ
∏

i(z − ai)
αi avec pour tout i,

αi dans Z et ai 6= aj si i 6= j.

a′

a
=

∑
i

αi
z − ai

et ainsi (
a′

a
)′ =

∑
i

−αi
(z − ai)2



128CHAPITRE 11. EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ISSUES D’ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES

On obtient alors :(a′
a
)′ = −

∑
i

αi

(z−ai)2
.

Ecrivons la décomposition en éléments simples de f :

f(z) = P (z) +
∑
i

∑
j

dji
(z − ci)j

.

Il résulte de ces deux écritures de f et de a, ainsi que de l’égalité (a′/a)′ = f(z+τ)−f(z),
la formule suivante :

−
∑
i

αi
(z − ai)2

+ λ
∑
i

αi
(z − ai)

=
∑
i

∑
j

(
dji

(z − (ci − τ))j
− dji

(z − ci)j
).

Parallèlement à la démonstration du théorème 11.7.1, on en déduit que P (z) est constant
et que f ne peut avoir de pôle d’ordre ≥ 2.
Par identification polaire, on obtient les égalités suivantes :

−
∑
i

αi
(z − ai)2

=
∑
i

d2
i

(z − (ci − τ))2
− d2

i

(z − ci)2

et
λ

∑
i

αi
(z − ai)

=
∑
i

d1
i

(z − (ci − τ))
− d1

i

(z − ci)
.

Une démonstration analogue à celle du lemme 11.5.2 montre alors qu’il existe une fonction
g dans K telle que a(z) = µg(z+τ)

g(z)
.

De l’analogue du théorème 11.5.1 et du lemme 11.7.2, on déduit :

Théorème 11.7.3. Soit a dans K∗, on a :

1. Si a est de la forme λg(z+τ)
g(z)

, g ∈ K et λ ∈ C, alors la dimension du radical unipotent
du groupe de Galois (pris au sens de [38]) de l’extension panachée M associée à a
est nulle.

2. Dans le cas contraire, sa dimension vaut 2.
Remarque Dans le cas du corps aux σ-différences (C(z), τ, d/dz), la dimension du ra-

dical unipotent du groupe de Galois (pris au sens de [38]) du système 13 est égale à 2 si
et seulement si a n’est pas de la forme λg(z+τ)

g(z)
, g ∈ K et λ ∈ C

Contrairement au cas des σq-différences, on n’a pas dans le cas des τ -différences de chan-
gement de condition sur a lorsque l’on passe du système (2) au système (3). La raison en
est que στ n’admet pas 0 comme point fixe, à l’inverse de σq. Pour une appoche analytique
de ces questions, voir [3].
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