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INTRODUCTION

Ce travail a pour objet I'étude de certains types d’extensions dans des catégories
tannakiennes, leurs applications aux modules différentiels et aux différences, et plus
particuliérement le calcul de leurs groupes de Galois.

Une description compléte du groupe de Galois a été obtenue par E. Compoint et M.
Singer dans le cas d’un opérateur complétement réductible(|14]). On peut par conséquent
décrire le quotient réductif maximal de tout groupe de Galois différentiel. Il reste & en
calculer le radical unipotent.

E. Hrushovski donne dans [22]| un algorithme de calcul du groupe de Galois d'une équa-
tion différentielle linéaire Ly = 0 dans le cas général. Cependant, cette description ne
fournit pas de lien direct entre le groupe de Galois et la structure du module différentiel
de L.

Dans le cas ou L est le produit de deux opérateurs complétement réductibles, une réponse
compléte a cette question est fournie par le théoréme de P. H. Berman et M. Singer [4], qui
décrit le radical unipotent du groupe de Galois de L sous la forme d'un groupe vectoriel,
espace des solutions d'un sous-opérateur différentiel explicite de 1'opérateur homomor-
phisme entre les deux facteurs.

Le cas d’un produit de trois opérateurs complétement réductibles ne connait jusqu’a pré-
sent que des réponses partielles ( K. Boussel [13] dans le cas hypergéométrique, et D.
Bertrand [8] pour certains opérateurs irréductibles). C’est cette étude que nous poursui-
vons ici.

Nous montrons en particulier :

1. Comment, de maniére effective, ramener le probléme au cas d’un radical unipotent
abélien.

2. Comment, une fois ce cas atteint, ramener le calcul & celui du produit de deux
opérateurs complétementréductibles.
Les résultats précédents s’étendent au cadre des équations aux différences. A titre
d’illustration, nous montrons enfin
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3. Comment réaliser la seconde étape de facon effective dans une situation élémentaire
liée a I’étude des corps aux différences différentiels.

Nous décrivons maintenant plus en détail le contenu de la thése.

Premiére partie

La premiére partie est consacrée au l-extensions (qu’on appellera aussi extensions
simples) d’objets tannakiens.

Soit ainsi T une catégorie tannakienne neutre sur un corps C' algébriquement clos, de
caractéristique nulle, dont on note 1 'objet unité et w un foncteur fibre & valeurs dans
Vecte. On donne ici une description concréte de 1’ isomorphisme naturel R qui relie les
groupes Extin(X,)) et Exth(1, Hom(X,))). Cet isomorphisme permet de simplifier la
présentation (et les démonstrations) de nombreux énoncés.

On obtient ainsi la version tannakienne suivante du théoréme de Berman-Singer ([4]),
ou l'on appelle groupe de Galois d’'un objet M de T, noté Gy, le groupe algébrique
Aut®(< M >) (ou < M > désigne la catégorie tannakienne engendrée par M dans T). :

Théoréme 1 [Théoréme 2.2.5| Soient (T,w) une catégorie tannakienne, X et )
deux objets semi-simples de T et U une extension dans T de X par ). Alors Gy, est égal
au produit semi-direct du groupe réductif Gxgy par un groupe vectoriel w(V), ou V est
le plus petit sous-objet de Hom(X,)) tel que le quotient par V de l'élément R(U) de
Ext*(1, Hom(X,))) soit une extension scindée.

On en déduit le corollaire suivant, dont le principe sera repris a la partie IV :

Théoréme 2 |[Theoréme 2.2.14| Soient X et ) deux objets semi-simples de
T, A Panneau End(Hom(X,)Y)), &i,..,&,, des extensions de X' par Y et telles que
R(&E1), .., R(E,) soient A-linéairement indépendantes dans Exth(1, Hom(X,))). Alors
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le radical unipotent de Gg, g ae, est isomorphe a (Hom(w(X),w(P)))".

Deuxiéme partie

La seconde partie est consacrée aux extensions panachées.
Cette notion, introduite par Grothendieck [20] est bien adaptée a 1’étude des pro-
duits de trois opérateurs différentiels. La structure de torseur qu’elle sous-tend permet en
effet d’isoler la partie nouvelle du radical unipotent, qui n’est ici, en général, plus abélien.

Pour tout élément M de 'ensemble £(X,.A,)) des extensions panachées construites
sur trois objets initiaux X', A, ) et pour toute extension simple i/ de X par ), on note
M xU élément de E(X, A, )), que cette structure de torseur permet de définir.

On définit par ailleurs un ensemble d’opérations élémentaires sur les extensions pana-
chées, qui interviennent dans la preuve du théoréme 6.0.1.

Enfin, en préparatif aux applications de la troisiéme partie, on traduit ces opérations en
termes de représentations matricielles de modules différentiels.

Troisiéme partie

Soient (K,0) un corps différentiel de corps des constantes algébriquement clos, de
caractéristique nulle, K une extension de Picard-vessiot universelle de K, et Dy := K [0]
I’anneau des opérateurs différentiels a coefficients dans K.

Soit M un Dg-module. On note M son espace vectoriel de solutions dans K, Ky = K
Pextension de Picard-Vessiot de M dans K et Gy = Gal(Ky|K) le groupe de Galois
différentiel de 'extension K;/K, qu'on appellera de nouveau groupe de Galois de M.

La troisiéme partie est consacrée au calcul du radical unipotent R, (G ;) de G lorsque
M correspond au produit de trois opérateurs complétement réductibles.

Dans ce cas le groupe dérivé D(R,(Gy)) de R,(Gy) est entierement cerné par I'étude
des 1l-extensions. Reste a décrire 1'abélianisé de R, (G ).



4 TABLE DES MATIERES

On obtient ainsi :

Théoréme 3 [Théoréme 6.0.1] Soient X', A, et ) des Dx-modules semi-simples, M,
(resp. M) une extension simple de A (resp. X) par Y (resp. A) et M un Dg-module
dans £(X, A,)), extension panachée de My par M;.

i) Il existe une extension panachée M dans £(1&Hom (X, A), Hom(X, A), Hom(X,Y)),
telle que M e< M >, Gal(Ky|Ky) = D(Ru(CGu)) et Ry(Gar)® = Ru(Gyp)
(en particulier R, (G77) est abélien).

ii) Si le radical unipotent du groupe de Galois G, est abélien, il existe un Dg-module
Z, extension simple de X par Y, tel que Gal(Ky|Ky, .Kn,) = Ru(Gz) et Kpypz =
Ky, Ky, -

La preuve de i) fait appel a la fois aux méthodes directes de calcul d’un groupe mais
aussi a des techniques utilisées lors de la résolution du probléme inverse principalement la
descente galoisienne d’opérateurs. Elle n’est malheureusement pas totalement effective.
En revanche la construction de M au i) est entiérement effective.

Quatriéme partie

Dans la derniére partie de la thése, on applique ces différentes méthodes au cadre
des modules aux différences. La remarque de base qui sous-tend cette application est la
suivante .

Soit (K, 0,0) un corps aux différences et différentiel, c’est a dire un corps K (ici encore
de caractéristique nulle), muni d’une dérivation 0 et d’un automorphisme o tels que
og0d = 0oo. On note C, le corps des constantes (c’est a dire des invariants de o) et
Cy le corps des constantes de 9 que I'on suppose algébriquement clos et inclus dans C,,
lui-méme algébriquement clos.

Soit par ailleurs .4 un module aux différences (dont une représentation matricielle est
donnée par A € Gl,(K)) et Y une solution du systéme aux différences oY = AY dans une

extension différentielle aux différences de K. Alors ( ) est une solution du systéme

Y

oY = 4 04 oY l'on t interpréter comme un tension d
o v = 0 A v , que l'on peu erpréter co e une extension de

A par A. 1l est donc justifiable des résultats de la premiére partie de la thése appliquée



TABLE DES MATIERES 5

au cas des catégories de modules aux différences. On peut ainsi fournir une description
explicite du groupe de Galois aux différences (pris au sens de [38]) de ce systéme.
De méme, la considération des dérivées secondes conduit au systéme aux différences

Y A 204 %A 92y
ol av | =0 4 o4 ay |,
Y 0 0 A Y

c’est-a-dire a la représentation matricielle d'une extension panachée M dans la catégorie
des modules aux différences sur les objets initiaux A, A, A .

En particulier, dans le cas ou A est de rang 1, le radical unipotent R,(Gjs) du groupe
de Galois aux o-différences G); de M, est abélien. Nous montrons que l'analyse de la
partie 111 peut ici étre rendu totalement effective.

On obtient ainsi pour ce type d’extensions panachées :

Théoréme 4 [Théoréme 11.4.1] Soit (K, o) un corps aux différences, de corps des
constantes C, algébriquement clos de caractéristique nulle.

Soient a € K*, b, c € K, A € C, et M une extension panachée de o-différences dont
une représentation matricielle est donnée par la matrice :

a b ¢
M = 0 a b
0 0 a

On suppose qu’il n’existe pas d’élément g € K tel que : b = o(g)a — ag. Alors
1. Le radical unipotent du groupe de Galois aux o-différences G4 est isomorphe a G,?
si A(b/a)? —2c/a et b/a sont linéairement indépendants sur C,, modulo (o — 1)(K).
2. Dans le cas contraire, ce radical unipotent est isomorphe a G,.

Concluons par une application des théorémes précédents.

Soient ¢ un nombre complexe de module différent de 1, Mer(C*) le corps des fonctions
méromorphes sur C*, 0 := zd/dz la dérivation dans Mer(C*), o, I'automorphisme de
Mer(C*) qui a f(z) associe f(qz), Cg (corps des fonctions g-elliptiques) le corps des
constantes de Mer(C*) pour o,, et Kg = Cg(z) le corps des fractions rationnelles a
coefficients dans Cg.

On propose ici une méthode purement algébrique pour étudier la transcendance ou
I'hypertranscendance des solutions dans Mer(C*) d'une équation aux g¢-différences de
rang 1. En ce sens nos résultats différent de ceux énoncés dans [23] par Ishizaki, qui
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d’une part utilise essentiellement des méthodes analytiques et d’autre part considére
seulement des solutions méromorphes sur C (voir aussi [30]).

On attache au module différentiel M sur C(z), une matrice fondamentale de solutions
dans Mer(C*) dont les composantes engendrent sur Kz une extension aux g-différences
FE.

L’ensemble des o-automorphismes de F/Kg est un groupe algébrique linéaire sur Cp,
noté G%,. Nous aurons & le comparer au groupe de Galois Gz (pris au sens de [38]), et
ferons pour cela 'hypothése suivante :

Hypothese (H)WY) : les composantes neutres des groupes G%, et Gp @ Cp sont isomorphes
sur Cg

Théoréme 5|Théorémes 11.6.1 et 11.6.2 | Sous 'hypothése (H)

Soient a dans C(z)* et f une solution méromorphe sur C* de I’équation aux ¢-différences
o,(f) =af. Alors :

1. f est algébrique sur Cg(z) si et seulement si a est de la forme puo,(g)/g avec g € C(z)
ou i € C et ¢ sont multiplicativement dépendants.

2. f et Of sont algébriquement dépendantes sur Cg(2) si et seulement si a est de la
forme po,(g)/g, 1 € Cet g € C(z).

3. f, Of et O*f sont algébriquement dépendantes sur Cg(z) si et seulement si a est de
la forme pz"o,(g)/g, p € C,r € Zet g € C(2).

4. Dans les autres cas, f est hypertranscendante sur Cg(z).

Combiné avec I’équation différentielle de la fonction p, cet énoncé, qu’on peut d’ailleurs
retrouver a partir du théoréme d’Ishizaki, recouvre en les étendant des résultats d’indé-
pendance algébrique classiques sur les fonctions de Weierstrass.

(U Cette hypothése est en fait toujours vérifice voir M.F.Singer lettre a Pauteur 23 Decembre 2005
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EXTENSIONS SIMPLES DANS UNE
CATEGORIE TANNAKIENNE






CHAPITRE 1

EXTENSIONS ET COCYCLES

1.1. DEFINITIONS ET ENONCES

Soient C' un corps commutatif de caractéristique nulle, algébriquement clos, une
catégorie tannakienne neutre sur C, 1 l'objet neutre , un foncteur fibre de T dans la
catégorie Vects des espaces vectoriels de dimension finie.

On note G le groupe proalgébrique sur C', représentant le foncteur ainsi que la catégorie
des représentations de G = G(w) portées par des C-espaces vectoriels de dimension finie

sur C.

Théoréme 1.1.1. [17] Le foncteur fibre w induit une équivalence de catégorie entre T
et Repg.

Pour tout couple (X,)) (resp.(X,Y) ) d’objets de T (resp. de Repg), notons (resp. )
le groupe des classes d’isomorphismes d’extensions de X’ (resp. X) par ) (resp. V). Ces
groupes sont naturellement munis d’une action de C', qui en fait des C-espaces vectoriels.

Plus généralement, ces groupes sont naturellement munis d’une structure de module sur
End(X)®cEnd(Y) (respectivement sur (End(X))9®c(End(Y))9).

On déduit du théoréme 1.1.1 :

Corollaire 1.1.2. Pour tout couple (X,Y) d’objets de T, il existe un isomorphisme ca-
nonique entre Extyp(X,Y) et Extp,, (W(X),w()).

Définition Si G est un groupe proalgébrique sur C', V un élément de Repg, et f un
C-morphisme de G dans V' : on dit que f est un cocycle s’il vérifie la relation de suivante
flg192) = o1f(92) + f(g1) pour tout (g1, g2) dans G, et que f est un cobord s'il est de
la forme f(g) = gv — v pour un certain élément v de V. On note H'(G,V) I'ensemble
des cocycles quotienté par celui des cobords. Cet ensemble est muni d’une structure de
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groupe et méme de C-espace vectoriel et plus généralement de module sur End(V)g.

Exth (X, V) et HY(G, Hom(w(X),w()))) sont canoniquement isomorphes.

Théoréme 1.1.3. Pour tout couple (X,)) d’objets de T, les C-espaces wvectoriels

1.2. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1.3

On démontre d’abord qu’il existe pour A et B objets de Repg, un isomorphisme entre
Exty,, (A, B) et H'(G, Hom(A, B)) et on déduit de ce fait et du corollaire 1.1.2 la preuve
du théoréme 1.1.3

Considérons une extension de G-modules de A par B

0 B U—A 0

<
S

Choisissons une section s, C-linéaire de A dans U. Le caractére trivial des extensions
dans Vects assure existence de telles sections.

Considérons le C-morphisme (yy de G dans Hom(A, B) défini par 0 — o oso™! — s.
On vérifie aisément que cette application est un cocycle et qu'un changement de section
la modifie par un cobord (ce qui démontre aussi qu’elle ne dépend pas de la classe de U
dans Extp,, (A, B))

On construit une application :

Y- Extp,,. (A, B) — HY(G, Hom(A, B))

Ut Cu-

Réciproquement, étant donné un cocycle ¢, a valeurs dans Hom(A, B), on construit
une extension de G-modules correspondant a ce cocycle via (.
On munit le produit direct de B et de A de la structure de G-module suivante :

Vo € G,o(b,a) .= (cb+ ((0)(ca),ca)).

On note : U(¢) = B x A, le produit direct muni de la structure de G-module précédente.
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Alors

(b,a) ——a
fait de U(¢) une extension de G-modules pour laquelle on vérifie que (y = (.

Lemme 1.2.1. La classe de 'extension U(() dans Ext'(A, B) ne dépend pas de celle de
¢ dans H(G, Hom(A, B)).

DEMONSTRATION. — Si (; est un cocyle équivalent a (, il existe ¢ € Hom(A, B) tel que
pour tout o € G, on ait (;(0) = ((0) + oo™ — ¢.

Considérons 'application ¢ de U(() dans U((y), tel que ¥ (b, a) = (b— ¢(a), a) pour tout
(b,a) € U(C). Montrons que v est un G-isomorphisme

1. L’application ¢ est un G-morphisme. En effet :

(o (b,a)) = (¥(a(b)) + C(o)(oa), o(a)) = (a(b) — ¢(o(a)) + ((o)(0a),o(a))
et

o((b,a)) = o(b=¢(a),a) = (o(b)—0¢(a)+Ci(0)(0a),0a) = (o(b)—¢(o(a))+((0)(0a), o(a))

en effet —o¢(a) + (i(0)(0a) = ((0)(ca) — ¢(oa).
2. L’application 1 est injective. En effet si (b — ¢(a),a) = 0 alors a = 0 et b = 0.

3. L’application 1 est surjective. En effet (b + ¢(a), a) est un antécédent de (b, a).
On a donc construit une application :

B HY(G, Hom(A, B)) — Euth,, (A, B)

q U(¢)-

Proposition 1.2.2. Les applications Y et E sont inverses ['une de [’autre.
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Soient U € Ext(A, B) et ¢ € HY(G, Hom(A, B)).
Montrons que E o X(U) = U.

Soit s une section continue de U.

7 ™

0 B U—A 0

Le cocycle (y (o) est égal & 0 — o o so~! — s, pour tout o € G.

Donc E o ¥(U) := B x A muni de la structure de G-module suivante :
Vo € G,o(b,a) := (ob+ (y(o)(ca),oa)).
Considérons maintenant ’application

o : EoX(U)

(b,a) ———i(b) + s(a).

Lemme 1.2.3. L’application ¢ est un isomorphisme d’extensions de G-modules de A par
B.

DEMONSTRATION. — 1. ¢ est un G-morphisme.
En effet, pour tout (b,a) dans £ o X(U), on a :

o(o(b,a)) = i(ob) + os(a)
et
¢(0(a,b)) = ¢(ob + (u(0)(0a), 0a) = i(ob) + (u(0)(va) + s(oa) = i(ab) + os(a).

2. L’application ¢ est injective. En effet, ¢(b,a) = 0 signifie i(b) = —s(a),

soit 0 = —7 o s(a) = a et donc b = 0.
3. ¢ est surjective. Soit u dans U, un antécédent de u par ¢ est donné par

(u—som(u), m(u)).
4. ¢ est un isomorphisme d’extensions. En effet :

¢(b,0) =i(b) et mo p(b,a) = w(i(b) + s(a)) = a.

Ainsi U et F o %(U) définissent le méme élément dans Ext!(A, B).

Montrons que ¥ o E(() = ¢ dans H'(G, Hom(B, A))
E(() est par définition le produit B x A de la structure de G-module suivante :

Vo € G,o(b,a) := (cb+ ((0)(ca),oa).
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Réalisée comme extension de A par B de la maniére suivante :

(b,a) — a.

Une section de A vers F(() est donnée pour tout a dans A par s'(a) = (0,a). Calculons
alors X o E(¢). Par définition ¥ o E(¢)(0) = os'(07ta) — s'(a) = ((0)(a),a) — (0,a) =
(¢(0)(a),0) pour tout o dans G.

On vient donc de démontrer que ¥ o E(¢) = (().

Remarque
On fera souvent appel, implicitement, au lemme suivant :

Lemme 1.2.4. Soient X et Y deuz objets de T, H un sous-schéma en groupe ouvert de
G, tel que H C Stab(Hom(X,))). Alors
G = G/H est un groupe algébrique, pour lequel on a la suite de cohomologie :

0 — H'(G, Hom(.,)") — H"(G, Hom(.,.)) —> H'(H, Hom(.,.))°

En particulier si Hom(w(X),w(Y)) est stable sous H alors tout élément de H' (G, Hom(w(X),w(Y)))
définit canoniquement une extension de X par Y dans T.

DEMONSTRATION. — d’aprés [35] on a la suite de cohomologie :

0 —= HY(G, Hom(., )") — H'(G, Hom(.,.)) — H'(H, Hom(.,.))" -
Ainsi HY(G, Hom(w(X),w()))) s’injecte dans H'(G, Hom(w(X),w(Y))) et définit

d’apres le théoréeme 1.1.3 une extension de X par ) dans T. O







CHAPITRE 2

GROUPE DE GALOIS D’EXTENSIONS SIMPLES

2.1. DE Ezth(X,Y) A ExtL(1, Hom(X,)))

2.1.1. Les applications ‘R et J. — Dans ce paragraphe T désigne une catégorie tan-
nakienne neutre sur un corps C' algébriquement clos, dont on note 1 I’élément unité (voir
[17]) ou une catégorie de modules de rang fini sur un anneau intégre de caractéristique
nulle (voir [12]).

Pour alléger les notations, on écrira souvent Ezt(X,)) au lieu de Exth(X,Y). On
note Fz le foncteur Hom(Z,.) pour un objet Z de T. Le foncteur dérivé de Fz est par
définition le foncteur Exti(Z,.). On note Hom(Z, A) le Hom interne a la catégorie T.
On rappelle (cf [31]) que le foncteur F; := Hom(Z,.) est exact, et que pour X et )
objets de la catégorie T, il existe un unique morphisme, ev(x y) : Hom(X,Y)@X — Y tel
que pour tout Z objet de T, 'application de Hom(Z, Hom(X,Y)) dans Hom(Z® X,)),
qui & f associe eviy yy(f ®idy) soit un isomorphisme. Par conséquent, il existe un unique
isomorphisme0 de groupes Oy yy : Hom(1, Hom(X,)Y)) — Hom(X,)), qui & f associe
ev(x,y) (f ® id;{).

Définition de D’application de réduction R
Considérons un élément de Exth(X,)) rprésenté par extension

ou U est un objet de T.
Comme le foncteur Hom(X,.) est exact, on peut construire la suite exacte courte :

0— Hom(X,Y) —— Hom(X,U) — Hom(X,X) —=0 .
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En considérant le pullback de cette suite exacte par le morphisme 9(}1 X)(id;() de 1 dans
Hom(X,X), on obtient une extension R(U) de 1 par Hom(X,)Y), que l'on appelle ré-
duction de U.

0 — Hom(X,Y) —= RU) = 03 x(idx)" (Hom(X,U)) —=1—>0

On montre dans les paragraphes suivants que cette définition ne dépend pas du choix du
représentant U.

Définition de ’application d’induction J
Soit W un élément de Ext'(1, Hom(X,))), représenté par :

0—> Hom(X,Y) —2>W "1 0.
En appliquant le foncteur exact de tensorisation par X' (cf [31]), on obtient :

00— Hom(X, V) o X 2 Eweoxr ™y ——9.

Apres avoir effectué le pushout de la suite précédente, par I'application evixyy de
Hom(X,Y)® X a valeurs dans ), on obtient une extension J(W) de X par ) que l'on
appelle induction de W :

OﬂyHJ(W) :G’U(XJ;)*(W@X)HX —0.

On montre dans les paragraphes suivants que cette définition ne dépend pas du choix du
représentant V.

Théoréme 2.1.1. Soient X', ) deux objets de T :

1. L’application 3 de Ext'(1, Hom(X,Y)) dans Ext(X,Y) est un isomorphisme.
2. Les applications R et J sont inverses l'une de [’autre.

Avant la preuve du théoreme 2.1.1, qui fait 'objet du sous-paragraphe 2.1.1, on donne
quelques précisions sur R et J.

Remarque :

L’application 6y ) est une équivalence entre les foncteurs Hom(1l, Hom(X,.)) et
Hom(X,.), on obtient ainsi le diagramme commutatif suivant :
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Ocx,.)

Hom(1,Hom(X,.)) —= Hom(X,.)
DF]_ DFX
Bt (1, Hom(X,.) —%= Bxt (X, ).

En spécialisant ce dernier en 'objet ), on obtient un diagramme commutatif d’isomor-
phisme de groupes :

(Xy

Hom(1,Hom(X,Y)) —= Hom(X,))

DFy DFx

Eat'(1, Hom(X,Y)) X2 Bat' (2, ).

On montre ici que I'isomorphisme R correspond a celui induit par © en spécialisant les
équivalences de foncteurs.

L’application de réduction ‘R
Soit U objet de T représentant un élément de Eztn(X,)).

Lemme 2.1.2. L’extension R(U) ne dépend pas a isomorphisme d’extensions prés du
représentant U choisi.

DEMONSTRATION. — Si V est un objet de T, représentant la méme extension que U, il
existe, par définition un isomorphisme ¢ de U dans V tel que le diagramme d’extensions
suivant soit commutatif.

J 7

0 N U X 0

b

J1 US|

0 Y V X 0.

En appliquant le foncteur ¥, au diagramme précédent on obtient :

F A (5) Fo(m)

0— Hom(X,Y) —= Hom(X ,U) — Hom(X,X) —=0

e
0 — Hom(X y)ﬂHom(X V) —(>)H0m()( X)—=0.

Le foncteur F, étant exact, ¢ := F 4 (¢) est encore un isomorphisme d’extensions. On en
déduit que les extensions obtenues par pullback via I’application 9(_)(17 X)(id/y) sont encore
isomorphes en tant qu’extensions de 1 par Hom(X',))

O
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On a ainsi bien défini une application de Fzt(X,)) a valeur dans Ext(1, Hom(X,))),
appelée réduction et notée R.

L’application d’induction J

Soit W un objet de T représentant un élément de Ext'(1, Hom(X,))).

Lemme 2.1.3. L’extension J(W) ne dépend pas a isomorphisme d’extensions prés du
représentant VW choisi.

DEMONSTRATION. — Pour tout objet W, de T, représentant la méme extension que W,
il existe par définition un isomorphisme ¢ de VW dans W, tel que le diagramme d’extension
suivant soit commutatif.

™

0—— Hom(X,Y)"—~w 1 0

(
&
(

1

X, 0w, 1 0.

0—— Hom

En tensorisant par X', on ne modifie pas les isomorphismes d’extensions et ainsi W ® X
et W) ® X sont encore isomorphes en tant qu’extension de X par Hom(X,)) ® X. En
effectuant le pushout de ces deux extensions par l'application ev(x yy, on aboutit & deux
extensions de X par ) isomorphes. O

On a ainsi bien défini une application de Ext'(1, Hom(X,Y)) dans Ext'(X,)) appelée
induction, et notée J.

2.1.2. Démonstration du théoréme 2.1.1. — Décrivons plus particuliérement 1’ac-
tion de Fz :

Soient X, ) deux objets de T et considérons une résolution injective de X (dans le cadre
des catégories tannakiennes ou de R-modules (voir [12]), cette résolution peut étre choisie
de sorte qu’elle soit exacte longue) :

e do dy

0 X Ty 7y

En appliquant le foncteur F'z, on obtient la résolution injective suivante :

00— Hom(Z, X) s Hom(Z,IO) L Hom(Z,Il)(S;

Par définition le foncteur dérivé d’ordre 1 de Fz, noté R'Fz, est un foncteur de T dans
A qui & un objet X associe le groupe Kerd,/Im(dy).
Dans le cadre de notre exemple, on peut remarquer que

R'Fz(X)={¢ € Hom(Z,1,), ¢pod, =0} = {¢p € Hom(Z,T,/X)}.
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On va désormais associer a un élément de R'Fz(X) une extension de Z par X dans la
catégorie T.
Soit ¢ € Hom(Z,Zy/X). Considérons la suite exacte courte définie par :

p

0 X —=1,

En effectuant le pullback de cette suite par ¢, on obtient une extension de Z par X' que
I'on notera £z(¢).

pz

0—> X —=Ez(¢) =2 2.

D’apreés [12] I'application de R'Fz(X) dans Exti(Z, X) qui a ¢ associe la classe d’équi-
valence de £z(¢) est un isomorphisme de groupes abéliens. Il en résulte que 1'on peut
identifier les foncteurs R'Fz et Exth(Z,.).

Réduction des extensions et isomorphisme canonique
On démontre ici la proposition suivante :

Proposition 2.1.4. SoitU dans Exts(1, Hom(X,)Y)) (respectivement V dans Exty(X,))).

On a:
1. RoJ(U) =U.
2. JoR(V) =V.

Soit 1 I'objet unité de T, X et ) deux objets de T.
Considérons l'isomorphisme canonique suivant :

Oxy) = Hom(X,Y) — Hom(1, Hom(X,D)).

Lemme 2.1.5. Pour tout) dansT, Uapplication R : Ext*(X,Y) — Exzt' (1, Hom(X,)))
correspond a [isomorphisme induit par 0y y) .

DEMONSTRATION. — Considérons une résolution injective de Y

do di

0 Y —1, 7y

En appliquant le foncteur Fy la résolution injective suivante :

QHHom(X,y) *6>H0m(X,_'Z-0) LHOW’L(_X?Il)&;)
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En appliquant lisomorphisme canonique €, on obtient une résolution injective de
Hom(1,Hom(X,))) :

50 61

Hom(X,)Y) - Hom(X, 1) Hom(X,TI;)
l%«w l"w,zo) l"(?«,zn

/ 6/ §
0 — Hom(1, Hom(X,Y)) —= Hom(1, Hom(X,Ty)) ——= Hom(1, Hom(X,T,)) — ---

0

Si ¢ est un élément de R'Fx()), c’est-a-dire un élément de Hom(X,Zy/Y). 1l lui
correspond donc via 6 un élément ¢ dans Hom(1, Hom(X,Zy/Y)).

Remarque : Le foncteur F, étant exact, il existe un isomorphisme canonique entre
Hom(X,Zy)/Hom(X,Y) et Hom(X,Zy/Y) et on note encore p la projection de
Hom(X,Zy) sur Hom(X,Zy/Y).

Les morphismes ¢ et ¢ donnent naissance a deux extensions Ex(¢) respectivement,

&)
On a :

Ex(9) = Loxz,/yX et E1(V) = Hom(X, Lo) X gom(x,70/9)1-
Montrons que R(Ex(¢)) est isomorphe a & () en tant qu’extension de 1 par
Hom(X,)).
Le foncteur F, étant exact, il commute avec les produits fibrés et préserve les suites
exactes :

0 — Hom(X,Y) — Hom(X, Ex (1)) — Hom(X,X) —0 .
et on a :
Hom(X, Ex(v)) —— Hom(X, X)

| =
Hom(X,Ty) — Hom(X,T/Y).

On obtient par pullback et par définition de 'opérateur de réduction :

R(Ex(¢)) —= Hom(X, Ex(9))

’ Jo
\L H(X’X>(idxj>{0m(

1 X, X).

Par définition du produit fibré, & (¢)) s’'inscrit dans le diagramme commutatif suivant :

&E(Y) - 1
J{& lﬁ(x,zo/w(cb)
Hom(X,Ty) —> Hom(X,Zy/Y).
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On utilise les propriétés universelles du produit fibré pour démontrer que R(Ex(¢)) est
isomorphe a &1 (1) en tant qu’extension de 1 par Hom(X,)).
Il s’agit avant tout de remarquer que la composée des applications x x)(idx) de 1 dans
Hom(X,X) et Fy(¢) de Hom(X,X) dans Hom(X,Zy/)) n’est autre que 'application
0 70/9)(9)-
On peut donc construire le diagramme commutatif suivant :

R(Ex(9) — 1
aoul lQ(X,IO/y)M))

Par la propriété universelle du produit fibré, il existe une unique application de R(Ex(¢))
dans &;(¢), notée r, telle que le diagramme suivant soit commutatif :

R(Ex(0))

E1(¥) 1

la lf?(x,zo/w(@
Hom(X,Ty) —> Hom(X,Zy/Y).

Réciproquement, on construit le diagramme commutatif suivant :

£4(0) 5o Hom(X, )
i& lFX@))

Hom(X,Ty) —> Hom(X,Ty]Y).

Par la propriété universelle du produit fibré Hom(X, Ex(1))), il existe une unique appli-
cation p de &1 (¢) dans Hom(X, Ex (1)) faisant commuter le diagramme suivant :

E1(v)

\ G(X,X)O’Y

om(X, Ex(¢)) — Hom(X,X)

l/d’ \LFX(@

Hom(X,Ty) —— Hom(X,Zy/Y).

0
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On en déduit le diagramme suivant :

&~ Hom(X, Ex(¢))

«

v
l 0,2 (idy)
1 —% Xom(X,X).

Ainsi, par la propriété universelle du produit fibré, il existe une unique application r de
&1 dans R(Ex(¢)) telle que le diagramme suivant soit commutatif :

R(Ex(9)) —= Hom(X, Ex(9))

lu Jo
1 Hom(X,X).

Ox,x)(idx

On considére maintenat 'application i := r o r. Elle vérifie les égalités suivantes :y o7 =
yoror=por=-=,deméme doi=0doror=[Fovor=LFop=24.

Ainsi par I'unicité du produit fibré on en déduit que i = idg,(y) et r induit donc un
isomorphisme entre & (¢) et R(Ex(¢)), et de plus por = 7. Les deux extensions sont
donc isomorphes.

Proposition 2.1.6. 3o R(U) = U pour tout élément U de Ext'(X,)).

DEMONSTRATION. — On rappelle (cf [31]) les propriétés suivantes propres aux catégo-
ries tensorielles pourvues de Hom internes, notés Hom (mais nous restons dans le cadre
de la catégorie T) :

Pour tout élément U de Ext' (1®X,)), représenté par la suite exacte courte suivante :

0—-Y>"U—-P1RX —0.

On a les diagrammes commutatifs suivants :

0 ——= Hom(X,Y) —~ Hom(X,U) —= Hom(X,1® X) — 0
QT TH(XJ@X)(idl@X)

0 —= Hom(X,Y) —— R(U) 1 0.
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puis

0—— Hom(X, V)@ X 2“ vy o x @ 10x ——0

ievw,y) lv
€

0 Yy (RU) —>~10X —=0.

(]

On peut ainsi construire le diagramme commutatif ci-dessous :

Hom(X,Y)® RU) @
6”<X,y)l ievw u) (a®idx)
¥ i
car eviy (o ® idy) o (6 ® idy) = evix (i o ®id;() =10 eV y).

Par la propriété universelle de la somme amalgamée, il existe un unique morphisme r de
J(R(U)) dans U tel que le diagramme suivant soit commutatif :

Hom(X, y)®2g5®d RU)@ X
V(x,y) lv
¥y € 3(9‘{(2/{)) ev(x ) (a®idx)
U.

De plus, les morphismes A et p o r vérifient les égalités suivantes :
1. Aoy =R idy.
2. poroy=poevxy(a®idy) = evuxiex)((poa)@idy)).
3. pororwy = 6’U(X71®X)(9()(’1®X)(2.d1®/y) &® Zd/y) o (ﬁ & Zd,\/) = ﬁ X ZdX

Le diagramme suivant est donc commutatif :

Hom(X,Y) ® & ——~R(U) & X
e”(%w)i l'y
Y < amw)) N\

1 X.

On en déduit par la propriété universelle de la somme amalgamée que por = \ .
On en conclut que r est un isomorphisme d’extensions de 1 ® X par ) de J(R(U)) dans
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U. En effet, il fait commuter le diagramme d’extensions suivant :

0—=Y—S3RU) 210X —=0

i*"

p

0 y— sy 19X —=0.

Corollaire 2.1.7. Soit V € Exty (1, Hom(X,Y)). On a : RoI(V) = V.

DEMONSTRATION. — Le morphisme R est surjectif d’aprés 2.1.5. On en déduit qu’il
existe U tel que V = R(U).

On a déja prouvé que Jo R(U) = U.

Donc RoJ(V) =R(U) = V. O

2.2. GROUPE DE GALOIS D’UNE EXTENSION D’OBJETS SEMI-
SIMPLES

Soit T une catégorie tannakienne neutre sur un corps C' de caractéristique nulle algé-
briquement clos. On note w un foncteur fibre de T vers la catégorie des espaces vectoriels
de dimension finie sur C. On note G = G(w) le groupe proalgébrique qui représente le
foncteur Aut®(w) et Repg la catégorie des représentations de dimension finie de G sur C.

Définition 2.2.1. Pour tout X objet de T, on note le sous-schéma en groupe de G
vérifiant : pour tout o € Stab(X), et tout x € w(X), o(z) = x.

Proposition 2.2.2. 1. Stab(X) est un sous-schéma en groupes distingué de G.
2. G/Stab(X) est naturellement muni d’une structure de groupe algébrique sur C. On
note ce groupe et par abus de langage on ['appellera groupe de Galois de X .

Définition 2.2.3. On dira que l'objet X de T est completement réductible si il est somme
direct d’objets irréductibles.

Puisque C est un corps de caractéristique nulle, algébriquement clos, on a :

Théoréme 2.2.4 (|31]). X' est complétement réductible si et seulement si Gy est un
groupe réductif.
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L’objet de ce paragraphe est de donner une version tannakienne du théoréme de
Berman-Singer (voir également [2] pour un énoncé analogue sur les groupes de Mumford-
Tate). Ainsi, je prouve le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.5. Soient X, YV deux objets semi-simples de T, et U un objet de T ex-
tension de X par ). Le groupe de Galois de U est €gal au produit semi-direct du groupe
réductif Gxay par le groupe vectoriel w(V), ot V est l'unique objet de T possédant la
propriété suiwante : V est le plus petit sous-objet de Hom(X,))) tel que le quotient de
Uextension R(U) par V est une extension scindée.

La démonstration de ce théoréme fait 'objet des paragraphes suivants.

2.2.1. Calcul du groupe de Galois d’une extension de 1 par un objet semi-
simple ). — On rappelle les propriétés inhérentes au caractére réductif d’un groupe
algébrique sur un corps de caractéristique nulle algébriquement clos :

Proposition 2.2.6. ([11] ) Soit G un groupe algébrique réductif sur C, corps de carac-
téristique nulle .
1. Pour tout G-module de dimension finie V., on a H'(G,V) = 0.
2. Pour tout G-module de dimension finie V' et W. sous-G-module de V', il existe un
sous-G-module W1 de V' tel que V. =W & W;.
On fixe Y objet de T complétement réductible, dont on connait le groupe de Galois
Gy. On se donne U objet de T représentant une extension de 1 par ) :

% p

0 Yy U 1 0.

On cherche dans ce paragraphe a déterminer le groupe de Galois de U.

Le foncteur w étant une équivalence de catégorie on en déduit que w() se réalise comme
extension de la représentation unité C' par w())) dans la catégorie des G-modules de
dimension finie. On notera s une section C-linéaire de la suite exacte suivante :

0—w() - w@) e o ——0

et soit (u le cocycle de H'(G, w(Y)) correspondant.

Lemme 2.2.7. Stab(U) est un sous-schéma en groupes distingué dans Stab()) et Gy est
isomorphe a Gy /(Stab(Y)/Stab(U)).

DEMONSTRATION. — Pour tout z € w(Y) et tout 0 € Stab(U), on a ow(i)(x) = w(i)(z),
soit w(i)(o(z)) = w(i)(z). Or 'application w(i) est injective donc o(x) = z et ainsi o est
un élément de Stab()). De plussi oy € Stab()) et o3 € Stab(U), on a pour tout u € w(U),
o1 (u) dans w(U) et donc o9(0; 7 (u)) = 017 (u). Ainsi 01(02(01 7 (u))) = u pour tout
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u dans w(U). On en conlut que 010901 est un élément de Stab(U) et ainsi que Stab(U)
est distingué dans Stab()).
0

Soit p la surjection canonique de Gy dans GGy. On note R le noyau de ce morphisme.
R = Stab(Y)/Stab(U) est alors un sous groupe distingué¢ de Gy.

Soit ¢ I'application de G dans w(Y) définie par ¢(0) = gs(c™11) — s(1) = as(1) — s(1),
c’est-a-dire la spécialisation du cocycle (,q) définissant l'extension w(lf) en 1 :

Cony(0)(1) = ¢(o)(1).

Lemme 2.2.8. L’application ¢ induit un morphisme de groupes injectif de Stab())/Stab(U)
dans w()).

DEMONSTRATION. — Pour tout 01,09 € Gy, on a :

¢(o102) = 01¢(02)) + P(01) (1)

Si oy et og sont des éléments de Stab())/Stab(U), on a ¢(o102) = ¢(01) + P(02).
De plus, si on considére une base (e;);=1., de w(}), alors ((w(7)(e;));j=1..n, s(1)) est une
base (B) de 'espace vectoriel w(U) sur C. Si o € Stab(Y)/Stab(U) vérifie ¢(o) = 0, il est
clair que o induit I'identité sur (B) et ainsi sur w(U). Par définition de Gy, o est I’élément
neutre. On a donc démontré que ¢ est un morphisme injectif de Stab(})/Stab(U) dans
w(Y). O

On en déduit que R = Stab(Y)/Stab(U) est isomorphe a un sous-groupe vectoriel
de w(Y). On en déduit que R est abélien. Ainsi Gy = Gy /R agit par congugaison sur
Stab())/Stab(U). De plus G/ R = Gy est réductif, donc R est le radical unipotent de Gy,.

Lemme 2.2.9. Pour tout o1 € Gy et g9 € Stab())/Stab(U), on a
d(o109017 ") = 01(¢(02)).

DEMONSTRATION. — Notre démonstration se base essentiellement sur la formule (1).
On déduit avant tout de celle ci que :
a16(o17") = ¢(id) — ¢(01) = —¢(01) (2)

En appliquant successivement (1), on obtient :

¢(010201 ") = 01(¢(0201 1) + B(01) = o1 (02(P(1 ")) + ¢(02)) + B(01).
De (8), on deduit que : o1 (a2(¢p(0,71))) = —010901, 71 (¢(01)). Or 0102077 est un élément
de Stab(Y)/Stab(U) et ¢(o1) est dans w(Y). On en déduit que oy (co(Pp(o17))) = d(ay).
Ainsi ¢(0109017") = 01(d(02)). o
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On déduit du lemme précédent que Stab())/Stab(U) s’identifie & un sous Gy-module V' de
w()). On note V 'ensemble des sous-Gy-modules V' de w()), tels que 'extension obtenue
par pushout, via le morphisme de projection py de w()Y) sur w(Y)/V, de 'extension w(U)
soit triviale.

Lemme 2.2.10. L’ensemble V admet un élément minimal.

DEMONSTRATION. — Le groupe Gy étant réductif, d’aprés la proposition 2.2.6 tout sous
Gy-module de w()) admet un supplémentaire dans la catégorie des G'y-modules. Mon-
trons que, si Vi et V5 sont des éléments de V, il en est de méme de leur intersection W :
en effet, il existe deux sous-Gy modules V] et W] de w(}) tels que :

LVi=WeW,V, cWaV/.
2. w)=VieV/=V/eWaeW|.

On a :
Ext'(1,w(Y)) ~ Ext*(1, Vi) x Ext*(1,V]) et Ext'(1,11)) ~ Ext'(1, W) x Ext* (1, W).

Comme Vi et V; sont dans V, w(U) se projette de fagon triviale sur Ext!'(1,V]) et sa
restriction a V; se projette, elle aussi, de fagon triviale sur Ezt! (1, W]). On en déduit que
w(U) se projette de fagon triviale sur Ext!(1,V] @ W/)) et ainsi que W est dans V.

Ce fait assure l'existence d'un élément minimal au sens de 'inclusion dans V. O

Proposition 2.2.11. L’ élément minimal est l'image par ¢ de Stab())/Stab(U).

DEMONSTRATION. — On rappelle que d’aprés le théoréme 1.1.3 E:Et}%epGu (A, B) est iso-
morphe au groupe de cohomologie H*(Gy, Hom(A, B)). Dans le cas qui nous intéresse,
A =C et B=w(Y). Un cocyle représentant 'extension w(U) est donné par I’application
de Gy dans Hom(C,w())) qui associe a o élément de Gy, le morphisme A — A¢p(c). On
note ce cocyle (. Un cocycle représentant le pushout de I'extension w(Uf) par I'appli-
cation py est donné par py o ().

Soit V' un Gy-module de w(Y) tel que le pushout de w(U) par py soit trivial. Alors, il existe
un morphisme f de C' dans w())/V tel que pour tout o dans Gy, py o Cuw)(o) =of — f.
Si o est un élément de Stab(Y)/stab(U), on en déduit que o f — f = 0 et ainsi que I'image
de Stab())/Stab(U) par ¢ est incluse dans V.

Réciproquement, soit W = ¢(Stab())/Stab(Ud)). Montrons que W est un élément de V.
En effet Gy est un groupe réductif, donc H'(Gy,w())) est un groupe trivial. On en déduit
que le cocycle représentant I'extension w(U) est entiérement déterminé par sa restriction
a Stab(Y)/Stab(U). Ainsi, pw o Cuenlstaby) = Pw © @lstany) = 0, et le pushout de w(U)
par py est trivial. Ceci achéve la démonstration. O
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2.2.2. Calcul du groupe de Galois d’une extension de X par ). — On consideére
une extension U de X par ) dans T. En lui appliquant le foncteur fibre w, on peut réaliser
w(U) comme extension de w(X) par w(Y) dans Repg. On va alors utiliser 'application
R définie dans le paragraphe 2.1 afin de se ramener & I’étude du groupe de Galois d'une
extension de C' par Hom(w(X),w())) :

0 — Hom(w(X),w(Y)) —= R(wU)) —=C —0.

On a démontré que M est un isomorphisme de groupes entre Extp,, (w(X), w(Y)) et
Exth,. (C, Hom(w(X),w())).

Lemme 2.2.12. Le radical unipotent du groupe de Galois de U est isomorphe a celui de

RU).

DEMONSTRATION. — Si M est un objet de T, élément de ExthL(X,Y), d’apres

2.2.8 le radical unipotent du groupe de Galois de M est donné par l'image de

Stab(Hom(X,)Y)) dans Hom(X,)) sous un cocycle représentant la classe de w(M) dans

HY(G, Hom(w(X),w(Y)).

Un cocycle représentant U dans H' (G, Hom(w(X),w())) est donné par I'application
Gu:0€G— o) =050 —s€ Hom(w(X),w())),

oll s est une section C-linéaire de la suite exacte de G-modules :

0—w(}) wUd) — w(X) —0.

S

Un cocyle représentant R(U) dans H' (G, Hom(C, Hom(w(X),w(Y)))) est donné par :
(w1 0 € G — Cnany(0) =X — Noso ™! — s) € Hom(C, Hom(w(X),w(D))).

On conclut la démonstration en rappelant 'isomorphisme canonique de Hom(w(X'),w()))
dans Hom(C, Hom(w(X),w(}))).

]

On remarque que le groupe de Galois de Hom(X,)) est un quotient du groupe de
Galois de X @& Y. C’est donc un groupe réductif. En effet la structure de G-module de
Hom(w(X),w())) est donnée par la formule suivante : g.0 = gfg~! pour tout g € G et
0 € Hom(w(X),w())). L’inclusion de Stab(X) N Stab(Y) dans Stab(Hom(w(X),w(Y)))
est évidente. Montrons que Stab(X) N Stab()) = Stab(X @ Y) est distingué dans
Stab(Hom(w(X),w()))).

En effet soient g1 € Stab(X) N Stab(Y), g2 € Stab(Hom( (X),w(}))) et O €
Hom(w(X),w(Y)). On a : gag195 '0(g20195 ' (x)) = 929192 (929 '(x)) car g1 est dans
Stabx et gy *(z) est un élément de w(X), donc g2919; ‘(929195 (7)) = 929195 '0(x). De
méme g, '0(x) est dans w()) donc g29195 *0(gag195 *(x)) = g295 '0(x) = O(x) pour tout
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1 € w(X). Ainsi gog195 " € Stab(X) N Stab(Y), ce qui conclut la démonstration.

On a donc :

Proposition 2.2.13. Le groupe de Galois de U est égal au produit semi-direct de G xgy
par Uunique sous-G ygy-module V' de Hom(w(X'),w(Y)) possédant la propriété suivante :
V' est le plus petit sous-Gx y)-module de Hom(w(X),w(Y)) tel que R(w(U))/V soit une
extension scindée de 1 par Hom(w(X),w()))/V .

Le foncteur fibre w induisant une équivalence de catégories entre T et les représenta-
tions de G, il en découle le théoréme 2.2.5.

Remarque Soient X,Y, X', )" des objets de T, U € FExt'(X,Y)(respectivement
U' € Ext*(X’,Y")). On peut considérer U HU’ comme un élément de Fath (X X', Y DY)
et ainsi calculer son groupe de Galois. Cette remarque apparemment anodine, prend plus
de relief si 'on se place dans la catégorie des Dg-modules. En effet, dans ce cadre le

groupe de Galois de U & U’ correspond au groupe de Galois différentiel du compositum
de l'extension de Picard-Vessiot de U et de U’ sur K (Ky. Ky = Kyguyr)-

Pour conclure ce paragraphe, on énonce un corollaire du théoréme 2.2.5, dont on verra
une application directe au chapitre 11.

Théoréme 2.2.14. Soient X et Y deux objets semi-simples de T,

Ge,o.me, est isomorphe a Hom(w(X),w(Y))".

A = End(Hom(X,Y)) et &,..E € Ext'(X,Y) des extensions, telles que
R(E), .., R(E) soient A-linéairement indépendantes. Alors le radical unipotent de

DEMONSTRATION. — Soit H = Hom(X,Y) et H le A-module w(H). H" ~ Hom(X,Y)"
se plonge diagonalement dans Hom(X™, V") = M, »)(H). L’image par R de & ® .. ® E,
est un élément des Exthn (1, H™).

Supposons que 'image W du radical unipotent du groupe de Galois de & @ .. @ &, par
le cocycle Comenyo.ane,) = (Cne)s - Cre,)) De soit pas H™ tout entier.

Comme H" est un A-module semi-simple, il existe des éléments aq, as, .., a, de A non
tous nuls tels que :

a1Cmg) + -+ nlr(En) = CarRE)+. +anR(En)

s’annule sur R, (Gwe)e.ane,)) = K. On note G 1= Gueye.ane,). G/R est un groupe
réductif. La suite d’inflation restriction appliquée aux groupes G et R induit une injection
de H! (G, H”) dans HI(R, Hn) Ainsi si alfm(gl) + ...+ OénCiR(En) = Calm(gl)Jr“Jranm(gn) est
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nul dans H*(R, H"), il est aussi nul dans H*(G, H™).

( Ici oR(F) signifie a,.R(E); c’est ainsi que 'on définit la structure de A-module de
Ezth(1,H).)
Ainsi 'extension a;R(&1) + .. + a,R(E,) € FEat'(1,H) est triviale, or R(&r), .., R(E,)
sont linéairement indépendantes sur A, d’ou la contradiction attendue. O



CHAPITRE 3

APPLICATIONS EN THEORIE DE GALOIS
DIFFERENTIELLE

Soit un corps différentiel de corps des constantes C' de caractéristique nulle, algébri-
quement clos. On note 'anneau différentiel K[0]. La catégorie tannakienne considérée ici
est celle des Dg-modules a gauche de longueur finie .

On fixe une cloture différentielle du corps K. Un foncteur fibre de cette catégorie est alors
donné par w(M) := Homp, (K, M® K), ensemble des vecteurs horizontaux de M @ K
dans K, que 'on notera M.

Le groupe des C-points du groupe proalgébrique G défini au paragraphe 2.2 s’identifie au
groupe de Galois différentiel Gal(K|K). Pour tout élément M de Dy, on note ou Ky,
Pextension de Picard-Vessiot relative & M dans K .

Dans ce chapitre, on suppose que K est le corps des fractions d’un anneau différentiel R.

Le cas qui nous intéresse ici est le suivant : K = C(z) et R = C|z, z_lal, o Z_la‘
Dr = R[0).

]. On pose

3.1. DESCRIPTION ENSEMBLISTE DE Emt}DR(X,y)

3.1.1. Nullité de Ext'(X,Y) pour i > 1. — On appelle module différentiel sur R |
un Dgr-module libre de type fini en tant que R-module.
On rappelle le lemme du vecteur cyclique da a Katz :

Lemme 3.1.1. (voir [25])

Soit (R,d) un anneau différentiel local de caractéristique nulle ou un corps, V un Dg-
module libre de type fini en tant que R-module, et n son rang sur R. Si R contient un
élément t tel que d(t) = 1, alors V admet un vecteur cyclique. L’annulateur dans Dg d’un
tel vecteur cyclique sera appelé une équation de V.
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On se place désormais dans le cadre du lemme précédent. On note Dy anneau R[0]
des polynomes différentiels en une variable a coefficient dans R.

On donne dans la proposition suivante, une propriété essentielle des groupes d’exten-
sions de Dgx-modules. Cette propriété nous permettra dans la partie I/ de définir dans
cette méme catégorie des structures d’extensions panachées.

Proposition 3.1.2. Pour tout entier i > 1, tout Dr-module M et tout Dr module N
libres de rang fini, les groupes de cohomologie Ea:tiDR(M,/\/') sont nuls.

DEMONSTRATION. — On considére M un Dg-module libre de rang fini, le lemme du
vecteur cyclique assure l'existence d’un opérateur différentiel L a coefficients dans R
et d’un morphisme 7 de Di dans M, tels que la suite de Dr-modules suivante soit exacte :

O DR XL DR T M 0 (3)

L’application ” x L” correspond & la multiplication a droite par L.
On en déduit, pour tout Dr-module N, la suite exacte longue de cohomologie suivante :

0 Hom(J\/l,N)Hﬂom(DR,N)gHom(DR,N)HExtl(M,N)—>
Exzt!(Dg,N) Ext'(Dg,N) — Eat "' (M,N) — Ext" " (D, N') — -

Le module Dg, étant libre, Ext}, (Dg,N) est nul pour tout i > 0 .
Donc Exty, (M, N) =0 pour tout 7 > 1.
[

Remarque : La proposition précédente reste vraie méme en 1’absence de vecteur vecteur
cyclique. En effet, tout Dr module M libre de rang n sur R, s’inscrit dans une suite
exacte du type :

0 Dgr" Dp" ——= M —0.

La suite exacte longue de cohomologie associée donne le résultat attendu.

D’aprés le théoreme 2.1.1 et le lemme 3.1.1, 'étude de Ext, (M, N) se raméne a celle
des extensions simples d’un Dgr-module cyclique par 'objet unité. On montre maintenant
que toute extension de ce type correspond & un certain produit d’opérateurs différentiels.



3.1. DESCRIPTION ENSEMBLISTE DE Ewt%R(X7y) 33

3.1.2. Etude du cas N = Dg/Dr0. — On note 1 le Dg-module Dp/Drd. On reprend
les notations du paragraphe précédent, en particulier M = D /DgL. On note K le corps
des fractions de R.

Proposition 3.1.3. Toute extension de M = Dg/DgrL par 1 est K-isomorphe a un
Dy -module de la forme Di/DxNL ot N est un opérateur équivalent a 0 dans Di.

DEMONSTRATION. — De (3), on déduit I'exactitude de la suite :

Hom(Dg, Dr/Drd) —=> Hom(Dg, Dr/Drd) —> Exth, (M, Dr/Drd) —=0 (4)

On peut remarquer que :

1. L’application E correspond au pushout de la suite exacte suivante par un élément
g de Hom(Dg, Dr/Dgr0)

0 — Dr/Dr0 E(g) M 0.

2. Hom(Dg, Dr/Dr0) est isomorphe a R : en effet un élément ¢ de Hom(Dg, Dr/Dr0)
est entiérement déterminé par la classe ¢(1) modulo 0 de ¢(1) (soit Q € Dg, alors
6(Q) = Qo(1) = Q.6(1)).

Lemme 3.1.4. L’application E induit un isomorphisme de groupe entre R/L(R) et
Extp (M, 1).

DEMONSTRATION. — L’application "x L" de Hom(Dg, Dr/Dr0) dans lui-méme associe
a un morphisme ¢ la multiplication & droite par L¢ ou pour tout ) € Dg, " x L”¢(Q) =
QLo(1). -

Or la classe modulo 0 de Lo(1) est égale a L(¢(1)).

Par conséquent, le diagramme suivant est commutatif :

Hom(Dg, Dr/Drd) ——= Hom(Dp, Dr/Drd)

N,

R R

fi L(f)
Ainsi Ext' (M, Dgr/Dr0) est isomorphe a R/L(R).
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]

Montrons enfin que E(g) est isomorphe sur K a 'extension de M par Dy /D0 que
définit Dy /D (0 — L)L .
Pour tout élément B de Dg on note pp la projection canonique de Dy sur Dy /Dg B.
On note ¢ I'application Dy x Dy /Dyd —= Dx /D (d — L)L

1
(CL, b) B p(a_%’)L(a + b EL)
1. L’application ¢ est bien définie car 8§L = é(a — %)L.

2. L’application ¢ est surjective.

3. Le noyau de ¢ est 'ensemble {(PL, —ps(P)g), P € Dk}.

Par définition du pushout g., on en déduit par passage au quotient, que ¢ induit un

/

isomorphisme d’extension entre E(g) et Dy /Dx(d — L)L

0 — Dy /Dx0 E(g) M 0

|
Ly

0 —> Dg/Dycd —* Dye/Die(9 = L)L ——= M —= 0.

3.1.3. Caractérisation ensembliste de Ext'(1,N). —

Définition 3.1.5. Soit N un module différentiel libre de rang fini. Le Dg-module N* =
Homp (N, 1) est le dual de N

On déduit de I'isomorphisme R défini au paragraphe 2.1 que les groupes Ext!(N, 1)
et Ext'(1, Homp (N, 1))) = Ext' (1, N*) sont isomorphes.

On rappelle les propriétés suivantes des modules duaux de modules différentiels (voir
39])

Proposition 3.1.6. Soit M un module différentiel sur R, dont une équation est donnée
par l'opérateur différentiel unitaire L = 0™ + 2?2—01 a;0' € Dg.
1. 1l existe un isomorphisme canonique entre (M*)* et M.
2. Le dual de M admet pour équation [’élément de Dg noté L*, dont ’expression est
donnée par L* = (—0)" + 31 (—=0)'a;.
3. Soient Ly et Ly deux éléments unitaires de Dg. On a (L})* = Ly et (Ly1L9)* = L5L;.
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Théoréme 3.1.7. Pour tout module différentiel cyclique sur R N et L € Dy équation
de N, il existe un isomorphisme ¢ de groupe entre R/L*(R) et Extp, (1,N'). Pour tout
représentant g d’un élément de R/L*(R), 'extension ¢(g) de 1 par N correspondante est
K-isomorphe a l’extension suivante :

0—>N —>Dx/DgL@+%) —=1—>0.

E(g) est représenté par la matrice a coefficients dans R suivante :

cr 0
0 —g )’
ou (', désigne la matrice compagnion associée a L.

DEMONSTRATION. — On va appliquer le théoréme du paragraphe précédent en prenant
M = N*. Ainsi le groupe Ext'(N*, 1) est isomorphe au groupe R/L*(R) via I'application
qui & un représentant g d’un élément de R/L*(R) associe ’extension de 1 par N'* suivante :

En utilisant la proposition précédente on en déduit que (Dg/Dk(0 — %’)L*)*
Dk /D L(0 + %). En composant I'isomorphisme E avec 1, on en déduit un isomor-
phisme de groupe entre R/L*(R) et Ext'(1,N'), qui & un représentant g d'un élément
R/L*(R) associe I'extension de 1 par A suivante :

0—= N —=Dp/DrL(0+ L) —=1—>0.

(On a utilisé aussi le fait que (N*)* est isomorphe a N) O

3.2. CALCUL DE LA DIMENSION DE Euth_ (R, Dp/DgL)

On rappelle dans ce paragraphe un résultat classique sur la dimension des groupes
d’extensions d’une équation différentielle a lieu de singularité fixé.
Soit K = C(z) . On considére un opérateur différentiel L = (d/dz)" + a,_1(d/dz)""! +
..+ ag d’ordre n a coefficients dans K, dont I’ensemble des singularités est I’ensemble fini
S = {xg,.., x5} de P1(C).
On pose R := C|z, ﬁ, . Z_lx] et pour tout x dans S :
ix(L) = sup{0, supj=o, n—1(j —n —vy(a;)) } si z # oo
(ioo(L) == sup{0, supj=o,. n—1(n — j —vz(a;)) } ). On a I’énoncé suivant (voir [16], [26])

Théoréme 3.2.1. Soit L un élément unitaire de Dy tel que I’équation Ly = 0 n’a pas de
solutions dans R. Alors la dimension du C espace vectoriel ExtlpR(l,DR/DRL) est €gale
a

(s —2)n+ Z ix(L).

ze S
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Remarque
Si Mp est un module différentiel sur R, posons M = Mp ® K, alors le groupe
Extp (1, Mg) s'identifie 4 un sous-groupe de Exty, (1, M) (voir [6]).
On verra au chapitre 10 des contrexemples a la finitude des dimensions des groupes
d’extensions dans le cadre des équations aux g-différences.

3.3. CALCUL DU GROUPE DE GALOIS D’UNE EXTENSION DE X
PAR Y

On reprend les notations du début du chapitre 3.

On va appliquer le théoréeme 2.2.5 et retrouver ainsi le théoreme de P.H Berman et M.
Singer dans [4](voir aussi [6]).
Pour la catégorie considérée ici, le groupe de Galois tannakien Gy d'un Dg-module M
dont I'espace w(M) des solutions dans K est noté M, s’identifie au groupe de Galois
différentiel Gal(Ky|K) = Gy.
Soit U une extension de X par ) dans la catégorie des Dx-modules de longueur fini.
Cette extension donne lieu a la filtration de corps de Picard-Vessiot suivante :

Ky

. /KX.Ky\ i
~ 7

Kx N Ky

|

K

Donc Gal(Kx.Ky|K) est isomorphe & une extension de Gal(Kx NKy |K) par Gal(Kx|(KxN
Ky) X Gal(KleX N Ky)
Le théoréme tannakien 2.2.5 entraine alors :

Théoréme 3.3.1 (cf [4]). Soient X, Y des Dy -modules semi-simples et U une extension
de X par Y. Alors le groupe de Galois différentiel de U est égal au produit semi-direct du
groupe réductif Gal(Kx.Ky|K) par le sous-espace vectoriel des solutions de V, ou V est le
plus petit sous-Dx-module de Hom(X,)) tel que le quotient par V de [’extension R(U)
soit une extension scindée.
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EXTENSIONS PANACHEES






CHAPITRE 4

DEFINITION ET STRUCTURE DE TORSEUR

4.1. EXTENSIONS PANACHEES DE M, PAR M;

Soit C une catégorie abélienne, et X, A, ) trois objets de C. On s’intéresse a la
classification des objets M de C munis d’une filtration a trois crans (voir [20]) :

0cYcM cM (5)
et d’ isomorphismes donnés : M/ M; ~ X, M;/Y ~ A. En posant My = M/Y, on

remarque que M donne lieu & deux extensions simples :
0—-Y—-M —-A—0
et
0—A— My —X—0.

M s’inscrit donc dans un diagramme commutatif de suites exactes :
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Suivant [20] , nous appelerons extension panachée de l’extension My par l'extension
M un objet M de C muni d’une filtration & trois crans (5) et d’isomorphismes donnés
My~ M/Y et M/M; ~ X compatibles avec la filtration.

Définition 4.1.1. Si M et M’ sont deux extensions panachées de My par My, on
dira qu’un morphisme ¢ de M dans M’ est un morphisme d’extensions panachées s’il
commute avec tous les morphismes des diagrammes induits par M et M'.

Lemme 4.1.2. Pour toute extension panachée M de My par My, le groupe d’automor-
phismes de M est canoniquement isomorphe ¢ Hom(X,)).

DEMONSTRATION. — On considére le morphisme 6 de Hom(X,)Y) dans Aut(M) donné
par application : u — idn; + 2 0 u o p. Montrons que 6 est un isomorphisme .

1. 6 est injective. En effet ¢ étant injective et p étant une application surjective, la
nullité de 6(u) équivaut a la nullité de wu.

2. 0 est surjective. Si v est un élément de Aut(M), on considére uw := v — idp. Par
définition de Aut(M), on awoj =0 et mou = 0. Il existe donc un élément u de
Hom(X,Y) tel que w =iowuonp.

O

Remarque Le lemme 4.1.2 montre que I’ensemble des morphismes entre deux extensions
panachées isomorphes est un torseur sous Hom(X,)), ce que 'on pourra confronter a
I’énoncé de la proposition 4.3.1 ci-dessous.

Définition 4.1.3. On note , l’ensemble des classes d’isomorphismes d’extensions pana-
chées de My par My. On dit que X, A, Y sont les objets initiaux de M. Si on ne fixe pas
les extensions simples My, My on dit que M est une extension panachée sur X, A, Y et
on note l’ensemble des classes d’isomorphismes d’ extensions panachées de My par M
ot (My, Ms) parcourent l’ensemble Ext(A,Y) x Ext(X,A).

Remarque Par abus de notation, on notera M un représentant d’un élément M de

Extpan(My, My).

4.2. CONDITIONS DE PANACHAGE

Une des questions naturelles posées par la définition de la notion d’extension pana-
chée est la suivante : étant donné deux éléments M; et My dans Ezt(),A) et dans
Ext(A, X), existe-til un objet M extension panchée de My par M, ?

Si un tel objet existe, on dit que M; et M5 sont "panachables".
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Une réponse est donnée par la proposition :

Proposition 4.2.1. Soit (M, Ms) un élément de Ext(A,Y) x Ext(A, X). L’ensemble
Extpan(M;y, Ms) est non vide si et seulement si le produit de Yoneda de My par Mo
définit un élément nul dans Ext*(X,)).

DEMONSTRATION. — Considérons la suite exacte :0 — A — My, — X — 0. Cette
extension donne naissance a la suite exacte de Ezt'(—,)) suivante :

Ext'(X,Y) — Ext'(My,)) — Ext'(A,Y) — Ext*(X,)) (6)

L’application de Ext'(My,Y) dans Ext'(A,Y) correspond au pullback d'une extension
de My par Y via l'injection de A dans M. L’application de Ezt'(A,Y) dans Ext*(X,))
correspond au produit de Yoneda ou concaténation d’un élément de Ext!(A,Y) par la
suite exacte a.

1. Si M; et My sont " panachables" (c’est-a-dire que I’ensemble Extpan(M;y, Ms) est
non vide), il existe un élément M de Ext'(M,,Y) tel que I'extension M; soit le
pullback de M par 'injection de A dans M. Ainsi le produit de Yoneda de M;
par My est 'élément nul de Fxt?(X,)).

2. Réciproquement si le produit de Yoneda de M, par M, est trivial, la suite exacte
(6) assure I'existence d’un élément M dans Ext!(Msy,Y) dont le pullback par I'ap-
plication A — M, est précisément M;j. Un tel élément définit bien une extension
panachée de My par M.

]

4.2.1. Application a la catégorie des K|[J]-modules. — On considére un corps
différentiel K de caractéristique nulle et de corps des constantes algébriquement clos.
On se place dans la catégorie des K[0]-modules de dimension finie sur K. Dans cette
catégorie, les groupes Ext?(—,—) sont toujours triviaux (cf. proposition 3.1.2). Deux
extensions simples M; et M, de cette catégorie sont donc toujours panachables.

Ezemple On se référe au paragraphe 5.3 pour les notations.

. - A B
En supposant donnée une représentation matricielle de M (resp. Ms) par < ! >

0 Y
Y B X B, C
(resp. < 0 A2 >), toute matrice dutype [ 0 A By |,C € My, (K), fournit une
0 0 Y

représentation matricielle d’'une extension panachée de M; par M.
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4.3. ACTION DE Ext(X,Y) SUR Extpan(Mi, M)

On considére un élément M de Extpan(M;, Ms) et un élément U de Ext'(X,Y) :

0 0
0 Y —>M; "= A 0 (1)
0 Y—s M —> M, 0 (2)
P P
X ——xX
0 0

et

0 Y —=U X 0

On note I’élément de Ext'(May,Y) obtenu en effectuant la somme de Baer de 'extension
0—Y—>M— My — 0et du pullback de 'extension U par p. Il est aisé de vérifier que
M x U est munie d’une structure naturelle d’extension panacﬁée de My par My et que
I'application Eztpan(Mi, My) x Ext'(X,Y) — Extpan(My, Ms) qui & (M,U) associe
M x U, définit une action du groupe Ext'(X,Y) sur Extpan(My, M).

Proposition 4.3.1. 1. Le groupe FExt'(X,Y) agit transitivement sur [’ensemble
Extpan(M;, Ms).

2. Le groupe Ext'(X,Y) agit librement sur l’ensemble Extpan(Mi, M,).

En d’autres termes, Fxtpan(M;y, My) est un torseur sous l'action de Ext'(X,)).
Pour démontrer cette proposaition, nous passons par la structure de biextension des
extensions panachées (cf. paragraphe 4.4.4, voir aussi [5])
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4.4. BIEXTENSIONS

Les catégories sont celles du chapitre 2. Ainsi T désigne soit une catégorie tannakienne
soit une catégorie de R-modules.

4.4.1. Définition. — Soient A, B, C' trois groupes abéliens. On appellera biextension
de B xC par A la donnée d'un ensemble G sur lequel A agit librement et d’une application
m:= G — B x C ainsi que de deux lois de composition : +; : G Xxg G — G et +5 :
G xc G — G ou G xp G (respectivement G X G) désigne le produit fibré au-dessus de
B (respectivement au-dessus de C). Ces diverses applications doivent de plus vérifier les
conditions suivantes :

1. Pour tout b € B, G} := 7 !({b} x C') est un groupe abélien sous la loi +;, 7 est un
morphisme surjectif de G7 dans C et via Paction de A sur G7 , A est isomorphe au
noyau de 7.

2. Pour tout ¢ € C, G} := 771(B x {c}) est un groupe abélien sous la loi +, 7 est un
morphisme surjectif de G} dans B et via Paction de A sur G} , A est isomorphe au
noyau de 7.

3. On demande de plus les compatibilités suivantes :

Etant donnés x,y,u,v € G tels que :
m(x) = (b1, 1), 7(y) = (b1, c2), m(u) = (be, 1), m(v) = (ba, c2) alors
(x+1y) +o (u+1v) = (T +2u) +1 (y +2v).

On notera Biexts(B,C) 'ensemble des biextensions de B x C' par A.

4.4.2. Application au cas des extensions panachées. — Le choix de munir
E(X, A,Y) d’'une nouvelle structure a été motivé, lors de nos recherches, par l'idée de
définir une notion d’extension panachée triviale, ce qui n’a cependant abouti, jusqu’a
présent, que dans le cas d’une extension panachée de radical unipotent abélien. (voir
paragraphe 7.1 ci-dessous)

Ext(X,Y) sur Extpan(Ma, My) = 071 ({(My1, Ms)}).

Proposition 4.4.1. L’ application naturelle 0 qui a tout élément M de E(X,A,Y)
attache le couple (M, Ms) de Ext(X, A) x Ext(A,Y), munit E(X,A,Y) d’une structure
de biextension de Ext(X,A) x Ext(A,Y) par Ext(X,Y) compatible avec laction de

La démonstration de la proposition 4.4.1 fait 'objet des paragraphes suivants.

Définition de la loi +; sur 671 ({M;} x Ext(X, A)) := G,



44 CHAPITRE 4. DEFINITION ET STRUCTURE DE TORSEUR

Soit M une extension panachée sur X, A, Y, dans G, :

0 0
0—=)Y——=M, —— A 0o (1

P )
X=——=X
0 0
(3) (4)
et M un autre élément de G 4,
0 0
0—=Y——>M ——A 0 (1)
0 y 2 M T M2 O (2,)
p1 Py
X=——X
0 0
(3" (4)

On considére la somme de Baer My + My des extensions My et My, qui définit un
nouvel élément de Ext(X,.A).

Posons :

M+ M = {((m,m) € MxM) tels que p(m) = py(m)}/{(j(m1), —ji(m1)), m1 € My}



4.4. BIEXTENSIONS 45

On réalise ensuite 'extension de My + M, par ) suivante :

0—=Y—>M+ M My + M, 0
Yyr—=(i(y),0)
(m,m) —— (z(m), =,(m))
On construit ainsi, un panachage de M; par My + M :
0 0

0 y—— M, B A 0 (1)
j
0—=Y—>M+ M—>My+ My —>0 (27)

p

X774

On vérifie aisément que :

Lemme 4.4.2. +; munit G, d’une structure de groupe abélien. On peut construire de
facon similaire une loi de composition sur Gy, = 071 (Ext(A,Y) x {M.}), notée +.
Ces deux lois vérifient les conditions de compatibilité de la définition 4.4.1.

Lemme 4.4.3. Pour tout élément My € Ext(A,Y), Gum, est un groupe abélien pour
+1. La restriction de 0 a Gpq, est un homomorphisme de groupes surjectif de noyau N,
isomorphe a Ext(X,)Y).
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DEMONSTRATION. — On considére M € N. Soit s une section de Ms, qui par défini-
tion de N est isomorphe a X x A. Considérons le pullback de (2) par s. On définit ainsi
une application x de N a valeurs dans Ext(X,)).

Montrons que cette application est un isomorphisme de groupe :

injectivité de x
Si s*(M) = 0, soit ¢ une section de la suite exacte k(M) et v 'application naturelle de
s*(M) vers M. L’application ¢ := v ot est une section de (3).
En effet, po ¢ = pr¢. Or, par définition du pullback, on a t(x) = (m, z) et vt(x) = m, on
avec w(m) = (z,0). On en conclut que pé(z) = z. La suite exacte (3) est donc scindée,
et M = M; x X est élément neutre de la loi +;. Ainsi k est injective.

Surjectivité de «
Soit U une extension de X par ). L’élément M := M, x X appartient a Fxtpan(M;, X x
A). On représente ces deux extensions par les suites exactes courtes suivantes :

0 Yoy —Lex 0

et

0—Y—M XX —XXxA——=0.

yr—(i(y),0)

(my, ) —— (x,m(my))

On considére 'élément M := (M; x X) xU dans N et on va montrer que k(M) est
isomorphe a U en tant qu’extension de X par ).
Par définition, on a :

= {((m1, z,u) € My x X xU,b(u) = x}/{((i(y),0), —a(y)),y € Y'}.
Ainsi k(M) = {((m1,z,u),2') € M x X, w(my) = 0 et z = 2’} (on peut donc écrire

my = i(y) car m(m ) )

On va construire un isomorphisme d’extensions (de X par ) de k(M) dans U que
I’on notera ¢ :
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1. ¢ est bien définie. En effet, si (my,z,u) = (n1,z1,u), alors il existe (y,z,21) € V?
tel que my = i(z) = ny +i(y) = i(z1) + i(y) (on en déduit, i étant injective que
z=y+z) et x =x1 et u=wu;—a(y). Doncuta(z) = ui—a(y)+a(y+z1) = ur+a(z).
L’application ¢ est donc indépendante du représentant choisi.

2. L’application ¢ est un morphisme injectif. En effet, si u+a(y) = 0, alors b(u) = = =
0=2a"et (my,x,u) = (i(y),0, —a(y)) = 0.

3. ¢ est surjective : pour tout u € U, il est clair que ((0, b(u), u), b(u)) est un antécédent
de u par ¢.

Il reste & vérifier la compatibilité de I'isomorphisme ¢ avec les structures d’extension de
X par Y de k(M) et de Y. On écrit ainsi des représentants de ces deux extensions :

0 Yy 2> k(M) X 0

0 Yty —Lex 0

On obtient alors ¢ o a(y) = a(y) et bo @(((my,z,u),2")) = b(u) =z = B(((my, z,u),x")).
On a démontré que ¢ est un isomorphisme d’extensions entre k(M) et U et ainsi que &

est surjective.

On conclut que x est un isomorphisme . O

4.4.3. Compatibilité des lois +; et +, avec ’action de Ezt(X,)). —

Lemme 4.4.4. Soient M, M € Extpan(M;, My) etU € Ext(X,)). On a :
(M M) xU=M*U)+ M= (M) + (M=U),

et

(M 42 M) U = (M 5 U) +2 M = (M) +5 (M = U).

DEMONSTRATION. — On représente U sous par la suite exacte :
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M+ M ={(m,m) € (M, M), p(m) = pi(m)}/{(j(ma), —ji(ma)), m1 € M1}

Ainsi :

(M M)t = {((m,m),u) € (M M)xU, p(m) =b(u)}/{((i(y),0), —aly)) y €V}
D’autre part :
MU ={(m,u) € MxU, p(m)=bu)}/{(iy), —aly)), y € V}
Donc
(M) +1 M = {((m, u),m) € (MsU)xM, p(m) = p1(m)}/{((7(m1),0), —ji(m1)) m1 € Mi}

Il est alors évident que (M +; M) *U = (M *U) +; M. Les formules restantes relévent
du méme type de démonstration. O]

4.4.4. Démonstration de la proposition 4.3.1. — On a vu précédemment que
Extpan(M;i, M3) est muni d'une action de Ezt(X,)). L’é¢tude de la structure de
biextension des extensions panachées permet de montrer que cette action fait de
Extpan(Ms, My) un torseur sous Ext(X,)).

Soient M, M € Extpan(M,, Ms). On utilise la structure de biextension des extensions
panachées et on construit M —; M. Cette nouvelle extension s’inscrit dans le diagramme
suivant :

0—=)Y —M; -M, A 0 (1)

0—>Y—">M—- M Mo 0 (2)

.

(ks
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Considérons la suite exacte (4). Elle donne lieu a la suite illimitée a droite suivante :

0 — Hom(X,Y) — Hom(My,Y) —= Hom(A,Y)
— Ext'(X,)) L Exzt'(Ms,)) . Ext*(A,Y)

*>€Ext2(2\f', y)

Or, sous I’hypothése de panachage, I'image de M —; M par I'application e est triviale.
Ainsi on obtient Ker(j*) = Im(p*). La suite exacte (1) est nulle dans Ext'(A,)) et
correspond & j*(2). Ainsi, il existe un élément U de Ext' (X, ) tel que (2) soit le pullback
par pdeld. Compte tenu de la définition de I'action de Ext! (X,)) sur Extpan(M;i, My),
on en déduit que M = M *U.

Soit M une extension panachée et U un élément de Ext'(X,Y), tels que les extensions
panachées M et M U soient isomorphes.

On consideére les diagrammes suivants définissant respectivement M et U :

<
I~

hS)
(ks

et

On a par définition :

MxU = {(m,u) e M xU, Bu) = p(m)}/{(=i(y),a(y)), y € V}.
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On note ¢ I'isomorphisme d’extensions panachées de M x U dans M.

Montrons que U est une extension triviale. On a 7(¢((m,u))) = m(m), donc
(¢((m,u)) —m) est un élément de ). (Convention : par le calcul , on aboutit a i(y), que
I'on écrira y).

Soient u, m € M tels que p(m) = [(u). L’ensemble des éléments m' de M vérifiant
p(m') = B(u) est {m + j(mq), mq € M}

On a §((m-+(ma). u) — (m-+(mn)) = B((m, ) —m+(j(mr), 0~ (ma) = ¢((m, w))—m
(car ¢(j(m1),0) — j(m1)).

De plus, si (m,u) = (mg, ), alors il existe y € Y tel que m =m' —i(y) et u = v’ + a(y).
Ainsi, pour u € U, ¢((m,u)) —m ne dépend pas du choix de m € M tel que p(m) = [(u).
On notera m(u) un tel élément.

Nullité de ’extension .

On considére 'application

K U X xY

u = (B(u), p((m(u),u)) — m(u)).

Lemme 4.4.5. L’application k est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. — Si B(u) = 0 et ¢((m(u),u)) —m(u) = 0 alors il existe y € Y, et
my € My tels que u = a(y) et m = j(my). Dans ce cas ¢((m(u),u)) —m(u) =0 = a(y).
Donc y = 0 et u = 0. L’application € est injective.

Soient (x,y) € X x Y. On choisit (m,u') € M x U tels que B(u') = p(m) = z. Alors
il existe y; € Y tel que ¢((m,u’)) — m = a(y;). On obtient un antécédent de (z,y) en
considérant u = v’ + a(y — y1). L’application 6 est surjective.

L’application 0 est un isomorphisme d’extension.En effet, pour tout y € Y, m(y) = 0 donc
#((0,a(y)) — 0 = y. Pour tout x et y tels que §(u) = (z,y), on a f(u) = x. L’application
6 est bien un isomorphisme d’extensions entre U et X x ).

On a ainsi démontré la proposition 4.3.1.

Trouver ’extension U.
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-en passant par My :
On utilise la structure de biextension des extensions panachées et on construit M —; M.
On obtient M = M xU, ou U € Ext*(X,)).

-en passant par My :
On utilise la structure de biextension des extensions panachées et on construit M —y M.
Cette nouvelle extension s’inscrit dans le diagramme suivant :

Considérons la suite exacte (1). Elle donne lieu a la suite illimitée a droite suivante :

0—— Hom(X,Y) — Hom(X, M;) — Hom(X, A)
— s Bath(X,Y) —= Ext'(X, M) == Ext' (X, A)

— Ext?(X,))

Or Ext?(X,)Y) = 0 et My— M, est nulle dans Ext! (X, A). On en déduit que M —y M
appartient au noyau de 7,, donc a 'image de i,.
Il existe donc V € Ext'(X,Y) tel que M — M = (V). Ceci revient a dire que
M=M=x*V.

Comparaison des deux méthodes.
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On a ainsi obtenu M = M *xU = M x V. Comme Ezt*(X,)) agit librement sur
Extpan(Mi, Ms), on en conclut que V et U définissent le méme élément de Ext(X,)).



CHAPITRE 5

OPERATIONS ELEMENTAIRES SUR LES
EXTENSIONS PANACHEES

On reprend les notations du chapitre 1. En particulier, 1 désigne 1'objet unité de la
catégorie tannakienne T. Les opérations définies ici font partie intégrale du calcul du
radical unipotent du groupe de Galois d'une extension panachée.

5.1. REDUCTION AU CAS ¥ =1

L’opération de réduction introduite ci-dessous est une extension de l'opération ‘R
définie pour les extensions simples, au cadre des extensions panachées.

Soit M une extension panachée sur X, Y, A, dans G ;.

0 0
0 Yy—-M "4 0 (1)
) ;
0—>Y o M- My——>0 (2
P )
X X
0 0

Effectuons l'opération de réduction sur les suites (3) et (4). On obtient les extensions
suivantes :
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0 —= Hom(X, M) —2= R(M) := M —2= 1 ——=0

et

0 — Hom(X, A) —> R(M,) = My —>1—=0.

On considére aussi la suite exacte obtenue en tensorisant (1) par X* :

0 —— Hom(X,Y) —= M, := Hom(X, M;) —> Hom(X, A) —= 0,

Proposition 5.1.1. M est une extension panachée de My par My
dans E(1, Hom(X, A), Hom(X,}Y)).

DEMONSTRATION. — :

Il s’agit de construire la suite exacte (2) correspondant a ’extension M.
Considérons 'extension suivante :

0 —> Hom(X,Y) — > — A, 0
$r—— (10 6,0)

(Y, \) ——(z o), )

Vérifions 'exactitude de 'extension construite :

On rappelle que :
M ={(,\) € Hom(X, M) x K, pot) = Nidx}

et :

My ={(¥,\) € Hom(X, My) x K, potp = Nidx}.
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Injectivité de 1,

Tout d’abord, poio ¢ = 0.idy ; donc i; définit bien une application de Hom(X,))
dans M. L’injectivité de i assure l'injectivité de i;.

Ker(r;) = Im(i,)

Comme 7 oi = 0, on a Im(i;) C Ker(x,). Réciproquement, soit (¢, \) € M dans

Ker(my). Alors, A = 0 et m oy = 0. Comme ker(m) = Im(i), on conclut qu’il existe
¢ € Hom(X,)) tel que ¢ =i o ¢.

Surjectivité de 7,

Elle découle de la surjectivité de m et du fait que p = po .

On vérifie alors aisément que M, M;, My se panachent

0 0
0 — Hom(X,Y) —— M, —= Hom(X, A) —=0 (1)
0 —= Hom(X,Y) —= ] ——= M, 0o (2
P1 Pq
1 1
0 0

5.2. OPERATIONS SUR X ET Y

On considére une extension panachée M sur les objets semi-simples X, A, V.
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<.
I~

0 Y—s M —> M, 0 (2)
p P
X X
0 0

(3) (4)

Etant donné &) et ) et des morphismes p: X} — X et v : )Y — ), on va construire

une application sv de £(X,.A,)) dans £(X, A, );) dont le comportement vis-a- vis de
la structure de torseur de ces deux espaces sera explicité ultérieurement.

5.2.1. Pousser et tirer. — Effectuons le pushout de la suite exacte (2) par Papplica-
tion v.

On obtient une extension de My par ) notée M.

De méme, on note M, Dextension de A par ), obtenue par pushout de la suite exacte
(1) par v.

Par définition :

L M= MxN/{(v(y),—iy), y € V}
2. My =My x N/ {(v(y), —i(y), y € Y}

On forme ensuite la suite exacte :
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Il est aisé de vérifier que cette suite permet de considérer M comme une extension
panachée sur les objets initiaux X, A, ), s’inscrivant dans le diagramme suivant :

Sa
I~

I

™
(hS)

(3) (4)

Effectuons maintenant le pullback des suites exactes (3) et (4) par p; on obtient ainsi
une extension de A par M notée M et une extension de Y; par A notée M. On vérifie
facilement que M est une extension panachée sur les trois objets X;, A, V.

On a par définition :

M ={(m,x1,51) € M x Xy x V1, p(mg) = p(x1) H(i(y),0, —v(y)), y € V}.

5.2.2. Tirer et pousser. — On vérifie ici que la construction de sv(M) ne dépend
pas de l'ordre des opérations que 'on a effectuées sur X et ).

En effet, on obtient de méme une extension panachée sur X7, A, ); en effectuant d’abord
le pullback des suites exactes (3) et (4) par p et ensuite le pushout par v. On vérifie que
I’extension panachée obtenue est isomorphe & M. On a donc bien défini une application

sv de E(X,A,Y) dans E(X, A, ).

5.2.3. Action des torseurs. — Soit I/ une extension de X par ). En effectuant le
pushout de cette extension par v et ensuite le pullback de 'extension obtenue par p, on
construit une extension de X; par ) notée ¢p(Uf).

Lemme 5.2.1. su(M xU) = sv(M) * ¢p(U)
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DEMONSTRATION. — Soit U une extension de X par ), que l'on peut écrire :

Par définition, on a :

sv(M) = {(m,z1,51) € M x X1 x W1, p(m) = pu(21)}/{(i(y),0, —v(y)), y € V}
et
oU) = {(u,x1,91) €U X Xy X Y1, blu) = p(x1)}/{(a(y),0,-v(y)), y € V}.
Ainsi :

su(M)xp(U) = {((m, z1,41), (u, 22, 92)) € suM)xdU) , 21 = 22}/{((0,0, 1), (0,0, =h), h € J1}.

D’autre part, on peut écrire de maniére ensembliste :
MU = {(m,u) e MxU, p(m)=0b(u)}/{(i(y), —aly)), y € V}.

Ainsi

SU(M *Z/{) = {((mau)a‘rlvyl)a p(m) = /L(flfl)}/{((Z(y),O),O, _V(y))7 Y€ y}

On va construire un isomorphisme 6 entre sv(M xU) et sv(M) * p(U) :

0= so(M=xU)

sv(M) x o(U)

((m7 u)? T, yl) — ((m7 Iy, y1)7 (U, Xy, 0))

1. L’application 6 est bien définie.

Si ((mlﬂul)rrlayl) = ((m2au2),1‘2792) il existe Y,z € y tels que

(a) my=mo +i(y) + i(z).
(b) 1 = x5

(c) w1 =uz —a(z)

(d) y1 =y2 — v(y).

et (my,x1,y1) = (M2, T, Y2) + (i(y + 2),0, —v(y + 2)) + (0,0,v(2)) et (u1,x1,0) =
(ug, x2,0)+(—a(z),0,v(2))+(0,0, —r(z)). On en déduit que ((mq, z1,41), (u1,21,0)) =
((mg, z2,Y2), (uz, x2,0)) dans sv(M) * ¢(U). L'application € est donc bien définie.

2. 0 est injective.

Si ((m,x,y1), (u,2,0)) = 0 dans sv(M) x ¢(U) alors il existe h € Y , z,k € Y tels
que :
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(¢) y1 = —v(z)+het0=—v(k)—h.
On en déduit que h = —v(k) et que y; = —v(z + k). Ainsi, (m,u) = (i(z +
k),0) + (—i(k),a(k)), donc (m,u) = (i(z + k),0) dans M * Y. On en déduit que
((myu),z,y1) = ((i(2 + k),0),0,—v(z + k)), ce qui correspond a la classe nulle dans
sv(M *xU).

. L’application 6 est surjective.

Soit k = ((mq,x1,y1), (u1,21,y2)) dans sv(M) x ¢(U). Par définition des classes

d’équivalence, o a : ((mhxhyl)u (ulaxhy2)) = ((mhxhyl + y2)7 (ulaxl’o))’ Il est

clair que ((m,u),z1,y1 + y2) est un antécédent de k par 6.

On vient de démontrer que  est un isomorphisme entre sv(M xU) et su(M) x ¢(U). 11
reste & démontrer que # commute avec les morphismes d’extensions. On a :

et

l

0 V > su(M*U) X, 0

h——— (07 Oa 07 yl)

((m17u1>7x17y1) 1

0—= V1 ——— s0(M) x GU) — X ——0
Y= ((0,0,4:).0)
((m1, z1,91), (w1, 21, y9) — *1-
On a bien

0 oc(y) = ((0,0,41),0) = () et Ao O(((my, wr), 21,91)) = w1 = U(((ma, wr), 21, 91))-

O

5.3. REPRESENTATIONS MATRICIELLES D’EXTENSIONS PANA-

CHEES DE Dx-MODULES

Afin de donner une expression plus concréte des opérations définies précédemment, on

les exprime dans les paragraphes suivants sous une forme matricielle.
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5.3.1. Matrice de connexion d’une extension panachée. — soit M une extension
panachée de Dg-modules :

0 0
0 Yy—>M, ——=A 0(1)
N
0 y— 4\4* M, 0(I)
tl e JT P
1l
X ——=X
0 0

(11) (2)
On note Fk le foncteur oubli de la catégorie des Dyi-modules vers celle des espaces
vectoriels sur K.

Les sections s et t sont des sections K-linéaires. On peut leur associer les cocycles :

L. Gy =0s—sd=1i0¢; ot ¢ € Homyeery (A, Y) := Homyeer (Fi(A), Fr(Y)).
2. (3 =0t —t0=jops € Homyeet, (X, My).

dont les classes dans Hom(A, M;)(K))/VHom(A, M;)(K)) (respectivement dans
Hom (X, M)(K))/VHom(X, M)(K))) sont indépendantes des sections s et t.

On note (y;)i=1., une Dg-base de Y, (a;)i=1.s une Dg-base de A et (z;);=1., une
Dy-base de X.

Lemme 5.3.1. La famille By := {(i(yx))k=1.n, (J © s(ak))k=1.s, (t(x)) =1} est une K-
base du Dy -module M.

Etude de I’action de 0 sur B

L. Oi(yx) = i(Oyx)-

2. 9j 0 s(ar) = j(Ds — sd)(ai) +j o s(Dax)) =
3. Ot(xy) = (Ot — t0)(xy) + t(Oxy) = 7 0 o)

Soient :

191 (ak) + j o s(0ay,).

1. Y € M,(K) la représentation matricielle dans la base (yx)r=1., de 'action de 0 sur

V.
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2. A € My(K) la représentation matricielle dans la base (ax)r=1. sde 'action de 0 sur
A

3. X € M,(K) la représentation matricielle dans la base (zy)r=1., de 'action de 0 sur

X.
4. By € M) (K) la représentation matricielle de ¢, dans les bases (aj)p—1.s et
(Ur)k=1.n-

5. < g ) avec C' € My (K) et By € M5 (K) la représentation matricielle de ¢,
2

dans les bases (zg)r=1. €t (2(yx))k=1..m, (S(ak))k=1..s-

Notation

1. Pour tout Dg-module Z( resp. U), 0 — Z (respectivement 0 — U) une représentation
matricielle de sa connexions, on note Vgemu,z) := 0. + .U — Z., la représentation
matricielle de Hom(U, Z) correspondante.

2. Si (0 — H)Y = 0 est un systéme différentiel, on note $ une de ses matrices fonda-
mentales de solutions.

Proposition 5.3.2. La représentation matricielle de l'action de O sur M dans la base
B est donnée par :

Y B C
M= 0 A B
0 0 X

On peut ainsi écrire une matrice fondamentale de solutions sous la forme :

9 PA RE
M = 0 2A 9Qx
0 0 X

ot P (respectivement Q) vérifie V goma, )P = B (respectivement V gomx, 1) = Ba) et
9{ vém’ﬁe VM(X,)))(%) == C + Blﬂ

Remarque Si, au lieu du couple de sections (s,t), on avait pris (o, 7) en imposant que
les changements de section soit cohérents vis-a-vis du " panachage " alors, on aurait pu
écrire une matrice fondamentale de solutions pour M sous la forme :

2 PA RX
0 A 9Qx
0o 0 X
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avec R — R = PA et Viomry)(R) = C — PBs.

Effet d’un changement de jauge sur la représentation matricielle

Soit H une matrice de changement de jauge, c’est-a-dire une matrice représentant un
changement de base de la connexion V, du type :

Id P R
H=| 0 1d Q
0 0 Id

Apreés changement de jauge par H, la représentation matricielle M devient :

M[H]:=H'H '+ HMH™,

c’est-a-dire :

Y Bi+ Vaemay)(P) C{H}
MH = 0 A By + V gom(x,4)(Q)
0 0 X

o C{H} := C+ Viomx y)(R) = Vaomay) (P)Q + PBy — B1Q

Remarque L’effet du changement de jauge précédent sur la matrice M montre que I'on
ne peut interpréter de fagon intrinséque C' comme une matrice d’extension de X’ par Y
alors que par exemple B est bien une matrice d’extension de A par ), car la jauge la
modifie par la connexion matricielle de Hom(A,Y).

5.3.2. Représentation matricielle de ’action de 9 sur M xU. — On reprend les
notations du paragraphe précédent et du paragraphe 4.3.

Pour toute extension U de X par ), représentée par la suite exacte :

il existe une application K-linéaire ¢3 de X dans ) telle que 08 — 0 = a o ¢s.
Soit U la matrice de ¢3 dans les bases (x)k=1. €t (Yx)r=1..n-
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Par définition :

MU ={(m,u) € M xU ,p(m) =b(u)}/{(i(y), —aly)) y € V}.
Ainsi :
1. une base By, est donnée par la famille ((i(yx),0))k=1..n, (m)kzlns, (m)kzlns.

2. st = (i, 0).
3. Une section de la suite (2) est donnée par x — (t(z), c(x)).

Ainsi (R4, = (34,08 — 30) = (34 + (03 — ), 0).

Proposition 5.3.3. On obtient la représentation matricielle suivante de la connexion de

M xU dans la base By -

Y B, C+U
0 A B,
0 O X

Trouver le torseur(on se référe au paragraphe 4.4.2)

Soient M (resp. M) un élément de Extpan(Mi, My) dont une représentation

X B, C X B, C
matricielle est donnée par : M = 0 A By |(resp. M = 0 A By | on
0 0 Y 0 0 Y

B; = B; + Viom(P,) pour i = 1,2).
D’aprés la proposition 4.3.1, il existe un unique élément U dans Ezt!'(X,Y) tel que
M = M xU. On donne ici une représentation matricielle de 'extension U.

1 P R
Par un changement de jauge dutype [ O 1 P; |, on se raméne & une représenta-
0 0 1
X B, C
tion matricielle de M de la forme 0 A B; |.Lextension U de X par ) telle que
0 0 Y
M = M U admet alors comme matrice de connexion : < )O( ¢ ; ¢ )
5.3.3. Traduction matricielle de la construction sv(M). — On se référe au

paragraphe 5.2 | en ce qui concerne les constructions mises en jeu.
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Supposons que YV =Y, @ Mo et X = X  As.
On a donné au paragraphe 5.2 une construction d’ extension pananchée sur Xy, A, )i
déduite de M par le biais d’opérations élémentaires.
En reprenant les notations du paragraphe précédent et en supposant avoir écrit
la base (yr)g=1.n (respectivement (zj)p=1.,) de Y (resp. de X), sous la forme

{We) k=t Widk=tmo} (resD. {(@) )=ty s (07)i=1r2}) O (Yi)kmtim, (resp. (2} )i—1.r,)
base de Y; (resp de &;) pour ¢ = 1,2, on a les décompositions matricielles suivantes :

1.
Y, O
Y =
(5 %)

pour la représentation matricielle de l'action de 0 sur Y, ou Y; € M, (K), Ys €
M,,(K).
2. A € My(K) pour la représentation matricielle de 'action de 0 sur A.

X 0
X =
<0 &>

pour la représentation matricielle de I'action de 0 sur X, ou X; € M,,(K), X5 €

M,,(K).
B!
By = ( % )

pour la représentation matricielle de ¢; dans les bases (a)r=1.s €t (Yr)r=1.n- Bi €
M(s,nl)(K>7 B% S M(87n2)(K).

Ci G
C; G
B, Bj
pour la représentation matricielle de ¢o dans les bases (zx)k=1. €t (¢ (yx))k=1..n, (S(ak))k=1.s)-
Cll c M(rl’nl)(K), 021 c M(TQ’nI(K),
C3 € Miyyng) (K), CF € My o) (K),
321 c M(rl,s)(K), B% € M(TLS)(K).

Proposition 5.3.4. On obtient la représentation matricielle suivante de la connexion de
sv(M) dans la base Beypmy -

Y B O}

0 A Bj

0 0 X
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Soient (K,0) un corps différentiel de caractéristique nulle, de corps des constantes
C' algébriquement clos, K une cloture différentielle de K et Dy = K[9] Panneau des
opérateurs différentiels a coefficients dans K.

On reprend les notations du début du chapitre 3. En particulier, pour tout Dg- module
M de longueur finie, on note G, (ou Gy) le groupe de Galois différentiel de M.

Ce chapitre est consacré a la preuve du théoréme suivant, annoncé dans [21]. Les nota-
tions W_; (M), W_o(M) sont explicitées au chapitre 6 (voir p.72). La notation M * Z est
celle du paragraphe 4.3.

Théoréme 6.0.1 Soit M une extension panachée sur les Dy -modules semi-simples
XA Y.

i) Si le radical unipotent du groupe de Galois Gy est abélien, il existe une extension
simple Z de X par Y telle que le groupe de Galois de ’extension panachée M x Z
ait un W_y trivial et que,de plus, R,(Gz) s’identifie a W_o(M).

ii) Dans le cas général, soit U le groupe dérivé de W_1(M). Il existe une extension pa-
nachée M € E(1® Hom(X, A), Hom(X, A), Hom(X,Y)) (voir paragraphe 4.1 pour
la notation) et un sous-groupe vectoriel V- de Gr_,(M) entié¢rement calculables, tels

que R, (G+7) soit abélien, Gr_(M) = Gr_(M) |V, et W_o(M) ~ (W_o(M)/U)x V.






CHAPITRE 6

COCYCLES ET FILTRATION GALOISIENNE

Soit M une extension panachée sur les objets initiaux X, ), A dans la catégorie des

Dg-modules. Le diagramme suivant représente ’extension panachée dans la catégorie
Repg,, :

0 0
0 Yy —= M, ——= A 0 (1)
0 Y ——= M —— M, 0 (2)
\
X—X
0 0

Remarque On se limite ici & des objets contenus dans la catégorie tannakienne <
M > engendrée par M. Gal(K|K) agit en effet sur w(M) et les w(V) ou V e< M > a
travers son quotient G;. Ainsi d’aprés le lemme 1.2.4, tout élément de H'(Gyr,w(V)),
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Y €< M >, définit une extension de 1 par V sur K. Ces extensions sont celles qui se
trivialisent sur K.

Considérons les extensions de Picard-Vessiot associées. On obtient ainsi une filtration
du groupe de Galois de l'extension K;;/K .

=l

YW_q

On pose :
’ W() = WQ(M) = Gal(KM|K), W_1 = Gal(KM|Kx.KA.Ky), W_2 = Gal(KM|KM2KM1) ‘

Nous ferons un usage constant du lemme (immédiat) et de la remarque qui suivent.

Lemme 6.0.5. W_; est le radical unipotent de Gyr. W_1 et W_o sont des sous-groupes
distingués de Wy et W_o est abélien et contenu dans le centre de W_1. On pose Grg =
Wo/W_y, Gr_y = W_1/W_o. En particulier [’action par conjugaison de Wy sur W_, passe
au quotient par W_y et munit ainsi W_o d’une structure de Grg-module.

Remarque D’aprés le lemme 1.2.4 appliqué & G = W_;(i = 0,1,2) et G = Gal(K|K;),
tout élément de H'(W_;, Hom(X,Y')) définit une extension de K;[d]-module de X ® K;
par Y ® K; .

6.1. COCYCLES DE L’EXTENSION PANACHEE

La démonstration du théoréme 6.0.1, fait intervenir, de maniére prépondérante, la
dualité entre cocycles et extensions mise en avant par le théoréme 1.1.3. Il est donc
nécessaire de refléter les actions des divers groupes de Galois attachés a l'extension
panachée sur les cocycles de cette extension, ainsi que l'effet des opérations élémentaires
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définies au chapitre 5 sur ces mémes cocycles.

Soit M une extension panachée sur X, Y, A :

0 0
0 Y~ M, == 4 0 (1)
0 Y ——> M —— M, 0 (2)
1 s
tl|p P
\
X——X
0 0

(3) (4)
On considére une section C-linéaire ¢ (respectivement s) de (3) (respectivement de (2))
et s une section de (1) telle que s o j = j o s. Soient ¢* (respectivement ¢?) les cocycles

associés a ces deux sections, ¢! (respectivement (*) le cocycle associé a l'extension(1)
(respectivement (2)).

Pour alléger les énoncés, on appellera des sections des suites exactes (2) et (3) sections de

l’extension panachée. Compte tenu du panachage des diverses extensions considérées,
on obtient les relations suivantes :

¢'=C?0j et ¢* =7 o(® (aux cobords prés).

Proposition 6.1.1. L’application :
¢ W_y —— Hom(X, M;) x Hom(M,,Y)

o (¢*(0), (o))

est injective.

DEMONSTRATION. — On suppose que ¢(0) = ¢(0y), ot (0, 01) € (W_y)*.
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On note (z) (resp. (a), resp. (y)) une base de X (resp. de A, resp. de Y) sur C'.

. B := (s(a);i(y)) est une base de M;. Or ioo = coi =i00; = 0104 = i car
( 01)€W12
2. De plus
fo)=CYo) =0s0 ' —s=015—5

car (0,01) € W_,% Donc 0s(a) = o15(a). Ainsi o = oy sur M.
3.Vt e Wy, tt —tr =7t —t. Or (3(0) = (*(01), donc ot(z) = o1t(z). De plus 0 = 0y
sur My, ainsi 0 = o1 sur M. D’ou l'injectivité de ¢.
O

Proposition 6.1.2 (Etude de ’action de W sur les cocycles)
W_o étant normalisé par Wy, on peut considérer l’action par conjugaison de Wy sur

W_g. On munit Hom(Ms,Y) x Hom(X, M) de sa structure naturelle de Wy-module.
Alors, la restriction de ¢ a W_o commute avec ’action de W,.

DEMONSTRATION. — Soient oy € Wy et 0 € W_,. Considérons (%(opo0y ).
Puisque oyo0,* fixe My, on a

1 1 _—1

(ogooyt) = 0go0, o soago oyt — 5 = 0go0y " o (s — 0psoyt + ogsag ogo togt — s.

Or s — 0gs0, ' est une application de M, dans Y, cet élément est donc fixé par I’action
du W_5 (dans notre cas par ogooy ). On en conclut que :

(*(opo0yt) = s — 0gsoy ' + agoay Hogso ogooy ' — s = 0o(P(o)oy

De méme, ¢* commute avec I’action de Wy, ce qui achéve la démonstration. O

Les suites exactes (1) et (4) se scindant sur Ky, Ky, , on en déduit que :
('(o) =0 et ¢*(o) = 0 pour tout o € W_,.
Ainsi, 7o (*(0) = 0 = ¢*(0) o j pour tout o € W_,.
Il existe donc deux cocycles, notés ¢ et ¢ dans H'(W_y, Hom(X,Y)) tels que pour tout
o€ W_y, on ait :

Proposition 6.1.3. Il existe des sections t et s de [’extension panachée M telles que
= (. On appellera ce choix de sections, sections compatibles de ’extension panachée
M. On notera dans ce cas (_o =( =(
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DEMONSTRATION. — Soit ¢ une section k-linéaire de la suite exacte (3).

Considérons I'application ¢ :=t o p. On a

poy=pomor)=p.
Il existe donc une application x : My — A telle que m o) = idy, + j o k. La surjectivité
de 7 assure 'existence d’'une application x : My — M, telle que & =70 K.
On obtient ainsi : mo¢ = idy, +mojok. En posant s := ¢ — j ok, on obtient une section
de (2).
Soit 0 € W_,. On a, 'action de W_, étant triviale sur k

1

go0so0 —s:aota_lop—tOp.

Ainsi : ) )
(o) = o).

La surjectivité de p entraine ¢ = ¢ O]

On pose désormais (_o := (, de sorte que (_y € H'(W_y, Hom(X,Y))). De plus, d’apreés
la proposition 6.1.1, (_o est injectif et I'image de W_o(M) dans Hom(X,Y) par ce
cocycle détermine donc entiérement W_o(M).

6.2. ACTION DE FEzt(X,Y) SUR LES COCYCLES

Soit M une extension panachée sur X, Y, A :

0 0
0 Y —= M, —> A 0 (1)
0 Y ——= M —— M, 0 (2)
do T
\
X X
0 0
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Soit U une extension de X par Y :

et soit (7 le cocycle attaché a la section v de U.

Proposition 6.2.1. En considérant les cocycles sur Gyay, il eviste des sections de
I’extension panachée M x U, telles que :

(M U) = (M) +Cy op et (M *U) = C*(M)+ioCy.

En particulier (_o(M «U) = (_o(M) + (y.
DEMONSTRATION. — Par définition ,

MU ={(m,u) € M ®&U,p(u) = p(m)}/{(=j(y),(y)),y € Y}.

L’application s" : My — M * U, qui & my € M, associe le couple (s(mq), v(p(ms)), est

une section C-linéaire de la suite exacte (2) pour M % U. Par conséquent, pour tout
o€ Gal(KM.KU’Kx.KA.Ky), on a

(M xU) = (M) + Cuop.

De méme, lapplication ¢’ de X dans M U, qui associe a x le couple (¢t(x),i(v(z))),
est une section de la suite exacte (3) pour M x U. Par conséquent, pour tout o €
Gal(KM.KU|Kx.KA.Ky), on a

(M =U) = (M) +i0Cp.

6.3. EFFET SUR LES COCYCLES DE LA REDUCTION AU CAS ¥ =1

On rappelle qu’aprés réduction au cas X = 1 de 'extension panachée initiale, on
aboutit & une nouvelle extension panachée du type suivant :



6.3. EFFET SUR LES COCYCLES DE LA REDUCTION AU CAS X =1 75

0 0
0 —= Hom(X,Y) —= 3 —= Hom(X, A) —= 0 (1)
0— Hom(X,Y) ——~ 73— 1, 0 (2
p1 Py
1 1
0 0

(3) (4)
Il s’agit ensuite de remarquer que cette opération conserve bien la structure galoisienne
de départ, c’est-a-dire que K37.Kx = Ky, K3 Kx = Ky, Kx, K. Kx = Ky, donc

que W_y (M) = W_1(M). Pour cela, on va étudier 'effet de la réduction sur les cocycles
attachés aux extensions panachées.

Le lemme suivant découle de la description de M donnée au paragraphe 5.1.

Lemme 6.3.1. On a, pour tout 0 € W_1(M),
L GHo)((0,N) = Cii(0) 0 pour tout ¢ € Hom (X, M) et X € K tels que pop = Nidx .
2. Go)(N) = Grlo) o (Nidx) pour tout X € K.
En particulier, la nullité de QQM (respectivement Q%) équivaut a celle de (3; (respectivement
Cir) et la restriction de G a W_o(M) = W_o(M) correspond, via l’isomorphisme de
Hom(1, Hom(X,Y)) avec Hom(X,Y), a la restriction de (3; a ce méme groupe.






CHAPITRE 7

CALCUL DU RADICAL UNIPOTENT

7.1. LE CAS ABELIEN

On reprend les notations du chapitre 6 et on démontre le théoréme 6.0.1.7).
Soit donc M € £(X, A, )) une extension panachée de radical unipotent abélien.

0 0
0 y—s-M 4 0 (1)
0 Yy : M = My 0(2)
P P
X=—X
0 0
(3) (4)

Comme W_; est abélien, il existe un sous-groupe W’ de W_; tel que W_; ~ W_y x W',

et ou W' ~ Gr_;. On a donc :
Ky
% \

Ky, K,

W/
K’
Gr_1
\ o

Kx.Ky. Ky
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On va montrer dans les paragraphes suivants comment réaliser X’ comme le compositum
des extensions de Picard-Vessiot K4 et Kz, pour Z € Ext!'(X,Y) définie sur K( voir
également [36]) .

7.1.1. Description du W_, de I’extension panachée. — On reprend les notations
du paragraphe 6.1.

Soit ¢ := 7 ot une section de (4) en tant que suite exacte de Kypy,. Ky, [0]-modules.
Considérons le pullback de (2) par t. On obtient une extension V de X ® Ky, Ky, par
Y ® Ky, Ky, en tant que Ky, Ky, [0]-modules .

L’espace des vecteurs horizontaux V' de V s’inscrit dans le diagramme suivant :

0
0—=Y —=Vi=t"(M) —=X 0
3 \
pllt
; . v
0 Y ———= M =————= M, 0(2)
j
A
0

Le diagramme précédent assure que Ky C Ky mais on a le résultat plus précis :

Proposition 7.1.1. Soit Ky [extension de Picard-Vessiot de Ky, Ky, associée a
lélément V de Ext%(Ml.KMQ[B](X Q@ Ky Ky, Y @ Ky, Ky) défini ci-dessus. Alors,
Gal(Ky Ky, Ky, ) = W_o(M) . En particulier Ky, Ky, C Ky = Ky

DEMONSTRATION. — Une section de ’extension
V={(m,z) € M & X tels que m(m) = t(z)}

est donnée par § de X dans V qui & z € X associe I'élément (s o t(x),xz) € V. Par
conséquent, pour tout ¢ € W_y, on a (y(0) = (*(0) o L.

Or d’aprés la proposition 6.1.3, il existe (o € HYW_o, Hom(X,Y)),tel que,
(*(0) = (—2(0) o p pour tout o € W_,. Comme ¢ est une section de (4), pot = idx.
Ainsi, (v coincide avec l'injection (_o de W_o(M) dans Hom(X,Y). ]



7.1. LE CAS ABELIEN 79

Remarque L’idée qui sous-tend cette construction est la suivante : lorsque 'extension
M est scindée, I'étude de ’extension panachée M se rameéne a celle de I'extension simple :

0 Yy M X®A—0 (7)

sur les objets semi-simples ) et X & A.
Dans ce cas, W_5(M) est le radical unipotent du pullback de I'extension 7 par l'injection

naturelle de X dans X & A.
Matriciellement, une telle extension panachée peut s’écrire :

Y B C
0 A O
0 0 X

C’est ce cas particulier qui nous a incitée a étendre les scalaires au corps Ky, . Ky, afin
de nous placer dans un cadre analogue. Il s’agissait ensuite de montrer que ’extension
obtenue par pullback pouvait étre définie sur le corps de base. Ce sont des arguments
de descente galoisienne, explicités dans les sections suivantes, qui nous ont permis de
résoudre ce probléme.

7.1.2. Descente de ’extension V' a Kx.K4.Ky. — Le radical unipotent de I’exten-
sion panachée M étant abélien, I’action par conjugaison de Wy sur W_; (M) passe ici au
quotient par W_q, ainsi W_; est muni d’une structure de Gryo-module. Considérons alors
I’extension de groupes abéliens et de Gro-modules suivante :

0—=W.o "W "5 W_i/W_yg —0.

Le groupe Gry étant par hypothése réductif , cette suite exacte se scinde et on considére

une rétraction r de W_; vers W_, , morphisme de Gro-modules.

Posons pour tout ¢ € W_1, {(0) = (y(r(0)). Ceci définit un cocycle ¢ de H(W_1, Hom(X,Y)).
Il lui correspond donc par équivalence de catégorie un module différentiel V sur
Kx.K4. Ky |, extension de X ® Kx. K .Ky par Y ® Kx.K4.Ky. Puisque Z|W72 = (y,
onaV =V ® Ky Ky, Deplus (W_)) = ((W_y) = (o(W_y) ~ W_,, donc
Gal(Kv|KxKyKA)) = W_Q(M)

7.1.3. Descente de I’extension V au corps de base K. — Considérons la suite
exacte de groupes suivante :

Ko

0 W_4 ° W Gro—=0

Cette extension de groupe induit une suite exacte longue de cohomologie, suite d’inflation-
restriction [35] :
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0 —> HY(Gro, Hom(X,Y))"'" ') —— H'(Wy, Hom(X,Y))

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr . HYW_i, Hom(X, Y))Gm — H*(Gro, Hom(X, Y))W_l

L’action de Gry sur HY(W_1, Hom(X,Y)) est donnée par :

Voo € Gro,¥¢ € H'(W_y, Hom(X,Y)),00 % ((0) := 09 0 ((05 00p) 0 o5 .
Mais l'action de W_; est triviale sur Hom(X,Y) et la réductivité de Gry entraine la
nullité des groupes de cohomologie H'(Gro, Hom(X,Y)) et H*(Gro, Hom(X,Y)). La

suite d’inflation-restriction fournit donc un isomorphisme ¢ entre H'(Wy, Hom(X,Y))
et HY(W_y, Hom(X,Y))¢".

Lemme 7.1.2. Le cocycle ( € H'(W_;, Hom(X,Y)) est stable sous l'action de Gr.

DEMONSTRATION. — D’aprés la proposition 6.1.2 :

VO'O € GT(),VO' € W,Q,C,Q(O'OO'O'(;l) = 09 © C,Q(O') @) O'al.

De plus 7, rétraction de W_; sur W_5 est un morphisme de Gro-modules. Ainsi Vo, €
Gro,VYo € W_y,r(0900y ") = agr(o)oy*. On obtient donc :

00 % ((0) 1= 09 0 (a(r(0g '000)) 0 05 = 00 0 (o[ '7(0)a0) 0 05 = (a(r () = (o)

pour tout o¢ € Gry,Vo € W_;.
O

Ainsi, ¢ est un élément de H'(W_y, Hom(X,Y))¢™. 11 lui correspond par Iisomor-
phisme ¢ un cocycle ¢ € H'(Wy, Hom(X,Y)).
D’apreés le théoréeme 1.1.3 appliqué a Wy, il existe une équation différentielle Z’; & coeffi-
cients dans K, extension de X par Y telle que ¢z = C.
OnaV =2'@kKx.Ky. Ky car (z|W_; = (.
Ces relations assurent que

Gal(KZ/|Kx.Ky) >~ Gal(KZ/.KA/Kx.KA.Ky) >~ Gal(Kv‘KxKAKy)) >~ W_Q(M)

Le premier isomorphisme est justifié par le fait qu'un groupe réductif et un groupe uni-
potent ne peuvent partager de quotient commun non trivial, le second par le fait que
V =Z2'@rKx.Ky.Ka.

Considérons enfin Z = —2' € Exty, (X,Y). Alors (4 = —(z, donc R,(Z) = W_y(M)
et KMl‘KMQ C Kz C KM(car GMEBZ = GM)

Par conséquent, la proposition 6.2.1 entraine :

(-2(M x Z)(0) = (2(M)(0) + (z(0) = (v (o) = Cz1(0) =0
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pour tout o € W_o(M). Suivant la proposition 6.1.1, on déduit de la formule précédente
que W_o(M % Z) = 0. Ceci conclut la preuve du théoréme 6.0.1.7).

Conclusion
Le premier pas de la descente galoisiennne effectuée ci -dessus peut s’interpréter en termes
de suite d’inflation-restriction de cohomologie : en effet si l'on considére W_5 comme un
quotient de W_y, on a un morphisme injectif naturel de H*(W_,,.) dans H'(W_4,.).
Cependant, le choix d’une Gry-rétraction de W_; sur W_, n’est pas canonique et sa non-
unicité est mesurée par le groupe de cohomologie Hém(Gr_l, W_5). Il n’y a donc pas en
général, unicité de I’équation différentielle V a coefficients dans K x.K 4.Ky correspondant
a.
En revanche, la deuxiéme descente est injective car la classe de Z en tant qu’extension
de X par ) ne dépend que de H'(Gry, Hom(X,Y)), groupe nul en vertu du caractére
réductif de Gry.

7.2. ABELIANISATION DU RADICAL UNIPOTENT

Nous passons maintenant a la démonstration du théoréme 6.0.1.77).

On se placera ici dans le cas X = 1. (et on reprend les notations du paragraphe
6.1).
En voici la raison : tout sous Dg-module de Hom(1,)) est de la forme Hom(1,Y;) (o
V1 sous Dg-module de )) alors qu'un sous Dg-module de Hom(X,)) ne s’écrit pas
nécessairement Hom(Xy, V).
On effectue la réduction au moyen de 'application R de la partie I. Dans le résultat
final, on devra donc remplacer A par Hom(X, A) et Y par Hom(X,)).

7.2.1. Construction de I’abélianisé. — Comme W_5 est abélien, le groupe dérivé
U= [W_,W_q] de W_y, sous-groupe de W_5, ne dépend que de W_;/W_,, et est donc
effectivement calculable. Son image (_5(U) (ot (5 est défini & la proposition 6.1.3) dans
Hom(X,Y) ~ Y est un sous Wy-module et correspond ainsi & un sous-Dy-module Vs
de Y. La compléte réductibilité du module ) assure 'existence d’une rétraction de Dg-
modules p, de Y sur ). On note p; la projection naturelle de Y sur Yy := Y/)s.

P

0 Vo—=)Y V/ Vo =1 —=0

p2
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Soit M une extension panachée sur X = 1,), A et M la représentation galoisienne
correspondante :

0 0
0 Y — M, — "= A 0 (1)
; ;
0 Y — > M——— M, 0 (2)
/ﬂ s
ti|p p
\
X=C=—X=C

@]
]

On effectue le pushout via p; de la suite exacte (2) :

0—= Y, :=Y/Ys —> M' = p, (M) —= My —>0.

De méme, on considére le pushout de la suite exacte (1) via ps :

OH}/Q#MQQ :ZPZ*(Ml)gA*)()y
ainsi que le pushout de (1) par p; :

0—=Y, —= M :=p, (M) —>A—>0.

Lemme 7.2.1. Le groupe de Galois de l'extension de Picard-Vessiot Ky de Ky . Kyp»
est le groupe dérivé de W_y, c’est a dire U.

Autrement dit, K. K),2 est I'extension abélienne maximale de Kx.Ky.K4 contenue
dans K. De ce fait, on pose Kyn. K2 = K§.

DEMONSTRATION. — On rappelle que

(a(0)op=¢Ho) =05 —s (8)
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pour tout o € W_s.

Par construction , I’ensemble des solutions de ’équation ), est donné par ( »(U) =
{¢-2(0)(A) avec o € U et A € C}. De la formule 8 et de la surjectivité de p, on déduit
que :

Yy = {os(my) — s(my) avec 0 € U et my € Ms}.

Cependant, il existe ¢ : M — Y telle que f —sox(f) =10 ¢(f) pour tout f € M
Puisque ¢ € U C W_, induit l'identité sur Y, on en déduit que o(f) — f =
ogoson(f)—som(f) pour tout o € U.

Ainsi, Yo={of — f, o€ U, fe€ M}.

Montrons que la sous-extension K¢ de K, est fixée par U. En effet, d’une part, K M2
en tant que sous-extension de Ky, est fixée par W_o(M) donc par U.

D’autre part, tout g € M s’écrit g = pi(f) ou f € M. Pour tout o € U, on a alors
o(9) — g =pi(a(f) — f) car p; commute avec o. Or, par construction, o(f) — f est dans
'espace de solutions de },. On en déduit que pi(o(f) — f) = 0 = o(g) — g. Ainsi Kyp
est fixé par U. On a donc U C Gal(Ky|K5P).

Réciproquement, soit o € Gal(Ky|K&P). Alors o fixe M* = M/Y; et il fixe donc le
quotient M, et le sous-objet M;/Yy = M) de M!. Or o fixe aussi M2 = M, /Y3, il fixe
donc M. Par conséquent o est un élément de W_o et vérifie ( _o(0)op = (*(0) = 05— s.
De l'injectivité de (_o sur W_5 (proposition 6.1.1) et du fait que o fixe M/Y,, on déduit :

1. L’image de o par (_s dans Hom(C,Y') détermine entiérement o.
2. Cette image est contenue dans Y5.

Ainsi Gal(Ky|K3P) s’identifie & un sous groupe de Hom(X,Ys) = Hom(1,Y;) = Yo = U
et le lemme 7.2.1 est démontreé. ]

7.2.2. Réalisation de M := M' @ M,? comme extension panachée de X ® A, A, Y.
— On réalise le panachage suivant :
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(i1,idyy) m

OH)@@)@HMQ DY, A 0

(jl,l'2) (j,O)
(i1 ,i2) (zy,m2)
0—= Y, @Yy 5 ML M2 2 My A — 0

(p1,m2) (pyida)

XPA XDA

0 0

Extensions de Picard-Vessiot attachées aux différents panachages
On obtient le diagramme d’extensions de corps suivant :

KMl@M22 —

! W_ QM)/U
‘&. —

\ K, Ko,
W) v e

N\
\ KM2 KM21-KY2
M@ M,

.

x-Ka. K

K

On a donc réalisé une extension panachée, M := M' @ My* € £(X @ A,Y, A) dont
le W_, est abélien (en effet W_1(M) = W_1/U = W), avec Gr_1(M) C Gr_,(M),
Gro(Mg) = Gro(M) et W_o(M) = W_o(M)/U V.

Ainsi, & partir de la connaissance de W_,(M), on peut entiérement décrire 10e radical
unipotent de Gy, et ceci conclut la preuve du théoréme 6.0.1.4).
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7.3. REPRESENTATIONS MATRICIELLES

7.3.1. Descente galoisienne et matrices de connexion. — On reprend les nota-
tions de la proposition 5.3.2.
On peut alors traduire en termes de matrices fondamentales de solutions les constructions
de la descente effectuées dans le cas abélien :
1. On peut prendre pour matrice fondamentale de V), la matrice R qui vérifie R’ =
YR —RX + B1Q + C ou B1Q est a lire dans Hom(X, V) (K, - Ka,)-
2.V descend ¢ V puis a Z veut dire que cet élément du conoyau est congru modulo
V tom(x ) (K, K, ), & un élément T de Hom(X,YV)(K).

Hom(X,Y)(Kpy, Kap) tel que : BiIQ+C =T+ 9"+ 9HX - Y$H.

Autrement dit, si R,(Gp) est abélien, il existe T € Hom(X,V)(K) et $H €

De facon équivalente, ceci dit qu'il existe S € Hom(X,Y)(K) et § a coefficients
dans Ky, . Ky, tels que : —BBy +C =S + 9 +9X -Y9H.

3. Un autre choix de la rétraction r donne lieu a un élément 7' de Hom(X,Y)(K) tel
quil existe & € Hom(X,Y) Ky, Ku) K K, tel que : B1Q+C =T + & +
AX — YR On en déduit que T — T = V Hom(x,)(®) ott & est défini sur Ky, . Ky, .
On retrouve ici la signification matricielle de la non-unicité du premier pas de la
descente galoisienne.

Exemple inspiré de la partie 4 du théoréme 11.4.1
Considérons le systéme différentiel M de rang 3, & coefficients dans K, de matrice
0 b1 C
0 0 by | owby =0bet by =2b (On vérifie aisément que R,(G)ps) est abélien).
0 0 0
L’énoncé encadré ci-dessus est dans ce cas élémentaire. En effet Q = f by € Ky, = Ky,
et

B = 2b, / by = (%) = Vstomie) () 01t 5 = 9 € Hom(X, ) (K, Kur,)-

En particulier, T'= C convient pour cet énoncé.

Dans ces conditions, Ky = Ky, (R) (cf. p 61), ot Vgomr )(R) = R = c+ B1Q =
¢+ (9?). Donc Ky = Ky, (M) ou ' = (R — Q%) =c.

On pourra alors choisir, comme élément Z de Ext'(X,Y) = Ext'(1,1) satisfaisant la
conclusion du théoréme 6.0.1.7),

1. Z = 0si cet bsont C-linéairement indépendants modulo 0K (auquel cas Ky, = Ky,
et W_Q(M) = O)
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. . 0 —c . . :
2. Z de matrice représentative ( ) sinon ; en effet, la matrice représentative

0 O

0 20 0
0 0 b | de M x Z coincide alors avec celle du carré symétrique de My, de
0 0 0

sorte que W_o(M * Z) = W_5(S*M,) = 0, tandis que
Ru(Z) = Gal(K(8)[K) ~ Gal(K(9, 10)[K(9)) = W_o(M).

7.3.2. Abélianisation. — En reprenant les notations du paragraphe 5.3, on déduit
de la construction de ’abélianisé de M qu’il est possible de représenter matriciellement
'extension panachée M (avec X = 1) sous la forme suivante :

Yo, 0 B C?(x)

0 Y, Bf (!

0 0 A By

0 0 0 X=0

La définition de ), montre que la matrice en place (%) n’a pas d’influence sur le calcul

de R,(Gys)). La construction de M consiste & la négliger. Une représentation matricielle
de M est ainsi donnée par :

Y, B2 0 0 0

0 A 0 0 0
0 0 v, B ¢ |,
0 0 0 A By
0 0 0 0 0

Y, B YioBp O
ol ( > 7l > correspond A Miet | 0 A By, | a M%.
0 0 O



CHAPITRE 8

EQUATIONS GENERALES A RADICAL
UNIPOTENT ABELIEN

Soit (K,0) un corps différentiel de corps des constantes C' algébriquement clos, de
caractéristique nulle, K une cloture différentielle de K et Dy 'anneau K [0] des opérateurs
différentiels a coefficients dans K.

Dans la suite du chapitre, on adopte les notations et conventions suivantes :

1. Pour tout opérateur différentiel L a coefficients dans K, on note £ le dual du Dy
module Dy /Dk L. On note encore L le C-espace vectoriel de solutions de £ dans
K, ainsi que K, = K Uextension de Picard-Vessiot de K associ¢e & L dans K.

2. Si Ly, ..., L sont des éléments de Dy, on fera 'abus de notation suivant :

L1.L; = (Dk/Di(Ly..Ly))"

ou L;..Lg désigne le produit des opérateurs dans Dy.

Pour des Dg-modules du type £ = L£;..L,.1, et pour tout p € [l.n + 1], on pose
w_, = Gal(K|Kﬁl'.LP..K£n+17(p71>_.[,n+1). Par ailleurs, on peut voir £ = Li..L,11
comme une extension panachée sur les objets initiaux Lq, Lo, ..., L,, L,11. Pour tout
Z € Ext'(Ly,L,41), le Dg-module L * Z est donc bien defini. On donne dans ce chapitre
une généralisation partielle du théoréme 6.0.1.7) et on obtient ainsi le théoréme suivant :

Théoréme 8.0.1. Soient Ly, .., L, 1, n+ 1 opérateurs différentiels complétement réduc-
tibles a coefficients dans K, tels que le radical unipotent du groupe de Galois attaché a
Popérateur différentiel L = Lq..L, 1 soit abélien, il existe un élément Z de E:z:tl(ﬁl, L1)
défini sur K tel que W_,(L+ Z) =0, et R,(Z) = W_,(L).

La démonstration de ce théoréme fera 'objet des paragraphes suivants :
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8.1. DESCRIPTION DE W_,

Soient Ly, ..., L,+1, n+1 opérateurs différentiels complétement réductibles & coefficients
dans K tels que le radical unipotent du groupe de Galois attaché a 'opérateur différentiel
L = L;..L, . soit abélien.

0 £n+1 : £2--£n+1 i> ﬁgﬁn — O (1)

<
.

S
3

O »Cn—&-l £1..£n+1 R Elﬁn —_— O (2)
p P
Ly L1
0 0

On a d’apres la proposition 6.1.3 I'existence d’une application injective notée :
Cfn : an - Hom(Lh Ln+1)7

telle que :

(*(0) =i 0 n(0) et (*(0) =(nlo)op
pour tout o € W_,,.
Soit s une section de (4) en tant que suite exacte de Ky, r,.Kr,. r,,,[0]-modules.
Considérons le pullback de (2) par s. On obtient une extension V de L£; par L,.1, en
tant que K, 1,.Kp,.1,,,[0]-modules.
L’espace des vecteurs horizontaux de V s’inscrit dans le diagramme suivant :
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00— Ln+1 —V = 8*(L1..Ln+1) L

(RS}
f S
V)

3

.

On vérifie comme pour la proposition 7.1.1 :

Proposition 8.1.1. Soit Ky [’extension de Picard-Vessiot de Ky, . r,.Kr,.1,,, relative
a V. Alors Gal(Ky Ky, 1, Kr,.1,.,) = W_n(£) .

8.2. DESCENTE DE L’EXTENSION V A K;,..K;, .,

Le radical unipotent de l’extension panachée Li..L,,; étant abélien , il est muni
d’une structure naturelle de Gro-module. Considérons désormais 'extension de groupes
abéliens et de Gro-modules suivante :

0—— an — W,1 — Wfl/an —0.

Le groupe Gry étant par hypothése réductif , cette suite exacte se scinde et 1’on note r
une rétraction de W_; vers W_,, , morphisme de Gro-modules.

Posons ((0) := (y(r(o)) pour tout ¢ € W_i. On a ¢ € HY(W_y, Hom(Ly, Ly, 41)). 1 lui
correspond donc, par équivalence de catégorie, une extension de £; par £, définie sur
Krp,.. Ky, . De plus, 'image de W_; par le cocycle ¢ dans Hom(Ly, L,41) correspond
a l'image de W_,,. On a ainsi obtenu une extension de Ky,...Kp, ., [0]-modules, notée V,
telle que ((0) := (v (r(o)) pour tout o € W_; .

AiHSi V = V®KL1-~KL"+1 KLl..Ln‘KLQ..Ln+1 .

n+1
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8.3. DESCENTE DE L’EXTENSION VY AU CORPS DE BASE K

Considérons la suite exacte de groupes suivante :

KO

0 | Wo

GT’OHO

Cette extension de groupe induit une suite exacte longue de cohomologie, suite d’inflation-
restriction ([35]) :

0 —= HY(Gro, Hom(Ly, Ly1))" ") —= H(Wy, Hom(L1, Ly41))

> Hl(Wfl, HOTTL(Ll, Ln+1))GrO — HQ(GT(), Hom(Ll, Ln+1))
L’action de Gry sur H*(W_;, Hom(Ly, L, 1)) est donnée par :

09 * (o) := 09 0 (05 00g) 0 0y

pour tout oy € Grg et tout ¢ € H'(W_y, Hom(Ly, L,,11)).

L’action de W_; étant triviale sur Hom(Ly, L,,+1) et la réductivité de Gry entrainant
la nullité des groupes de cohomologie H'(Grqg, Hom(X,Y)) et H*(Gro, Hom(Ly, L,11)),
la suite d’inflation restriction fournit un isomorphisme ¢ entre H*(Wy, Hom(Ly, Ly y1))
et HY(W_y, Hom(Ly, L, 1)),

Lemme 8.3.1. Le cocycle ( € H'(W_y, Hom(Ly, L,.1)) est stable sous laction de Gry.

DEMONSTRATION. — D’aprés la proposition 6.1.2 : Voo € Grg,Vo € W_,,,((cpo05") =
09 0 ((0) ooyt De plus r , rétraction du W_; sur le W_,, est un morphisme de Gro-
modules. Ainsi Yoo, € Gro,Vo € W_,,,r(cpc0; ") = oor(c)ay . On obtient donc :

Yoo € Gro, Yo € W_y,00%((0) = 000((r(oytoag))oayt = agol(oy r(o)ag)oayt = ((r(o)) = ((o)

Ainsi, ¢ est dans H'(W_1, Hom(Ly, L,+1))¢™. 1l lui correspond donc par I’isomor-
phisme ¢ un cocyle dans H*(Wy, Hom(Ly, L,41)), noté Z. L’équivalence de catégorie
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entre représentation de Wy et opérateurs différentiels a coefficients dans K assure 1’exis-
tence d’'un Dg-module noté, a nouveau Z, défini sur K, extension de £ par L, de
radical unipotent isomorphe & W_,,(Ly..L,11) et tel que V = ZQx Ky, ...K,

n+1






PARTIE 1V

EQUATIONS AUX DIFFERENCES






CHAPITRE 9

THEORIE DE GALOIS DES CORPS AUX
DIFFERENCES

Ce chapitre basé sur 'ouvrage de Marius van der Put et Michael Singer [38| rappelle
briévement les définitions et théorémes principaux de cette théorie, afin de les appliquer
au cadre particulier du corps de base K = C(z).

9.1. ANNEAUX DE PICARD-VESSIOT
Définition
1. Un anneau aux différences est un anneau commutatif R, doté d’'un automorphisme
¢: R— R.Si R est un corps, on dit que R est un corps aux différences.
2. L’ensemble des constantes d'un anneau différentiel R, noté Cg est constitué des
¢lements ¢ de R vérifiant ¢(c) = c.

3. Un idéal aux différences de R est un idéal I stable par ¢. Un anneau aux différences
est dit simple si ses seuls idéaux aux différences sont (0) et R.

Exemple Soit C le corps des nombres complexes, ¢ un nombre complexe non nul et
non racine de 'unité et 7 un nombre complexe non nul.
Les automorphismes ¢, donné par o,(z) = ¢z et o, donné par o.(z) = z + 7, munissent
chacun K = C(z) d’une structure de corps aux différences, dont 'anneau des constantes
est C.

Soit R un anneau aux différences et A € GI,(R). Une matrice fondamentale a
coefficients dans R pour le systéme ¢Y = AY est une matrice U € Gl,(R) telle que
¢(U) = AU. Deux matrices fondamentales associées a la méme équation se déduisent
I'une de l'autre par multiplication par une matrice P € Gl,,(CR).

Soient K un corps aux différences, C'x son corps des constantes et Y = AY un systéme
aux différences du premier ordre , ou A € Gl,,(K)). On dit qu'une K-algébre de type fini
R est un anneau de Picard-Vessiot pour ¢p(Y) = AY si :

1. il existe un automorphisme de R, également noté ¢, prolongeant ¢.
2. R est un anneau aux différences simple.
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3. Il existe une matrice fondamentale de solutions de ¢Y = AY a coefficients dans R.
4. R est minimal en ce sens qu’aucune sous-algébre propre de R ne satisfait les condi-
tions 1,2 et 3.

Théoréme 9.1.1 (Existence et unicité d’un anneau de Picard-Vessiot [38] )
Soit (K, ) un corps aux différences de corps des constantes C' algébriquement clos, de
caractéristique nulle et

oY) = AY (9)
, A€ Gl,(K), un systéme aux différences.

1. Il existe un anneau de Picard-vessiot R associé a l'équation 9 et Cr = C.

2. Si Ry et Ry sont deuzr anneauz de Picard-Vessiot de K pour ¢(Y) = AY alors, il
existe un isomorphime entre Ry et Ry commutant avec ¢.

3. Soit G le groupe de Galois de R sur K, c’est-a-dire [’ensemble des automorphismes
de R commutant avec ¢ et stabilisant K. Alors G a une structure de groupe algé-
brique linéaire sur C et de plus dimcG = degtr(R/K).

9.2. MODULES AUX DIFFERENCES ET FONCTEUR FIBRE

Soit K un corps aux différences d’automorphisme o, de corps des constantes C algé-
briquement clos. L’anneau D, := K|[o,0~!] des opérateurs aux différences est constitués
des sommes finies de la forme ) _, a,0". La multiplication de cet anneau est donné par
la formule suivante pour a dans K, ca = o(a)o .

On note Dif f(K, o) la catégorie des Ko, o~ !]-modules de dimension finie sur K.

Théoréme 9.2.1. La catégorie Dif f(K, o) est une catégorie tannakienne neutre sur C.

On fixe un foncteur fibre w de Dif f(K, o) dans Vecte. Soit V € Diff(K,0), <V >
la sous-catégorie tannakienne engendrée par V dans Dif f(K, o), alors Aut®(<V >) est
isomorphe au groupe algébrique linéaire sur C' défini au théoréme 9.1.1(voir [38], [1]).
On Pappellera groupe de Galois de V, et on le notera Gy (pour V = w(V)), en précisant
souvent au sens de [38]).



CHAPITRE 10

EXTENSIONS D’EQUATIONS AUX
¢-DIFFERENCES

On considére le corps K des fractions rationnelles a coefficients dans C, que l'on
munit d’une structure de corps aux différences via l'automorphisme o, (ot ¢ est un
nombre complexe donné de module différent de 1) qui & f(z) associe f(gz). On pose alors
D, = D,,, et on se place dans la categorie des D,-modules de dimension finie sur K.

10.1. RADICAL UNIPOTENT D’UNE EXTENSION DE MODULES AUX
¢-DIFFERENCES

Le théoréme 2.2.5 s’écrit ici :

Théoréme 10.1.1. Soient X et YV des D,-modules semi-simples et U une extension de
X par Y. Alors le groupe de Galois deU est égal au produit semi-direct du groupe réductif
Gxgy par un sous-espace vectoriel w(V) de w(Hom(X,Y)) ouV est le plus petit sous-Dy-
module de Hom(X,)Y) tel que le quotient de ’extension R(U) par V soil une extension
scindée.

10.2. DESCRIPTION DES GROUPES D’EXTENSIONS

On donne dans la proposition suivante, une propriété essentielle des groupes d’ex-
tensions de D,-modules. Cette propriété justifiera dans le chapitre 11 la construction
d’extensions panachées dans cette catégorie (|34/, [18]).

On note §;, = o, — 1.

libres de rang fini sur K, les groupes de cohomologie Ext'(M,N') sont nuls.

Proposition 10.2.1. Pour tout entier i > 1, tout Dy-module M et tout D,-module N

DEMONSTRATION. — On considére un Dj-module M libre de rang fini. Le lemme du
vecteur cyclique ([33]) assure 'existence d'un g-opérateur L a coefficients dans K que
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I'on appellera équation de M et d'un morphisme 7 de D, dans M, tels que la suite de
D,-modules suivante soit exacte :

0 D, D, ">~ M 0 (10)

L’application x L correspond & la multiplication a droite par L.
On en déduit, pour tout D,-module N la suite exacte longue de cohomologie suivante :

0 Hom(M,N) —= Hom(Dy, N') —%= Hom(Dy, N') —> Ext' (M, N) ——~
Ext' (D, N) Ext' (D, N) — Ext™ (M, N) — Ext"™ (D, N') — -

Le module D, étant libre, Exti, (Dy, N) est nul pour tout i >0 .
Donc Exty (M, N) =0 pour tout i > 1. O

On note 1 le Dy-module D,/D,d, (6, := 0, — 1) .

Proposition 10.2.2. Toute extension de D,-module de M = D,/D,L par D,/D,i,
s’écrit sous la forme Dy/DMNL ou N est un opérateur équivalent a .

DEMONSTRATION. — De 10, on déduit I'exactitude de la suite :

Hom(M, D,/D,5,) —= Hom(Dy, Dy/Dyby) —2= Hom(Dy, Dy/Dybl) —=

Ext'(M,D,/D,d,)
On peut remarquer que :

1. L’application E correspond au pushout de la suite exacte suivante par un élément
g de Hom(Dy, Dy/Dydy)

0 —> Dy/Dyd, E(g) M 0.
2. Hom(D,,D,/D,0,) est isomorphe a K. En effet, un élément ¢ de Hom(D,, D,/D,0,)

est entiérement déterminé par la classe ¢(1) modulo 9, de ¢(1) (soit Q) € D,, alors

$(Q) = Qo(1) = Q.¢(1)).

Lemme 10.2.3. L’application E induit un isomorphisme de groupes entre K/L(K) et
Ext'(M, D,/D,d,).
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DEMONSTRATION. — L’application multiplication & droite par L de Hom(D,, D,/D,d,)
dans lui-méme associe & un morphisme ¢ (@) € D,, #(Q) = Q¢(1)), la multiplication a
droite par L¢ ot pour tout Q) € D,, ” x L"¢(Q) = QL¢(1). Or la classe modulo ¢, de
Lo(1) est égale a L(o(1)). On en déduit que le diagramme suivant est commutatif :

Hom(Dy, Dy/Dy8,) —= Hom(Dy, Dy/Dyb,)

donc que : Ext'(M,D,/D,d,) est isomorphe a K/L(K).
[

Montrons enfin que E(g) est isomorphe a l'extension de M par D,/D,d, que définit
Dy/Dy(0q — Uqg(g))L‘
Pour tout élément B de D, on note pp la projection canonique de D, sur D,/D,B. On

note ¢ 'application D, x D,/D,6, — D,/D (0, — UqT@)L

(a,b) ——>"P,, _7al0)y,, (a+0bx* 1L)

g9

1. L’application ¢ est bien définie car 5q§L = Uql(g) (g — %)L.

2. L’application ¢ est surjective.

3. Le noyau de ¢ est I'ensemble {(PL, —ps,(P)g) avec P € D,}.

Par définition du pushout par g., on en déduit par passage au quotient que ¢ induit un
isomorphisme d’extensions entre E(g) et D,/D,(0, — UQ(Q))L :

0 — D,/D,d, E(g) M 0

|
1L

0 —= Dy/Dyd, —= Dy/Dy(0, — L)L M 0.




100 CHAPITRE 10. EXTENSIONS D’EQUATIONS AUX ¢-DIFFERENCES

10.3. DIMENSION DE Euxt'(D,/D,d0,, D,/D,A)

Soit A l'opérateur aux g-différences oy + an_lag_l + ..+ ap, ou a; € K pour tout
1=0.n—1et ayg € K*.
On suppose que A est a singularités fixées dans un ensemble S de cardinal fini . On note
Ky le sous-anneau de K formé des fonctions sans pole hors de S.
On illustre dans ce paragraphe la spécificité des équations aux g¢-différences vis-a-vis
des opérateurs différentiels. Dans le cadre différentiel, le conoyau de l'opérateur L dans
Kg est de dimension finie. Le phénoméne de propagation des poles le long de spirales
logarithmiques entraine, sauf dans le cas trés particulier ou S est réduit a {0, 00}, que la
dimension du conoyau d’un opérateur aux g-différences est de dimension infinie.

10.3.1. Calcul de la dimension de Kg/A(Kg) dans le cas ou S = {0,00}. — Pout
tout z € C, on note u, := z — z un parameétre local en z et u,, := 1/z un parameétre local
en U'infini. Posons i,(A) := —inf(0,inf;(v.(a;))), qu'on appellera l'irregularité de A en
x (v, désigne la valutaion en z).

Proposition 10.3.1. Soit A un opérateur unitaire sans solutions rationnelles, dont [’en-

semble des singularités est {0,00}. Alors la dimension de Koy /A(K{o,0}) €st finie et
vaut ip(A) + ico(A).

DEMONSTRATION. — (inspirée de [26] lemme 2.9.13, [9] et de [27])
Le calcul de A(u,') donne :

Alua') = uz2'(¢" 4 an1¢" V" + .+ ag).

Posons P,(X) = (u)], X" + (ura,_1)[. X" + .. + (apu,)|.. P, est un polynome non
nul de degré au plus n . Si t est un entier suffisamment grand, ¢’ n’est pas racine de P,
(car |g| # 1). On en déduit que, si t est suffisamment grand, v(A(u,") = t+inf(0,v.(ag)).

Posons D = (d;)y es o0 dy € Z, D™ = (dy — 1)ges; D(A) = (di + iz zes
et Kg[D]:={f € Kg;v,(f) > —d,VzeS}
Les formules ci-dessus et l'existence d’une décomposition des fractions rationnelles en
éléments simples, montrent que A applique Kg[D] dans Kg[D(A)] pour tout D, et induit
un isomorphisme de Kg[D|/Kg[D~| sur Kg[D(A)]|/Ks[D(A)~] dés que D est coordonnée
par coordonnée suffisamment grand, disons plus grand qu’'un certain s-uplet Dj.

On a alors :
dim(Ks/A(Ks)) = dim(Kg[Dg(A)]/A(Ks[Dy])) = Zix + dimcKer(A : Kg — Kg).
XES
]
Remarque

En fait, il aurait suffit de supposer que A n’avait pas de solutions dans Kyg o}
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10.3.2. Contre-exemple de finitude. — On considére ici 'opérateur aux différences
A = 0, —td et on se place sur 'anneau Kg des fonctions rationnelles sans pole en dehors
de S = {0,00,1}. (voir [28] p. 218 )

Proposition 10.3.2. Pour tout entier positif n, la famille {ﬁ, ﬁ} est linéaire-
ment indépendante sur C modulo (o, — id)(Ks).

DEMONSTRATION. — Soient (Aq,...,\,) € C et f € Kg tels que

Ai
>y~ ) - )

On écrit la décomposition en éléments simples de f

f(z)=P(2)+ Z (zi—Jl)J ou P(z) = Zanz” € C[z].
On obtient : -
Zn: Ai :ZN:(q”a 4y +Z G/d g .
— (z—1) — " 1/q (z—1)3

On déduit de 'unicité de la décomposition en elements simples d’une fraction rationnelle
que :

1. Pour tout n > 1, a,, = 0 (car |g| # 1).
2. Pour tout j =1,...,7, ¢; = 0.

Ainsi les A; sont nuls pour tout i. On en déduit que la famille { (zl } est linéai-

_]_)7 (Z ]_)n
rement indépendante sur C modulo (o, —id)(Ks) . O

Corollaire 10.3.3. Pour S = {0, 00,1}, la dimension de Ext}(S[Uq](l, 1) est infinie.

DEMONSTRATION. — En effet, la dimension de Ea:tKS[U 1(1,1) est égale a celle du co-
noyau de (o, — 1) et d’aprés la proposition 10.3.2 cette derniére est infinie. O

Remarque 1 :
On a en fait un résultat plus fort, et qui sera nécessaire dans la suite pour calculer la
dimension des groupes de Galois : la famille {(z—il), ﬁ} est linéairement indépen-
dante sur C modulo (o, — id)(K) (pas seulement modulo (o, — id)(Kg)). La preuve est
analogue a celle du lemme 11.6.3 infra.
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Remarque 2 : Soit S un sous-ensemble de P'(C), on dira que S est saturé si :
VeeS VYneZ, ¢"x €8S.

Lemme 10.3.4. Soit S un sous-ensemble de P*(C) saturé, A un élément unitaire de
Kglo,], Uapplication naturelle de Ext}(s[aqvgq,l] (Dky/DrgsA, 1) dans Ext}([aq oo-1](Pr/Dr A, 1)
est injective.

On retrouve ici un énoncé analogue a celui de la théorie de Galois différentielle.

DEMONSTRATION. — En effet, il suffit de démontrer que si I’équation A(f) = g avec
g € Kg a une solution f dans K alors f est dans K.

Notons n le degré de A et suposons qu’il existe x dans le diviseur de f, n’appartenant
pas & S. On considére ny 'entier maximal tel que ¢~z soit dans le diviseur de f. La
maximalité de ng assure que ¢~ "z est dans le diviseur de A(f) et donc dans celui de
g. Ceci est absurde car S est saturé. m

Si S n’est pas saturé,un contre-exemple & l'injectivité de l'application précédente est
donné par :

L S={q"q}

_ 1

2. f=53+% 1

3. Uq(f)—fzgzm—zi_q-
Une démonstration similaire a celle du lemme précédent permet de montrer qu’il n’existe
pas d’élément k de Kg vérifiant o (k) — k = g.



CHAPITRE 11

EQUATIONS DIFFERENTIELLES ISSUES
D’EQUATIONS AUX DIFFERENCES

Soit (K, 0,0) un corps aux différences et différentiel de caractéristique nulle, tel que
ocgo0d = doo. On note C, le sous-corps de K formé des invariants sous o, et Cy le

sous-corps des constantes différentielles de K.

Ezemples

1. (C(2),04,2d/dz) avec Cy, = C = C.q/4-.

2. (C(2),0-,d/dz) avec C,, = C = Cyqs.

3. (Mer(C*),04,2d/dz) avec C,, = Cp et C = C.q/q. (o0t Cg est le sous-corps du
corps Mer(C*)des fonctions méromorphes sur C*, formé des éléments f € Mer(C*)
vérifiant o,(f) = f; on dira que Cg est le corps des fonctions g-elliptiques)

4. (Cp(z),04,2d/dz) avec C,, = Cp et C = Clq/4..

On considére le systéme aux différences suivant :
oY =AY (11)

ot A € Gl (K)etY € K™
On note A le D,-module associé a ce systéme.

Considérons le vecteur
)4
K",
(V)

Il vérifie I’équation aux différences suivante :

(5)- (50 (V) &

qui correspond a une extension de A par A dans la catégorie des D,-modules.



104 CHAPITRE 11. EQUATIONS DIFFERENTIELLES ISSUES D’EQUATIONS AUX DIFFERENCES

De méme, la considération des dérivées secondes conduit au systéme aux différences

%Y A 204 %A %Y
ol ov | =0 4 o4 oY (13)
Y 0 0 A Y

c’est-a-dire & la représentation matricielle d’'une extension panachée M dans cette
catégorie sur les objets initiaux A, A, A .

On va étudier les systémes aux o-différences 11, 12, 13 en se limitant au cas ot A est
derang 1: A= (a), a € K*.

Remarque

L’idée de combiner deux opérateurs n’est pas nouvelle. Elle conduit souvent a des
énoncés d’incompatibilité pour les solutions simultanées d’équations linéaires en ces
opérateurs ( voir par exemple [10]). Ici, en privilégiant o,, on parvient & des résultats
d’indépendance algébriques pour 'opérateur 0.

On suppose jusqu’au paragraphe 11.6.3 que C, est algébriquement clos (et en général,
que
K = C(z),0 = g,), de sorte les résultats du chapitre 9 sont vérifiés par (K, ). On se
propose dans ces conditions de calculer les groupes de Galois (au sens de [38]) des systémes
aux différences 11, 12) 13, sans référence aux éventuelles propriétés différentielles de leurs
solutions.

Définition 11.0.5. Soit (K = C(z),0,) et a € K*, on dira que a est sous forme

standard (|38| chap.2) si, pour tout ¢ € C* dans le diviseur de a, et tout n € 7Z — {0},

q"c n‘apparait pas dans le diviseur de a. On peut écrire tout élément a de K* sous la
(f)

forme a = EJT avec f € K* et a sous forme standard.

11.1. GROUPE DE GALOIS DU SYSTEME 11

On se place sur le corps aux différences (K := C(z),0,). Nous adoptons la définition
du groupe de Galois donnée dans [38].

Proposition 11.1.1. Le groupe de Galois de l’équation 11 est égal & ,, sia(z) = )\UQT@,
g € K* et X\ d’ordre n dans C*/q%, égal & G,, sinon.

a(

DEMONSTRATION. — On écrit a sous la forme a = ETQ) ol g € K* et a sous forme
standard.
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Le groupe de Galois G de I'équation 11, est un sous groupe algébrique de G,,. Il est
donc égal & G,, ou & un sous-groupe fini du type p, (groupe des racines n-iémes de
I'unité). Supposons que G = p, =< g >.

Soit y une solution de 11 dans I’anneau de Picard-Vessiot K, := K|y, i] de I’équation.
Il existe ¢ € p, telle que o(y) = Cy. On a f inK,~°” = K d’aprés [38| lemme 1.28, et
a" = UQT(f) ce qui équivaut a a" = U‘IT(k), ke K*.

Or si @ est sous forme standard, il en est de méme de @”. On en déduit que le diviseur
de k est porté par (0), donc que UE‘T(’C) = glea(k
' = ¢%9(k) Ceci termine la démonstration.

). Ainsi @ est un élément \ € C vérifiant

11.2. GROUPE DE GALOIS DU SYSTEME 12

Soit (K,0,0) un corps aux différences différentiel de caractéristique nulle tel que
000 = 0o0c. On suppose ici que C, est algébriquement clos, et que Cy C C,.

L’ équation 12 est une extension en termes de D,-modules du D,-module associé a
I’équation 11 par lui-méme.

On peut ainsi se demander sous quelles conditions, cette extension est scindée. La
réponse est la méme que pour la théorie des Dx-modules : I'extension est scindée si et
seulement si il existe F' € M,,(K) telle que : 0A = o(F)A — AF.

Ceci nous conduit aux définitions suivantes :

Définition 11.2.1. On dira que K est logarithmique si pour tout a € K*, on a la
proposition sutvante :
S’il existe f € K tel que 2% = o(f) — f alors il existe g € K* tel que a = 29 e

g

On dira que K, contenant C(z) est quasi logarithmique, si pour tout a € C(z)", on
a la proposition suivante :
o(

Sl existe f € K tel que % =o(f)— f alors il existe g € C(z) tel que a = uTg), we Chy.
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Théoréme 11.2.2. Soit K un corps logarithmique. Alors la dimension du radical uni-
potent du groupe de Galois (pris au sens de |38]) du systéme auzx différences

0U=<a 8a>U
0 a

est nulle si et seulement si a est de la forme u@, weCy, ge K.

DEMONSTRATION. — Le radical unipotent de ’équation (*) étant un sous groupe de G,
(cf. théoréme 2.2.5), sa dimension est nulle si et seulement si 'extension de D,-module
associée est scindée : c’est-a-dire s’il existe h € K tel que da/a = o(h) — h. Si K est
logarithmique, cette derniére condition revient a demander que a soit de la forme p=%* (g)

oug € K et u € Cy. La dimension du radical est égale a 1 dans le cas contraire.
O

11.2.1. Le corps aux ¢-différences des fractions rationnelles sur C est lo-
garithmique. — On munit le corps K := C(z) de l'automorphisme aux différences
o(f)(z) = f(gz) ot ¢ € C* a un module différent de 1, et de la dérivation z4- = 0.

Théoréme 11.2.3. (|23]) Soit a E (C( )*. On a équivalence entre :
1. Il eziste f € C(2) telle que 22 = f(qz) — f(2).
2. 1l existe g € C(2) telle que a = p ((q) ue C.

DEMONSTRATION. — Ecrivons a sous la forme a = daqég), g € K*, @ sous forme

standard.(voir aussi [28])

d

On va raisonner par condition nécessaire et suffisante. On note ' = =

Supposons que a € K vérifie une équation du type zda'(z) = a(2)(f(¢z) — f(2)) ou
f(z) € C(2). Ce qui équivaut a
2(@)'(2) = a(z)(k(qz) — k(2)) (14)
, ott k(z) € C(2). (on utilise la formule da/a = da/a + o,(0g/g) — 0g/g).
Ecrivons a(z) = A[[_;(z — a;)™, ot a; # ¢%a; sii # j, et a; € Z et X € C.
La décomposition de k£ en éléments simples s’écrit :

En écrivant 1’équation 14 sous la forme zaal((j)) = k(qz) — k(2) on obtient :

' o,;a; o al "o — )2 Vij . ylj/q]
2t gy T L) +§Z.:Ej:u—ci)f Goafp

n=1
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Il en résulte que a, = 0 pour tout n > 1 et > a; = 0. On va montrer que k ne peut avoir
de pole d’ordre supérieur ou égal a 2. En effet, supposons que k ait un poéle ¢;, d’ordre
k> 1.

On va d’abord traiter le cas ¢;, =0

L’équation (15) ne comprenant dans son membre de gauche aucun terme d’ordre plus
grand que 2, on en déduit que : ka =q7 ka pour tout 7 > 2. Or, ¢ étant un nombre
complexe de module différent de 1, on en déduit que I/ijk = 0 pour tout j > 2.

Si ¢, # 0, alors il doit exister un entier 7,4 tel que ¢;, = Cik+1/q et ka = q*jufk+l. Ceci
signifie que si ¢ est un pole d’ordre au moins 2 pour k alors gc doit étre un pole d’ordre
au moins 2 pour k. Comme k ne peut avoir un nombre infini de poles, on en déduit que
k n’a que des poles simples.

On notera désormais pour simplifier v; = v} pour tout i et §; = v;/¢;. L’équation (15)
se résume alors a :

a;a; Ci/C]@‘ _ Ci0;
2wy T G- 1o

z—¢i/q)

Si a; est un pole ou un zéro non nul de @, alors a;/q ne peut étre un élément du diviseur
de @. On suppose qu’il existe ig tel que a; = ¢;, ( a; = ¢;,/q donnerait lieu au méme type
de raisonnement). Considérons alors l'entier ny maximal tel que ¢;,/¢™ soit égal a un
élément ¢;,. Comme @ est sous forme standard, ¢;, /¢ ne peut aparaitre comme diviseur
de @. 11 existe donc iy tel que ¢;, = ¢;,/q™ " (d’aprés la formule (16)). Or ceci est absurde
par maximalité de ny et non nullité de ¢;,.

On en déduit que @ ne peut avoir de pole ou de zéro non nuls. Le fait que Y a; = 0 assure

que @ est un ¢lément de C. On en déduit que a doit étre de la forme a(z) = )\% ol g
est une fraction rationnelle. Réciproquement si a est de la forme précédente, on obtient
par dérivation d'(z) = %a(z) - q%a(z). En posant f(z) := —zi],((zz)), on obtient
2d'(2) = f(gz)a(z) = f(2)a(2). O

Corollaire 11.2.4. Soit a € C(2)*. Si a n'est pas de la forme ug;(qj)), peC,geC(z),
alors la dimension sur C du groupe de Galois (pris au sens de [38]) du systéeme aux

q-différences 12 associé a a est €gale a 2.

DEMONSTRATION. — Si /(i) désigne pour i = 1,2, le groupe de Galois du systéme
(i), on a d’aprés le théoréme 11.2.2, R,(G(2)) = G, et G(1) = G(2)/R, et d’apreés la
proposition 11.1.1, G(1) ~ G,,. ]
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11.3. EXTENSIONS PANACHEES

Soit (K, o) un corps aux différences de corps des constantes C, := C' de caractéristique
nulle, algébriquement clos, on note D, 'anneau des polynoémes aux o-différences.

Avant d’étudier le systéme aux o-différences 13, on se place dans le cadre plus général
des systémes aux différences de la forme définie ci-dessous.

Soit @ un élément de K*. On lui associe 'équation aux o-différences : o(f) = af
et on note A le D,-module associé. Soient M; et M, deux éléments non triviaux de
Extp (A, A) et M un élément de Extpanp, (Mi, My).

On peut représenter matriciellement le D,-module M de la fagon suivante :

a b c
M = 0 a bg ,Ofl bl,bQ,CEK.
0 0 a

Notations Pour f € K, on notera f7 = o(f).

11.3.1. Extension panachée de M; par M, en dualité. — Tordons I'extension
panachée M par A~!, c’est-a-dire, considérons le D,-module N' := M ® A~!, dont une
expression matricielle est donnée par :

1 b/a c/a
N = 0 1 bg/a
0 0 1

On note M, (respectivement Ms,) extension M; (respectivement Ms) tordue par

AL

Remarque Notons que pour A de rang 1, Exzt'(A, A) = Ext'(1,1) de maniére ca-
nonique et qu’ainsi l'opération R définie au paragraphe 2.1 correspond a l'opération
U-URQA™
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Lemme 11.3.1. Les D,-modules M, et M3, sont isomorphes si et seulement si il
existe une o- constante X non nulle et un élément f de K tels que by = by + f7a — af.

DEMONSTRATION. — Si M, et Ms, sont des éléments de Ext'(1,1), ces deux exten-
sions peuvent étre représentées par des matrices By, B, de la forme suivante :

1 bz/& -
(O 1 ),bZGK,Z—l,Q.

Si My, et M3, sont isomorphes alors il existe P € Gly(K) telle que : PB; = 'By'P7.

On écrira P sous la forme suivante :

ay ag

as as )’
On obtient donc :

a1 arbi/a+as \ ag ag
az asbi/a+ ay aj —afbs/a —agby/a+af )
En comparant les coefficients dans 1’égalité précédente, on en déduit que :

1. af = a; donc a; est une constante.

2. a1b1/a = a§ — ay. Or, M; étant une extension non triviale de A par A, on en déduit
que a; doit étre nul et as constant.

3. —afby/a + a§ = asz. Comme a; est nul, az est constant.

4. agby/a + ay = —agbs/a + af. La matrice P étant inversible de déterminant —asas,
ces deux constantes doivent étre non nulles.

La derniére équation obtenue est équivalente & 'existence d’une constante A non nulle et
d’ un élément f de K tels que by = Aby + f7a — af. ]

Effet d’'un changement de jauge

Comme il se doit, la condition d’isomorphisme dual obtenue au lemme 11.3.1 est
indépendante du changement de jauge.

De fagon plus générale, considérons la matrice N € GI,,(K) :

1 bl c
N=10 1 b
0 0 1

vérifiant la condition suivante : il existe une constante A # 0 et un f € K tels que
by = Abe+ f7a —af. Soit P une matrice de changement de jauge dans Gi,,(K)) du type :
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pP—

O O =
[ RN S]
S

En appliquant la formule de changement de jauge de la théorie des o-différences, & N et
P, on obtient une matrice N’ :

1o, ¢
N =(P)'NP=|( 0 1 b
0 0 1

ou by =by+ap—p°a, by=by+ad—d’aet ¢ =c+ar—r7a+db; —p°ad—p°by+ (pd)’a.
On vérifie qu’il existe un élément g € K tel que b} = b, + ¢g°a — ag, ot g = f + Ad — p.

On suppose étre désormais dans les conditions du lemme 11.3.1. Ainsi, il existe une
constante A # 0 et f € K tels que by = Aby + f%a — af. Considérons la matrice

Q S Gl3(K) .

1 0 0
Q=1{01 —f
00 A

Ce changement de jauge par () appliqué a la matrice N donne le résultat suivant :
1 bi/a Aefa— fbi/a
Q) 'NQ=| 0 1 by /a
0 0 1

On peut donc ramener I’é¢tude d’'une extension panachée de M; par My, avec My,
isomorphe a M3 . a celle d'une extension panachée matriciellement représentée par :

a b ¢
0 a b |, bcekK.
0 0 a

Lemme 11.3.2. Toute extension panachée M de My par Ms, avec M, isomorphe a
5.qs Deut étre représentée matriciellement par :

a b ¢
0 a b |, bcekK.
0 0 a

Le radical unipotent de Gy, est abélien, donc du type G, i = 0,1, 2.

DEMONSTRATION. — En effet, les éléments de GG, sont de la forme :

B
o ,a, 3,7 € C.
0

o o R
L =
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]

11.3.2. Autodualité et caractérisation du radical unipotent. — On s’inspire de
[7] pour les démonstrations suivantes mais on ne peut appliquer directement les résultats
de cet article dans notre cas, car ses hypothéses de rigidité ne sont pas vérifiées ici. On
doit donc faire appel a de nouveaux arguments.

Définition 11.3.3. (|7]) Soit T une catégorie tannakienne neutre sur un corps K de
caractéristique nulle, X, A, Y trois objets de T, My dans Ext'(A,Y) et My dans
Exzt'(X, A).

Pour tout M élément de Extpan(Mi, Ms), on dit que M est autoduale s’il existe un
1somorphisme 1 de M dans M* et un isomorphisme ¢ de My dans M tel que le dia-
gramme suivant soit commutatif.

0 My M X 0

T

0 M; M* % 0.

Sous les hypothéses de rigidité de [7|, qui imposent en particulier Hom(A,X) =
Hom(), A) = 0, le caractére autodual de I'extension panachée M se lit sur la taille du
radical unipotent de son groupe de Galois. Nous montrons qu’il en est de méme dans le
cas ou X, A, Y sont des D,-modules isomorphes, de rang 1.

Application au cas des extensions panachées aux o-différences
On considére une extension panachée aux o-différences M de M; par Ms, ot M, , est
isomorphe a M3 .. Une représentation matricielle de M est donnée par :

b
a , a,b,ce K.
0

oS O 2

[SEERS LN

On pose N = M @ A~L.
Puisqu’un caractére de Gj; est trivial sur le radical unipotent de G, les groupes
R.(Gy) et R,(Gy) coincident.

On a déja remarqué que ce type d’extension panachée a un groupe de galois dont le
radical unipotent est abélien. On suppose de plus que 'extension M n’est pas scindée,
ce qui implique que le radical unipotent de ’extension panachée est de dimension 1 ou 2.

Théoréme 11.3.4. La dimension du radical unipotent du groupe de Galois de M est
égale a 1 si et seulement si le Dy-module N est autodual.
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DEMONSTRATION. — On travaille dans le cas d’un radical unipotent abélien, donc iso-
morphe & une certaine puissance de G,

Si le radical unipotent de ’extension panachée est de dimension 1, le groupe de Galois
de N, isomorphe a G, se représente dans Gl3(C) sous la forme :

1 a da*/2
dg=|1 01 a pour a € G,.
00 1

En effet, la représentation de G, dans Gi3(C) sous la forme précédente, est imposée
par la forme de la matrice N et par la non-trivialité de sa restriction a M ,.
On vérifie aisément que toute forme bilinéaire B représentée par une matrice P du
0 0 (05}
type:| 0 —a; O , (a1, ) € C,2
(0%} 0 (6D)
vérifie g, Pg, = P pour tout a dans C,,.
On en déduit que le groupe de Galois de N stabilise au moins une forme bilinéaire non
dégénérée et ainsi que N est autodual.
Si le radical unipotent de ’extension panachée M est de dimension 2, le groupe de Galois
de N est isomorphe & G2. Nous allons montrer que dans ce cas, le groupe de Galois de
I’équation ne peut stabiliser aucune forme bilinéaire non dégénérée.
On peut représenter G2 dans Gl3(C) par le sous groupe matriciel

1 a b+d*/2
Jap = | 0 1 a avec (a,b) € G2.
0 0 1

On cherche une forme bilinéaire stable sous I'action du groupe de Galois de A/. Du point
Qo a1 G2

de vue matriciel, ceci revient a trouver une matrice P du type | a3 a4 as avec a;
ag Q7 ag

pour i = 0,..,8, éléments de C telle que ‘g Py(ap) = P pour tout couple (a,b) dans

G2,

On obtient par le calcul ‘g(qnPg(ap) = P-

On pose v := (b+ a?/2) :

ag aag + ap Yag + aay + as
aag + as a’ay + aas + aa, + ays  yaag + yas + a*a
aay4 + aas + as
vap + aas + ag  yaag + aaz + aag Y2ay + yaas + vag
+ya; + aay + ar +vyaa, + a’ay + aay

+yas + aas + ag



11.4. CALCUL DU RADICAL UNIPOTENT 113

Si 'g(an)PYiap) est égal & P pour tout (a,b) dans G2, les coefficients de P doivent
vérifier les identités suivantes :

1. aag 4+ a3 = az pour tout a dans G,. On en déduit que ay doit étre nul (égalité des
coefficients (2,1)) .

2. aaz + ag = ag pour tout a dans G,. On en déduit que a3 doit étre nul (égalité des
coefficients (3,1)).

3. aa; + a4 = a4 pour tout a dans G,. On en déduit que a; doit étre nul (égalité des
coefficients (2,2)).

4. a(ag + a4) + a7 = a;y pour tout a dans G,. On en déduit que ag + a4 doit étre nul
(égalité des coefficients (3,2)).

5. a(ay + az) + a5 = as pour tout a dans G,. On en déduit que as + a4 doit étre nul
(égalité des coefficients (2, 3)).

6. —2bay + aay + aas + ag = ag pour tout (a,b) € G,?. Par conséquent a, = ar+as = 0.

On conclut, d’aprés 1’étude précédente que la matrice P ne peut étre que du

0O 0 O
type:| 0 0 a5 |, on (a5, a3) € G2
0 —a5 das

On en déduit qu'une forme bilinéaire stable sous le groupe de Galois ne peut étre que
dégénérée et donc que le Dy,-module N ne peut étre autodual. O

11.4. CALCUL DU RADICAL UNIPOTENT DU GROUPE DE GALOIS
D’UNE EXTENSION PANACHEE AUX o-DIFFERENCES

Soit @ un élément de K*. On lui associe I’équation aux o-différences o(f) = af et on
note A le D,-module associé.
Soient B un élément non trivial de Exty (A, A) et M un élément de Extpanp, (B, B).
On peut représenter le D,-module M par la matrice :

a b ¢
M = 0 a b
0 0 «a

Tordons I'extension panachée M par A, c’est-a-dire, considérons le D,-module N :=
M ® A~!, dont une expression matricielle est donnée par :

1 b/a c/a
N=|0 1 b/a
0 O 1

(On va chercher des conditions nécessaires et suffisantes sur b et ¢ pour que N soit
autodual.)
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La matrice correspondante & N pour le dual de A/ est :

1 0 0
N* =t N7t = “b/a 10
(b/a)®> —c/a —bj/a 1

On cherche & déterminer des conditions sur b et ¢ pour que N soit autodual.
On demande de plus que l'extension M; ne soit pas scindée, ce qui signifie qu’il
n’existe pas d’élément f de K tel que b/a = f7 — f.
On cherche donc une matrice P dans Gl3(K) telle que NP = o(P)N*. Par commodité
de calcul, on pose v = (b/a)* — c/a .
ap Gz as
On pose P= | a4 as ag
ary asg Qg

La condition de o — g-isomorphisme entre N et N* se traduit par 1’égalité matricielle
suivante :
ai+b/a as+c/aa; as+bfaas+c/aas az+b/a ag+ c/a ag
as+b/a az as +b/a ag ag +b/a ag =
ar as Qg

af + a§(~bja) + 7§ af —bfaa a

af +ag(~b/a) +7af af ~bjaag af

af +af(—=b/a) +~vag af —b/aa af
On en déduit que :

1. a§ = ag donc ag est une constante. De plus, on a ag = af —b/a ag. Or B est supposée
non scindée, ce qui implique ag = 0 et ag constante.

2. ag + b/a ag = a = ag donc ag est constante. De plus a3 + b/a ag + c/aag = af =
asz +b/a ag. On déduit de 'argument précédent que ag = 0 et que ag est constante.

3. ag+af(—b/a) = a; = af+as(—b/a). On en déduit comme précédemment que ag = 0
et a7 sont constantes.

4. a7 —b/a af = af = a5 + b/a ag = a5 donc a; est constante. De méme,a3 + b/aag +
C/ aag = ag = ag donc as est constante.

5. a3 —b/a a§ = ay +b/a a5 + ¢/a as. Cette identité revient & a — as = b/a(as + as).

Ainsi as = —ag et ay est constante.
6. ags+b/a a; = af +aZ(—b/a)+ af, ce qui se traduit par 1'égalité suivante ay —aJ =
(a7 + a5)(—b/a). Ainsi a; = —a; et aq est constante.
ap Gz —as
On en conclut que P doit étre de la forme ay as O

—day 0 0
La condition d’autodualité se résume donc a I'équation suivante : aJ — a; = a5((b/a)? —
2¢/a)) + (b/a)(as + a3)
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En regroupant le théoréme 11.3.4 et la discussion précédente, on obtient le résultat suivant

sentation matricielle est du type :

Ab

S O Q2
L O

a

0

ou A#0 etb/a ¢ (o0, — 1)(K).

Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. Le D,-module N, déduit de M en le tordant par A=Y, n'est pas autodual.

Cy modulo Uensemble {o(f) — f, f € K} .
En particulier :

isomorphe a G, X W_o(M) et W_o(M) ~ G,.
2. Sinon, ce radical est isomorphe a G, et W_o(M) = {0}.

Théoréme 11.4.1. Soit M une extension panachée aux o-différences, dont une repré-

2. Il existe f € K tel que (\(b/a)* —2c/a) et (b/a) sont linéairement indépendants sur

1. Ces conditions sont vérifiées si le radical unipotent du groupe de Galois de M est

Comme dans le théoréme 6.0.1, W_5(M) désigne dans cet énoncé le sous-groupe de
R.(Gy) qui fixe le anneau de Picard-Vessiot des extensions simples que M panache ,
c’est-a-dire ici 'anneau de Picard-Vessiot de M.

Remarque 1
Supposons pour simplifier que a = 1. Sans perte de généralité on peut supposer que

0 1
La matrice du carré symétrique S?Ms, extension panachée de My par M est

: . 10
A = 2. On note My le D;- module dont une matrice représentative est My = ( ) .

1 2b b?
S’My=1[0 1 b
0 0 1
Donc M = S?M, x U, ot U € Ext’(1,1) admet pour matrice représentative

L2
((1) ‘ 1b ) Mais W_5(S?Msy) = 0, de sorte que R,(Gy) = Ru(Gaeu). En

appliquant le théoréme 2.2.14, on retrouve ainsi que R,(Gp;) = G2 si et seulement si
b*> — ¢ et b sont C,-linéairement indépendants modulo (o — id)(K).

L’analogue aux ¢-différences du théoréme 6.0.1.7) est alors satisfait avec le choix suivant
de Z € Ext'(1,1) :

1. Z=0sib?—cet bsont C, linéairement indépendants modulo (o — id)(K) .
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1 — 2
2. Z est représenté par ( 0 Ci{_b ) sinon.

Remarque 2 : Vérifions que la condition d’autodualité du théoréme précédent est
invariante par changement de jauge.

On reprend les notations du paragraphe 11.3.1.

Alors : Vy/a = bi/a+ (p — p°) ,(b)/a)?* = (b1/a)®* + (p — p°)* + 2(p — p°)(b1)/a et
(A +gt'1)/a = (Ae=fbr)+A(r=r7)+b1 /a(p=p7)+A((pd)" = (pd))+((fp)” = fp)+p(p—p°)
On en déduit que : (b)/a)? —2(Ad +gb})/a = (b1 /a)* —2(Xc+ fby)/a—2\(r —r° + (dp)° —
dp) =2((fp)" = (fp))+((p*)7 —p*). Alnsi (b} /a)* =2(A' +gb)) [a et (b1 /a)® —2(Ac+ fb1) /a
ont la méme classe de congruence modulo I'image de K par o — id et il en est de méme
de b} /a et by /a. La condition d’autodualité est donc indépendante des changements de
jauge.

11.5. GROUPE DE GALOIS DU SYSTEME 13

Soit (K, 0,0) un corps différentiel aux différences, de corps des constantes C,, algébri-
quement clos. Soit a € K*. Considérons I’extension panachée de matrice représentative :

a 20a 0%
M=10 a 0a |. (17)
0 O a

On suppose que 'extension M n’est pas scindée, ce qui revient & demander que da/a
ne soit pas de la forme f(qz) — f(2), f € K.
Un changement de jauge constant permet de mettre M sous la forme suivante :

a 20a 2(0%)
0 a 20a
0 O a

Ainsi, en appliquant le résultat précédent avec b = 20a et ¢ = 2(0%a), on obtient que la
nullité du W_, de 'extension panachée M équivaut a 'existence d’une fonction f dans
K et d’une constante p dans C, telles que o(f) — f = 4((0a/a)? — 8%*a/a) + p(da/a) =
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—40(0a/a) + pda/a.

Cette derniére condition équivaut au fait que il existe une constante y € C,
et un élément f € K tels que

8(9afa) + (dafa = o(f) - .
Du théoréme 11.4.1, on déduit donc :

Théoréme 11.5.1. Avec les notations précédentes, W_o(Gpr) = 0 si et seulement si
d(0a/a) et Oa/a sont linéairement dépendants sur Cy mod (o — 1)(K).

Nous allons montrer dans les paragraphes suivants ce que signifie cette condition quand

K =C(z)

11.5.1. Autodualité sur C(z). — Pour f dans C(z), posons d/dzf = f’, de sorte
que Of = zf".

Lemme 11.5.2. I eziste une fonction f dans C(z) et une constante \ dans C telles que
22(d' Ja) + Nzd'Ja) = f(qz) — f(2) si et seulement s’ il existe un élément g de C(z)",

une constante p dans C* et un entier relatif v tels que : a(z) = uzr%.

DEMONSTRATION. — Sil existe une fonction f dans C(z)et une constante X\ dans
C telles que 2%(d'/a) + XNzd'/a) = f(qz) — f(2) : D’aprés la définition 11.0.5, on
peut écrire a sous la forme a = @ (ff ),

I'hypothése, il existe une fonction k& dans C(z) et une constante A dans C telles que

2(@/a) + M@ )a) = k(gz) — k(2).

ou f € K* et @ sous forme standard et vu

On écrit @ sous la forme a(z) = p[[;(z — a;)™ ou pour tout i, a; € Z et a; # q%a; si

i 7.

—/

Q; . a, —Q;
= t i :Z—
;z—aie am&(a) . (z—a,-)Q

7

) == - 23, - 3 s et (2W/A) = o0 — X, 2

al| 8|

On obtient alors 2%(

@\Ig‘



118 CHAPITRE 11. EQUATIONS DIFFERENTIELLES ISSUES D’EQUATIONS AUX DIFFERENCES
Ecrivons la décomposition en éléments simples de k :
d’
5 DIEES 3) prewc s
— L (2 — ¢;))
n i J

Il résulte de ces deux écritures de k et de @, ainsi que de I'égalité 2%(@'/a)’ + \za'/a =
k(qz) — k(z), la formule suivante :

(/\—1) Z Oéz—f—()\—Q) Z Zaia; _Z Z ‘ a Z Z d] /qj (Z iiiCl)] )_I_Z(qnbn—bn)z

(z —ci/qf

En s’inspirant des démonstrations du paragraphe 11.2.1, on en déduit que k ne peut
avoir de pole d’ordre > 3 et que b, = 0 pour n > 1.
Par identification polaire, on obtient les égalités suivantes :

oa; i /qxd}/c; cixdl /c;
2. ()\—2) —_ZZ( [axdi/ci / ).

i 2—ay (z—ci/q) (2—c;)

_D‘iag d? C? *(c; /q)? d? c? *c?
3__Zi :Zi((/)(/lﬁ_(/) ).

(z—a;)? (z—ci/q)? (z—ci)?

Soit a; un pole ou un zéro non nul de @. On suppose qu’il existe i tel que a; = ¢,

(a; = ¢;,/q donnerait lieu au méme type de raisonnement). Considérons alors 'entier ng
maximal tel que ¢;,/¢™ soit égal a un élément ¢;,. Comme @ est sous forme standard,
¢i, /q ne peut aparraitre comme diviseur de @, il existe donc iy tel que ¢;, = ¢, /g™ ™!
(d’apres 'égalité 3) . Or ceci est absurde par maximalité de ng et non nullité de ¢;,.

On en déduit que @ ne peut avoir de pole ou de zéro non nul Si A # 1, la premiére
condition revient a ce que a soit de la forme p, u € C .

Si A = 1, alors @ peut avoir un pole ou un zéro nul et est donc de la forme pz". Ainsi

a=puz" (f avec f € K* et ue C.

Réciproquement, si a est de la forme puz"g(qz)/g(z), alors :

1. zd' Ja = (r + k(qz) — k(2)) avec k(z) := z¢'(2)/g(z).

2. (d'/a) = —(r + k(qz) — k(2))/2* + (¢ (qz) — K'(2)) /2.

3. ainsi 2%(d'/a)' 4 zd'/a = h(qz) — h(z) avec h(z) = 2K'(2).
Ceci termine la démonstration.

]

Le théoreme 11.5.1 entraine alors pour le systéme aux différences 17 décrit par la
matrice M du début du paragraphe 11.5 .
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Corollaire 11.5.3. Soit a € C(2)*. La dimension sur C du groupe de Galois (pris au
sens de [38|) du systéme auz q-différences 17, associée ¢ A = (a) est égale a 3 si et

seulement si a n’est pas de la forme uzrgg((q;)), peC,r €ZetgeC(z) .

11.6. TRANSCENDANCE ET HYPERTRANSCENDANCE DES SOLU-
TIONS D’EQUATIONS AUX ¢-DIFFERENCES

11.6.1. Hypothése (H) et transcendance. — On reprend les notations du début
chapitre 11. En particulier Cg désigne le corps des fonctions g-elliptiques. Un module
aux ¢-différences M sur C(z) de type 13 ( dans un cadre plus général voir [29]) admet
dans Mer(C*) une matrice fondamentale de solutions

¢ 200 0%*@
¢ = (¢z‘j) = 0 ¢ 0l0)
0 0 )

dont les composantes engendrent sur K := Cg(2) une extension aux g¢-differences
FE = KE(¢) a¢7 82¢)

L’ensemble des o-automorphismes de Fg/Kp est un groupe algébrique linéaire sur Cp,
noté G¥,. Nous supposerons que par rapport au groupe de Galois G calculé plus haut,
il vérifie 'hypothése suivante :

Hypothese (H) : les composantes neutres des groupes G, et Gy @ Cr sont isomorphes
sur Cg.
voir note en bas de page 6.

Puisque ® est inversible dans 'anneau Kg[®,1/det(®)], 'application naturelle

¢ {9 — go}

de cette algebre dans 'anneau des fonctions régulieres sur G%;, a valeurs dans Fg, s’étend
en un morphisme surjectif

Fg RKp KE[(I), 1/d€t(q))] — Fg Qcp CE[GJ/EVI]

En particulier, degtr(Fr/Kg) > dim(G%,) (et il y a probablement égalité).
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En se plagant sous I'hypothése (H), on déduit donc des corollaires 11.2.4, 11.5.3
I’énoncé suivant .

Théoréme 11.6.1. Soient ¢ € Mer(C*) et a € C(z) tels que o,(¢) = a¢p. Alors :

1. ¢ est algébrique sur Kg si et seulement si a est du type a(z) = MU‘JT@, ge K etpu
d’ordre fini dans C*/q”.

2. ¢ et 0¢ sont algébriquement indépendants sur Cg(z) si et seulement si a n’est pas
de la forme uaq;g), ot p€C etgeC(z)

3. ¢, 0¢ et 8¢ sont algébriquement indépendants sur Cg(z) si et seulement si a n’est

pas de la forme uzrqu@,oﬂ peC,reZetgeC(z).

11.6.2. Hypertranscendance. — Soient n un entier > 2, M, le systéme aux
g-differences construit sur le mode de (2) et (3), en derivant n fois ¢, et Fp =
Kg(¢,00,..0"¢) C Mer(C*).

Alors, Aut, (Fg/Kg) est le groupe algébrique linéaire Gf,ln de M,, sur Cg. Un calcul
simple permet de montrer que :

Vk >0, 0,(9"(0(¢)/9)) — 9*(8(6)/¢) = 9*((a)/a).
Comme Fg = Kg(¢, p0(9)/®, .., 90" 1(d(¢)/9)), on en déduit que Fp est aussi le corps

engendré sur Kg par les solutions du module au différences M,,, dont une représentation
matricielle est donnée par :

a 0 ad" 1(9(a)/a)
0 a0 ad"%(9(a)/a)
0 . a da
0 . 0 a

M,, est la somme directe des extensions & pour i = 0,..,n — 1 de A par A, définies par
& = 0,(2) — az = ad'(da/a)y, ot a,(y) = ay . Elles sont définies sur K.

D’aprés le théoréme 2.2.14, le radical unipotent du groupe de Galois de M, (au sens
de [38]) est isomorphe & C” si les extensions &; sont C-linéairement indépendantes dans
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Exty, (A, A).

al

Sous I'hypothese (H) et le fait que degtr(Fg/Kg) > dime, G5, , on se propose d’en
déduire :

Théoréme 11.6.2. Soit a dans K = C(z) et f une solution dans Mer(C*) de ’équation
auz q-différences o,(f) = af. Si a n’est pas de la forme p,z”;((qzz)), weCrelZet
f € K, alors f est hypertranscendante sur Cg, c’est-a-dire f ne satisfait aucune équation

algébrodifférentielle sur Cg.

Remarquel La nouvelle écriture de Fg aurait permis, pour n = 2, une preuve plus
rapide pour le calcul du calcul du groupe de Galois de 'extension panachée M que celle
du paragraphe 11.5.1.

Néanmoins, nous avons préféré conserver la preuve du paragraphe 11.3, qui fournit une
piste pour cerner les extensions Z attachées aux extensions panachées M avec R,(Gyy)
abélien ( voir aussi la remarque 1 suivant le théoréme 11.4.1 ) .

Remarque?2

On peut en fait déduire le théoréme 11.6.2 du théoréme d’Ishizaki [23]. celui-ci entraine
en effet que pour a(z) de la forme ay(2) = [[(1 — a;2)% i.e div(ay) C C*, les solutions ys
de 0,(y) = asy sont hypertranscendantes. Par ailleurs, si a est de la forme a,(z) = pz",
les solutions y; de o,(y) = ary vérifient 9(2L) = 0. Donc, pour a = ajay, as # 1 les

1
solutions de o,(y) = ay sont encore hypertranscendantes.

DEMONSTRATION. — D’aprés les remarques précédentes et le lemme 10.2.3, la dimension
de G est égale a n si da/a,..0" ' (da/a) sont C-linéairement indépendantes modulo

(0 = C(2).

D’aprés la définition 11.0.5, on peut écrire a sous la forme a = 6#, f € K* et @ sous
forme standard.

Lemme 11.6.3. Soit a € C(z)* telle que a ait une forme standard possédant un péle ou
un zéro non nul. Alors la famille {0a/a, ..,0%(da/a), ..} est indépendante sur C modulo

(g = 1(C(2)).
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Preuve
Par changement de jauge, on se raméne au cas o a(z) = a(z).
On reprend les notations de la preuve 11.6.2 et on suppose qu’il existe )\, ..., Ay dans C,
Av #0et feC(z), tels que :

N

> o MdM(0aja) = og(f) = f =D (a"balg2) = b)2" + Z Z Zq_;ijq E ingi)j)

k=0
et

d’
= E b,2" + E E —
— L (2 — ¢;)
n 7 7
Une récurrence aisée montre que :

j j
Vj>0,0dala) = Z W%— des termes polaires d’ordre strictement inférieur a j,
; i

ou Y «;(a;) = diviseur(a). Soit alors iy tel que a;, # 0.

Compte tenu des écritures précédentes et de 'unicité de la décomposition en éléments
simples sur C(z), on en déduit que a;, doit étre un pole d’ordre N de o, f — f, c’est-a-dire
que soit a;, soit qa,, est un pole d’ordre au au moins N de f.

On considére ensuite l'entier relatif ny maximal tel que ¢~"a;, soit un pole d’ordre au
moins N de f. Comme ¢~("*+q,; est un pole de a.(f) et que g~ M+, n'est pas pole
d’ordre N de o,(f) — f (a = @ est standard), on en déduit que g~ 0+, doit apparaitre
comme podle d’ordre au moins N de f. Or ceci est absurde par maximalité de ny et non
nullité de a;,.

La dimension de G, tend vers linfini avec n, le degré de transcendance de
K(¢,00¢,..,0"¢..) sur K sous l'hypothése (H) est donc infini. Le théoréme 11.6.2
est donc démontré.

m

11.6.3. Compléments : équations aux ¢-différences sur Cg(z). — A Pappui de
I’hypothése (H), on montre comment le théoréme 11.2.3 et le lemme 11.5.2 qui ont servi
a calculer G o sur C(z) sont encore valables sur Cg(z).

Nous conservons I'hypothése a € C(2)*

Notations
Kg = Cg(z) est le corps des fractions rationnelles & coefficients dans Cg.
On désigne par Cr une cloture algébrique de Cp, F = Cg(2) le corps des fractions
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différentielles a coefficients dans C, et 0 := zd/dz la dérivation dans K.

Soit ¢, un prolongement de o, a Kg. 1l induit un automorphisme de Cg, que I'on note
7. On note de nouveau o, I'automorphisme aux différences de F' défini par :

Vb € Cg, o,(bz) = 7(b)gz.

De plus, 0 étant une dérivation de Cg, on peut ’étendre de fagon unique en une dériva-
tion de Cg, a nouveau notée 0 de corps des constantes C. Le caractére galoisien de o,
assure ’égalité suivante : Ot = 70.

Définition 11.6.4. On dit que deuz éléments f et g de Cp(z) sont équivalents s’ il existe
n € Z tel que f(z) = %ng). Dans ce cas, on note f = q".g

Remarque on a bien défini une relation d’équivalence.

Le corps des fractions rationnelles sur C'r est quasi logarithmique

Lemme 11.6.5. (Kg,0,0,) est un corps auz différences différentiels et Cy(Kg) = C,
Cyo(Kg) =Cg

DEMONSTRATION. — Kp est inclus dans Mer(C*), par conséquent Cy(Kg) = C,
CU(KE) = CE .

O
Lemme 11.6.6. Soit f dans Cg. S’il existe un entier k # 0 tel que 7(f) = f/q* , alors
f est nulle.

DEMONSTRATION. — Si f est dans Cp, il existe un polyndome minimal P(X) =
Zfl\;o a,X"™ a coefficients dans C'r annulant f.
Ainsi ZQLO a,f" =0 et ij:o a,7(f)"=0= Zivzo an/q*fr =0 .
On en déduit que - a,(1 — q%,g)f" =0, donc :
N-1 1
fQ_ ani(1 = )" = 0= fQ)
n=0
Il résulte de 1’égalité précédente que :
1. Soit f =0
2. Soit Q(f) = 0, ce qui par minimalité de P impose la nullité du polynéme @), ce qui
revient a la nullité des coefficients a,, pour n > 1 car ¢ est de module différent de 1.
donc apf = 0, P étant non nul f = 0.

]

Théoréme 11.6.7. Le corps Kg est quasi-logarithmique.
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DEMONSTRATION. — Soit a dans C(z), tel qu'il existe f dans Kg telle que da/a =

o (f) = f. »
alg

D’aprés la définition 11.0.5, on peut écrire a sous la forme a = a=> avec g € C(z)" avec

@ sous forme standard.
Dans ce cas, il existe k dans Kp telle que da/a = o (k) — k.

On écrit @ sous la forme
n
a= dH(z —a;)"
i=1

ou d,a; dans C et ; € Z.

On obtient : . .
o, at
daja=) aj+y ——.
/ Z Z (z —a;)
=1 =1
On écrit la décomposition de k en éléments simples dans F' : k(z) = ZT]:[:O b2 +

Vi d’ J Al o
> Zj o7 avec by, d}, c; des éléments de C.

On a o,k — k = Zilvzo(an(bn) — by)2" + >, Z;Z Z;_J;(f)g — (Zili_)j On en déduit par
identification que :

1. 7(b,) = b,/q™ pour tout n > 1, ce qui entraine d’aprés le lemme 11.6.6 , b, = 0 pour
n > 0.

2.3 0 a; = (1(bo) — bo)(x) Or by étant algebrique sur Cp, il existe un entier N > 0
tel que 7V(by) = bo. Ainsi NY."  a; = (7% (by) — by) = 0 et on en déduit que
iz @i = 0.

3. k ne peut avoir de podle non nul d’ordre supérieur a 1. En effet, supposons qu’il
existe ¢; d’ordre [ > 1. On a ) {e]g que vt (‘1;;(2%)1 — (Ziiéi)l = 0. Soit n le plus

grand entier positif ou nul tel que ¢".c; soit un poéle d’ordre 1 de k.

Alors ¢!

.c; apparait dans la décomposition en éléments simples avec un ordre k,

n+1

ce qui implique que ¢"".¢; est un pole d’ordre [ de k. Il existe donc un entier r < n

n+1

tel que ¢""'.c; = ¢".¢;. On en déduit d’aprés le lemme 11.6.6 que ¢; = 0, ce qui est

absurde.

Toujours par identification des décompositions en éléments simples, on a :

(d})(q-ci) d} (ci)

D o e M (18)

—~ z—q —~(z—qa) (2—a)

Si a; est un pole ou un zéro non nul de @, alors a;/q ne peut étre un élément du diviseur

de @. On suppose qu'il existe i tel que a; = ¢;,, ¢;, est donc dans C ( a; = ¢;,/q donnerait
lieu au méme type de raisonnement). Considérons alors I'entier ng maximal tel que ¢;, /g™
soit égal & un élément ¢;;. Comme @ est sous forme standard, ¢;, /¢ ne peut apparraitre
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comme diviseur de @, il existe donc iy tel que ¢;, = ¢;,/q™ "™ (d’apres la formule (18)) .
Or ceci est absurde par maximalité de ny et non nullité de ¢;,.
On en déduit que @ ne peut avoir de pole ou de zéro non nul. Le fait que > «; = 0 assure

que @ est un élément de C. On en déduit que a doit étre de la forme a(z) = A gg(qz) ou ¢
est une fraction rationnelle.

[]

Autodualité sur Cg(z)
On reprend les notations du paragraphe précédent.

Lemme 11.6.8. [l existe une fonction q-elliptique X et un élément f dans Kg tels que
d(0a/a) + A(Oa/a) = f(qz) — f(2) si et seulement si il existe un complexe u, un entier

relatif r et un élément g dans C(z) tels que a(z) = pz" 9((qz))

DEMONSTRATION. — On reprend les notations du lemme 11.6.3.

D’aprés la définition 11.0.5, on peut écrire a sous la forme a = E% ou f € K* avec a
est sous forme standard.
Vu 'hypothése, il existe une fonction k& dans C(z) et une constante v dans C telles que
2(@ /a) +(=(@ [3) = k(qz) — k(2).

Cette équivalence se déduit de la formule : da/a = da/a + 0,(0g/g) — 0g/g. On va
désormais travailler avec @.

On a donc :

L (em/a) + /3 =2 T + T ey - T

(z—a;)

2. k(g2) = h(z) = SoLola"r(ba) = ba)2" + X, 5, 0 — s

Les mémes arguments que ceux de la preuve 11.6.3 donnent les résultats suivants :
1. XY a; = 7(bg) — by ce qui implique A\ > oy = 0.

2. b, =0 pour n > 0.

3. k ne peut avoir de pole d’ordre > 2.

Toujours par identification de la décomposition en éléments simples, on a :
2

ai(a:)? g *7(d3) e (6 )2
—_ = ? ? - T 1
Z (z —a;)? ; (z—¢¢)? (z—¢) Z (z —q.c;) (z —¢)? (19)

. Si a; est un pole ou un zéro non nul de @, alors a;/q ne peut étre un élément du diviseur
de @. On suppose qu’il existe iy tel que a; = ¢;, ( a; = ¢;,/q donnerait lieu au méme type
de raisonnement). Considérons alors l'entier ny maximal tel que ¢;,/¢™ soit égal & un

7'( ) d?

élément ¢;,. Comme @ est sous forme standard, ¢;, /¢ ne peut apparraitre comme diviseur
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de @, il existe donc i tel que ¢;, = ¢;,/q" " (d’apres la formule (19)) . Or ceci est absurde
par maximalité de ny et non nullité de ¢;,.

On en déduit que @ ne peut avoir de pole ou de zéro non nul. Si A # 1, la premiére
condition revient compte tenu de la discussion précédente a dire que @ ne posséde ni zéro,
ni pole nul et est donc de la forme p, p € C .

Si A = 1, alors @ peut avoir un pole ou un zéro nul et est donc de la forme pz". Ainsi
a= ,uz’”aqT@, g€ C(z)".

Ceci termine la démonstration du lemme. O

11.7. CORPS AUX 7-DIFFERENCES

11.7.1. Le corps des fractions rationnnelles aux 7-différences est logarith-
mique. — Soit 7 un nombre complexe non nul. On note o, application de C(z) dans
C(z) qui a z associe z + 7. Le corps k = C(z) muni de l'opérateur aux différences o, et
diz est un corps différentiel aux différences de corps des constantes C de
carcatéristique nulle et algébriquement clos. On peut donc lui appliquer les résultats du

de la dérivation

chapitre 9.
Théoréme 11.7.1. Le corps (C(2), 0, diz) est logarithmique.

DEMONSTRATION. — Supposons que a(z) vérifie une équation du type

a'(z) = a(2)(f(z + 7) = f(2)) (20)
ot f(z) € C(z).
Ecrivons a(z) = A[]_,(# — a;)* ou les a; sont distincts deux & deux, oy; € Z et A € C.
La décomposition en éléments simples de f fournit I'écriture suivante f(z) = P(z) +
S o L)], P(z) € C[z]. En écrivant I'équation (20) sous la forme & = f(z +

i=1 Laj=1 (z—¢; a(z)
7) — f(2) on obtient :

2 (z—a) Pt =P Z ; (2 —Zci)j (e (cZ— 7)) @)

(2

Il en résulte que P(z) est une constante car I'application affine de C dans lui -méme qui
a z associe z + 7 n’admet aucun point fixe. On va montrer que f ne peut avoir de pole
d’ordre > 2.

En effet, supposons que f ait un pole ¢;, d’ordre k > 1.

Soit ¢;, un podle d’ordre > 1. Il doit exister un entier ¢x41 tel que ¢;, = — 7 et

J 5]
Vzk — Vik—&—l'

Cigta
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Ceci signifie que si ¢ est un pole d’ordre > 2 pour f alors ¢ + 7 doit étre un pole d’ordre
au > 2 pour f. Comme f ne peut avoir un nombre infini de poles, on en déduit que f n’a
que des poles simples.

On notera désormais v; = v} pour tout i et on pose &; = v;/¢;. L’équation (21) se

a; . Ci(;i _ cz-5i
Z(Z—az-) _Z(z—(ci—f)) (z—c)

On en déduit que si ¢; est un pole d’ordre d; de a alors ¢; — 7 est un zéro d’ordre ¢; de a

résume alors a :

et que si ¢; est un zéro d’ordre 9; de a alors ¢; — 7 est un pole d’ordre ¢;. On en déduit
g(z+71)
9(z)
Réciproquement si a est de la forme précédente, on obtient par dérivation a'(z) =

2E4(z) — LEHa(2). En posant f(2) = £& on obtient a'(z) = f(z + 7)a(z) —

que a doit étre de la forme a(z) = A , ol g est une fraction rationnelle.

9(z) g(z+7) 9(z)
f(2)a(z). O
11.7.2. Extensions panachées dérivées d’équations aux 7-différences. — Soit
7 un nombre complexe non nul. On note o, 'application de C dans C qui & z associe
z 4+ 7 Soit a dans K = C(z)* on considére I'extension panachée suivante, ot ' = d/dz :
a 2a a”
M=10 a d
0 0 a
, . . a a , o
On suppose que 'extension de matrice My 0 n’est pas scindée.
a

Un changement de jauge constant permet de mettre A sous la forme suivante :

a 2d 2a”
0 a 2d
0 0 a

Ainsi, en appliquant le résultat précédent avec b = 2a’ et ¢ = 2a”, on obtient que la nullité
du W_, de I'extension panachée tordue par A~! équivaut a lexistence d’une fonction
f € K et d’'une constante A € C tels que f(z+7) — f(2) = 4(d'/a)* — 4a" Ja+ \(d'/a) =
4(d' Ja) + Nd'/a).

Lemme 11.7.2. Sil existe A € C et f € K tels que (a'/a) + X' /a) = f(z+7) — f(2)

alors il existe un élément g dans K et une constante p € C tels que a(z) = u%.

DEMONSTRATION. — On écrit a sous la forme : a(z) = p][;(z — @;)* avec pour tout i,
a; dans Z et a; # a; si i # j.

/

0/ 0674 . . a / _OC’L
— = et ainsi (—)' = E  am—
a zi:z—ai (a) (z — a;)?
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On obtient alors :(%)’ =—>. (=l
Ecrivons la décomposition en éléments simples de f :

f(z) =P(z) + ZZ O ilgci)j'

Il résulte de ces deux écritures de f et de a, ainsi que de 1'égalité (a’'/a) = f(z+7)— f(2),
la formule suivante :

&
_Z (z —a;) +)\Z (z —a;) ZZ (z —( —7') _(z—zci)j)'

Parallelement a la démonstration du théoréme 11.7.1, on en déduit que P(z) est constant
et que f ne peut avoir de pole d’ordre > 2.

Par identification polaire, on obtient les égalités suivantes :

X P

A — = ! — .
2l G- G-a
Une démonstration analogue a celle du lemme 11.5.2 montre alors qu’il existe une fonction

g dans K telle que a(z) = u%. O

et

De I'analogue du théoréme 11.5.1 et du lemme 11.7.2, on déduit :
Théoréme 11.7.3. Soit a dans K*, on a

1. Sia est de la forme AL Z+)T , g€ K et A € C, alors la dimension du radical unipotent
du groupe de Galois (pris au sens de [38]) de ’extension panachée M associée a a
est nulle.

2. Dans le cas contraire, sa dimension vaut 2.

Remarque Dans le cas du corps aux o-différences (C(z), 7, d/dz), la dimension du ra-
dical unipotent du groupe de Galois (pris au sens de [38]) du systéme 13 est égale a 2 si
et seulement si a n’est pas de la forme \Z ”T), geKetAeC
Contrairement au cas des o,-différences, on n’a pas dans le cas des 7-différences de chan-

gement de condition sur a lorsque I'on passe du systéme (2) au systéme (3). La raison en
est que o, n’admet pas 0 comme point fixe, & I'inverse de o,. Pour une appoche analytique
de ces questions, voir [3].
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