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Exercice 1 : En savoir (ou pas) un rayon sur le rayon de convergence

1. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

(a) 27120 %’ (b) Zn}(} n!zn’ (C) Zn}() %T!L? (d) 21120 COS(?’L)Z”, (e) Zn}(} Sin (%) zna
n=0(22)", nz0(12)", w0 r2 (i nzome 27 (] n>0 ;

(F) 2nz0(22)", (8) 2pzo(n2)" (h) X2 2 (1) Yasene 2 (§) Xaso V2"

n3"™ _3n 2 n n n?
(k) Ym0 B2, D S (m) Y,502"2"

Quand cela est possible donner le comportement sur le disque de convergence.

2. Calculer le rayon de convergence de la série ) -, 0,,2" ot o, désigne la somme des diviseurs
(positifs) de n.

3. Calculer le rayon de convergence de la série )~ dn2" ou d,, désigne le n-éme chiffre décimal

de V2.

4. Calculer le rayon de convergence de la série 31> n

el en fonction du paramétre a > 0.

Exercice 2 : Quelles sommes !

Apres avoir déterminé le rayon de convergence des séries suivantes, déterminer leur somme :

+oo 1 400 n24+4n—1 +oo " 2nm
(1) n=2 n2—1$n’ (2) n=0 n! xn’ (3) n=1 n COS( 3 )’
o n...n +oo 1 n
(4) Zn:l and, (5) n=1 n—‘rocx )
ol @ € N est un paramétre.
Exercice 3 : La série géométrique et ses dérivées
1. Donner le rayon de convergence et la somme de la série ), -, 2".
2. Montrer que la fonction x +— ) ., 2" est dérivable sur |—1,1[ et calculer sa dérivée.
3. En déduire que pour tout « € N, on a :
1 = (n + a> "
- = x€X
_ 14+« Z
(1—-x) —\ n
4. Application. Calculer la somme des séries entiéres suivantes :
+oo 2 +oo 3™ +oo n_ .2n+1
(a) onia” (b) >.2 saFre”, (c) oo Bt

en précisant, a chaque fois, l'intervalle de convergence.

Exercice 4 : Please Help! I cannot find any stupid title

+o00 x2n+1
n=0 2n+1 -

1. a. Calculer le rayon de convergence de la série S(x) =
b. En dérivant, donner une expression simple de S.
2. a. Développer la fonction x — ﬁ en série entiére

b. En déduire que arctan(z) = 3% (~1)

3. Calculer les séries entiéres suivantes :

n x>
2n+1

dés que |z| < 1.



n n

+ 2n +
(a) n—0 37T (b) =0 FnFT () 2o FIeTERY

Exercice 5 : Valeur ajoutée

n . L. _ +o00 $377,«%1

1. Calculer le rayon de convergence puis la somme de la série S(z) = > "% & T
P P P +oo (=)™
2. En déduire la valeur de la série numérique ), 5,77 -

Exercice 6 : Entiérement développable en série entiére

Développer les fonctions suivantes en séries entiéres au voisinage de zéro en précisant a chaque fois
I'intervalle de convergence.

1 1 1 1

; (2) a2 (3) o (4) 2

(5) In(z?+z+1), (6)
On précisera, pour chaque cas, le rayon de validité de ce développement.

Exercice 7 : Avant le «calcul diff», des «équa diff»

Discuter si OUI ou NON, les équations différentielles suivantes admettent au moins une solution
développable en série entiére :

(1) 1+ 22" +2xy =2, y(0) =y'(0) =0, (2) 29/ —y= = (3) 4xy"+2y +y=0.

Exercice 8 : Comparaisons flatteuses !

Soit Y, - anz™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. Déterminer le rayon de convergence
=
des séries entiéres suivantes :

|
(a) 27@0 aZz", (b) Zn>0 Cn 2", (c) Zn%) nom 2,




