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Préface

L’objet de ce cours est d’introduire des notions de base en algebre, calcul différentiel
et intégral et géométrie, indispensables pour aborder la résolution des problémes qui se
posent essentiellement en mécanique des corps rigides et des milieux continus.

Notre but était de présenter ces notions en gardant en vue les deux impératifs suivants :

— ne pas sacrifier la rigueur qui seule permet une connaissance correcte et une utilisa-

tion efficace des techniques mathématiques,

— garder, cependant, un aspect pragmatique au cours pour que les abstractions néces-

saires ne soient pas un obstacle a son assimilation.

Le bilan des enseignements nous dira si cette tentative a réussi ou s’il y a des points
a reprendre de facon différente.

Le contenu du polycopié est trop dense pour les treize séances de cours et le méme
volume de travaux dirigés qui lui sont dévolus. Certaines démonstrations ne seront donc
pas effectuées en cours. Elles sont données dans le but de permettre au lecteur, qui le
souhaite, d’approfondir cet enseignement.

Toutes les remarques et suggestions, non seulement sont les bienvenues, mais sont
fortement sollicitées.






CHAPITRE 1

Formes bilinéaires et quadratiques

1. Définition

Soit F un espace vectoriel sur K (R ou C). Une forme bilinéaire sur E est une appli-
cation

fiExE—K
qui satisfait :
(1.1) flaz 402’ y) = af(x,y) + bf(2',y)
(1.2) f(x,ay +by) = af(z,y) +of(z,9)

pour tout a et b € K et pour tout z, y, ' et ¥/ € E. On exprime la condition (1.1) en
disant que f est linéaire par rapport a la premiére variable et la condition (1.2) en disant
que f est linéaire par rapport a la deuxiéme variable.

EXEMPLE 1.1. Les deux exemples suivants sont fondamentauz.

(1) Soient ¢ et o des formes linéaires sur E. L’application f : E x E — K définie
par f(z,y) = ¢(x)o(y) est bilinéaire. La vérification est immédiate & partir de la
linéarité de ¢ et de o.

(2) Soit f:RY x RN — R définie par :
(1.3) flz,y) =2 Ay = Z£1Z§V:1aij$iyj

ot est une A matrice de My(R). On vérifie la aussi directement en utilisant les
régles de calcul matriciel que cette application est bilinéaire. D une certaine facon,
c’est le prototype des applications bilinéaires comme nous le verrons ci-dessous.
En fait, souvent les formes bilinéaires sont données sous la forme

(1.4) Fla,y) = S, S asay;

On vérifie directement en écrivant

- N .
Zaljyj
j=1
N N .
Zi:le:laijxiyj = [ Ly 0 IN } : -
N
> an;Y;
L j=1 |
aiy -+ QiN Y1
EEa
ani --* QNN YN

et en identifiant les vecteurs de RN & des matrices colonne que (1.4) définit une
forme bilinéaire sur RY.
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L’ensemble des formes bilinéaires sur £ est muni d’une structure d’espace vectoriel en
définissant f 4 g et af par :

(f+9)(x,y) = f(x,y) +g9(x,y), = y€LEL,
Af)(z,y) = Af(z,y), z,y€E, AeK.

2. Formes bilinéaires et matrices

Nous supposons que E est de dimension finie. Soit f une forme bilinéaire sur F et
{e1,...en} une base de E.
Soient = et y dans F; x = z1e; +-- -+ xyeny et y = y1e1 + - - - + yyen. On peut écrire

f(x,y) = f(zie1 + -+ - + zyen, yie1 + - - + ynen)

N N
= z1y1f(e1,e1) + Ty fler, e2) + -+ xvynflen, en) = sziyjf(eia €;)

i=1 j=1

Ainsi f est complétement déterminée par les N? valeurs f(e;, €;).

La matrice A = a;; (I'indice i est I'indice de ligne et I'indice j 'indice de colonne),
avec a;; = f(e;, e;), est la matrice de f dans la base {e;}=) .

Si X et Y représentent les vecteurs colonne formés des composantes des vecteurs z et

y dans la base {e;} alors :
flz,y) = XTAY = (XTAY)' =vTATX

Dans le second exemple ci-dessus de forme bilinéaire sur R”, la matrice A de la formule
(1.3) est exactement la matrice de la forme bilinéaire dans la base canonique.

Que se passe-t-il si on fait un changement de base dans E 7 Le théoréme suivant
indique la correspondance entre les matrices assurant la représentation.

THEOREME 1.1. Soit P la matrice de passage d’une base o une autre. Si A est la
matrice de f dans la base initiale alors

B=PrAP

est la matrice de f dans la nouvelle base.
Les matrices A et B sont dites alors congruentes .

DEMONSTRATION. Soit f(z,y) = XTAY dans la base initiale et f(z,y) = X'" BY’
dans la nouvelle base ;
ona X =PX et Y =PY' don f(z,y) = (X" PT)A(PY") = X'"(PTAP)Y". O

PROPOSITION 1.1. Deux matrices congruentes ont méme rang.

DEMONSTRATION. Deux matrices congruentes sont liées par la relation B = PTAP
ol P est une matrice inversible. Le rang d’une matrice étant invariant si on la multiplie
a gauche ou a droite par une matrice inversible, on obtient ainsi la seconde partie du
théoréme. !

DEFINITION 1.1. Le rang d’une forme bilinéaire noté rang(f) est le rang de toute
matrice représentant f.
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3. Formes bilinéaires symétriques et formes quadratiques
DEFINITION 1.2. Une forme bilinéaire f est dite symétrique si :

fz,y) = f(y,x), pour tout z,y € E.
Conséquences : Si E est de dimension finie et si A est une représentation matricielle
de f,on a f(ei,ej) = f(ej,e;) ; dou AT = A et donc que A est symétrique.
Réciproquement, la forme bilinéaire
flz,y) = 2T Ay, z, yeRY,
associée a une matrice A € My (R) est symétrique si A est symétrique.
DEFINITION 1.3. On dit que q, application de E dans K est une forme quadratique
sur B si :
(1) Vz € E,VA € K, q(Az) = Nq(z),
(2) Lapplication f : E x E — K définie par f(z,y) = 3la(z +y) — q(z — y)] est
une forme bilinéaire.

On dit aussi que f est la forme polaire de q.

EXEMPLE 1.2. Le systéme masses ressorts suivant constitue un modéle permettant
l’étude par analogie de beaucoup de problémes de dynamique en mécanique des structures
La fonction x;(t), i = 1,..., N, correspond a la position & linstant t, repérée le long
d’un aze des abscisses, de la masse m;. Les constantes k;, 1 =1,..., N + 1 désignent les
coefficients de raideur des différents ressorts. On note par E l’ensemble des vecteurs

z1(t)
z(t)=|
ZEN('LL)

dont les composantes sont des fonctions de classe C? de t. On montrera o titre d’exercice
que [’énergie potentielle des ressorts

E(x(t)) = % (k:le(t) + ko (xa(t) — 21 ()2 + -+ kn(on(t) — oy_1(1)* + kNHa:?V(t))

et ’énergie cinétique

3.1. Propriétés fondamentales.
(1) g(\z) = N%q(x) ,Vz € E,YA € K
permet de connaitre g(Az) dés que 'on connait ¢(x).

(2) a(z +y) — (@ —y) =4f(z,y) et q(z +y) — q(z) — q(y) = 2f(z,y)
permettent de revenir a la forme bilinéaire.
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(3) a(Az + py) = Nq(x) + 2Anf (2, y) + pw?q(y)
est une forme quadratique par rapport a (A, u).

THEOREME 1.2. L’application q de E dans K qui a x de E, associe [’élement de K
défini par :
q(z) = f(z,z)
est une forme quadratique. FElle est appelée forme quadratique engendrée par la forme bi-
linéaire symétrique f.

DEMONSTRATION. La démonstration découle directement de la définition. OJ

3.2. Représentation matricielle d’une forme quadratique. Si F est de dimen-
sion finie, une représentation matricielle de ¢ sera celle de la forme bilinéaire associée

q(z) = f(z,r) = XTAX avec A symétrique.
3.3. Cas ou K=R.

DEFINITION 1.4. On dit que q est positive si q(x) > 0 Vx € E
On dit que q est définie si q(x) = 0 si et seulement si x = 0.



CHAPITRE 2

Espaces euclidiens

Nous limiterons cet exposé au cas des espaces vectoriels réels.

1. Produit scalaire. Orthogonalité

1.1. Produit scalaire. Soit F un espace vectoriel sur R. Un produit scalaire sur F
est une forme bilinéaire symétrique sur E, dont la forme quadratique associée est définie
positive.

On le note (z,y) ou z -y pour x et y des éléments de E.

1.2. Propriétés. Les propriétés suivantes résultent directement de la définition

(x,y) = (y,x), pour tout = et y dans E,

(x+2'y) = (z,y) + (2',y), pour tout z, 2’ et y dans E,
(Ax,y) = A(z,y), pour tout z et y dans F et tout A dans R,
(x,z) >0, pour tout x dans F,

(x,z) = 0 pour z € E si et seulement si z = 0.

REMARQUE 2.1. 5@ F' est un sous-espace vectoriel de E, le produit scalaire de E induit
un produit scalaire sur F'.

1.3. Espace préhilbertien - Espace euclidien. Un espace vectoriel muni d’un
produit scalaire est un espace préhilbertien réel.
Si E est un espace préhilbertien de dimension finie, il est appelé espace euclidien.

1.4. Norme euclidienne. On appelle norme euclidienne sur un espace vectoriel réel
I’application associée & un produit scalaire par

l|z|| = v/{z,z), pour tout z € E.

EXEMPLE 2.1. Les exemples suivants décrivent des situations souvent rencontrées en
pratique.

exemple suivant est particuliérement fondamental. On montrera a titre d’exer-
1) L’ [ want est ticulié t d tal. O t 1 titre d’
cice que l’espace RN est un espace euclidien pour le produit scalaire

(z,y) = 219y1 + -+ + TNYN-

En identifiant les éléments de RN a des vecteurs colonne (ce qu’on fera de fagcon
implicite dans toute la suite)

T

TN
le produit scalaire peut étre défini a l'aide du produit matriciel

(z,y) =2"y.
5
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Dans le cas ou N =2 ou N = 3, le produit scalaire ci-dessus est le produit scalaire
défini géométriqguement lorsqu’on identifie les vecteurs du plan ou de l’espace au
vecteur colonne formé par leurs composantes dans un repére orthonormé.

(2) On montrera aussi a titre d’exercice que l’ensemble E des fonctions a valeurs
réelles, continues sur [a,b], est un espace préhilbertien réel pour le produit scalaire

(9)= | f@g@d.

(3) L’espace Ry [z] des polyndmes a coefficients réels, de degré < N, est un sous-
espace de l’espace préhilbertien E ci-dessus. Il est donc un espace euclidien pour
le produit scalaire induit.

1.5. Propriétés de la norme euclidienne. L’inégalité suivante est fondamentale.

THEOREME 2.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit E un espace préhilbertien. On a
alors
[z, ) < Mlzl[|lyll, pour tout z ety dans E.

DEMONSTRATION. Si x = 0 ou y = 0, il n’y a rien & démontrer puisque les deux
membres sont nuls. Dans le cas contraire, on a

2
Sl‘iii :1i<i,i>
2 [zl vl ]l [lyl]
1
=14+ ——(x,y).
[l Iyl
D’ou le résultat. O

L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet de montrer qu'une norme euclidienne est une
norme, c’est a dire qu’elle vérifie les propriétés suivantes qui sont analogues a celles de
la valeur absolue sur R :

(1) positivité stricte
|z|| >0, Vz € E, et ||z|| =0 si et seulement si x = O ;
(2) homogénéité
|Az|| = |A|||z]| , pour tout x dans E et tout A dans R ;
(3) inégalité triangulaire
|lz+y|l < |lz]| + |lyll, pour tout z et y dans E.
On démontre ces propriétés sous la forme du théoréme suivant.

THEOREME 2.2. Soit E un espace préhilbertien réel. Sa norme euclidienne est une
norme.

DEMONSTRATION. Les propriétés 1. 2. sont la conséquence directe de la définition
d’une norme euclidienne.
En utilisant la définition d’une norme euclidienne, on a

2 2 2 2 2
[z +yll” = [lz]” + 2 (@, y) + lylI” < =[] + 2|z, 9)| + lly]]
L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors
2 2 2 2
o +ylI” < llzll” + 2=l lyll + [lyl” = (=l +1lyl)” ;

d’otl le résultat en passant aux racines carrées. [
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Un espace vectoriel £ muni d’une norme est un espace normé. Elle lui confére alors
d’importantes propriétés. On a tout d’abord une notion de limite.

DEFINITION 2.1. Soit E un espace vectoriel réel muni d’une norme notée ||-||. On dit
que la suite de points de F, {xn}n>n0 converge vers le point a de E si la suite numérique
lzn = all}, >, tend vers 0, c’est a dire

lim ||z, —al| = 0.
n—oo

PROPOSITION 2.1. Si une suite {z,} d’un espace normé E admet une limite a,

cette limite est unique.

n>ng

DEMONSTRATION. Supposons que {z,} tend vers une autre limite o/, c’est a dire

n>ng

lim ||z, —d'|] = 0.

n—oo
On alors en utilisant 1'inégalité triangulaire
0 < fla—d[l = (a—=zn)+ (zn — )| < lla =zl + ||z — |

et en passant a la limite sur le dernier membre
0<|la—d| =0.
Il s’ensuit que a — a’ = 0 et donc a = a’. O
L’importance des espaces euclidiens par rapport aux espaces préhilbertiens généraux
vient des deux propriétés suivantes, qui généralisent les propriétés analogues dans R, et

qui sont toujours vérifiées si 'espace normé est de dimension finie. Elles sont admises
ici.

THEOREME 2.3. Soit E est un espace normé de dimension finie, alors

(1) Toute suite de Cauchy, c’est a dire telle que limyy, »—yo0 ||Tn, — Ti|| = 0, est conver-
gente.

(2) De toute suite {z,},,, bornée, (c’est a dire telle que la suite numérique {||x, ||}
est bornée), on peut extraire une sous-suite convergente.

n>ng

1.6. Orthogonalité. L’importance des espaces préhilbertiens par rapport aux es-
paces normés quelconques vient du fait qu’on peut y définir une notion d’orthogonalité.
Deux vecteurs = et y de E sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul, c’est a
dire s’ils vérifient
(xz,y) = 0.
THEOREME 2.4. Le seul vecteur orthogonal a tous les autres d’un espace préhilbertien
E est le vecteur O (vecteur zéro de E).

DEMONSTRATION. Si x est orthogonal & tout y il est orthogonal & lui méme ; et donc
(z,z) = ||lz||” = 0. Ce qui équivaut a z = 0. O

THEOREME 2.5 (Théoréme de Pythagore). Soit E un espace préhilbertien ; alors,

(z,y) =0 si et seulement si ||z +y||* = ||z||> + ||Jy||?

DEMONSTRATION. On obtient directement le résultat en écrivant ||z +yl|* = ||z||* +
2 (z,y) + [y 0
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1.7. Systémes orthonormés.

DEFINITION 2.2. Un systéme de vecteurs {e;},.; extraits de E est dit orthogonal si

deux vecteurs quelconques sont orthogonauz, c’est a dire
(eiye;) =0 sie; #ej.
Ce systéme est orthonormé si il est orthogonal et si chaque vecteur est unitaire (ou normé),
c’est a dire
lleil| =1, Viel.

THEOREME 2.6. Tout systéme orthogonal {e;};.; d’un espace préhilbertien E, qui ne

contient pas Og, est libre.

DEMONSTRATION. Soient {e;,,...,¢€;,} un sous systéme fini de {e;},.; et soient Aj,
...y Am, m nombres réels tels que

)\162'1 4+ )\meim = OE

On d’abord

(Meiy -+ Ameis €0) = Aig (€ €0) + -+ Xy (i €5) -
Dans le second membre seul le terme (e;,,e;, ) = ||e;, ||> # 0 car 0g # e;, Vi € I. 1 vient
donc

Meiy - 4 A€y i) = A Jlea |
Comme d’autre part
(Ares, + -+ Aty €5.) = (0p, €,) = 0,
on obtient g ||e;, ||* = 0. Ce qui entraine que Az = 0. O
1.8. Produit scalaire et norme dans une base orthonormée. On se limite dans
la suite pour simplifier & des espaces euclidiens E' qu’on suppose étre de dimension V.
Soit {e;}i=) une famille orthornormée de E. Le théoréme précédent montre qu’elle est
libre : c’est donc une base de E. On dit que c’est une base orthornormée de E.
L’intérét des bases orthonormées vient du fait que 'application de E dans RN qui

X =N : .
ax =Y .| xe associe le vecteur colonne formé des composantes de z permet non
seulement d’identifier £ & R mais conserve le produit scalaire. On a plus précisément

i=N i=N
$=Zl’i€z‘, yzzyiei
i=1 i=1
Y1
<~T,y>:l’1y1+"'+l’NyN=[l’1 CUN} :
Yn
La norme dans E s’exprime alors & partir de la norme dite euclidienne de RY :

A partir d’'une base quelconque {uz}zz\f, on peut toujours construire une base ortho-
normée. Le procédé qui permet de le faire est le procédé de Gram-Schmidt.
Procédé de Gram-Schmidt.
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(1) ex =uy/ |Jus]

(2) On suppose que ey, es,..., €,_1 ont été construits et engendrent uy, us,. .., ug_1,

(a) on définit

k-1
e =up — Y (up,ej)e;.
j=1
(b) On vérifie que € est orthogonal a ey, es,..., ex_1
k-1
<ék; ei> = <uk - Z <uk:: €]> 6]7 e’L>
j=1
k-1
= (uk, &) — > (un, €5) (e, €)

L. ~ . . k—1

(c) On vérifie que €, # 0 et on le normalise. Si € = 0, up = > ;) (ux, €;) €;
et donc uy serait engendré par ey, es,..., e, et, par suite,Npar Up, Ugy. .-,
ug—1. Ceci entraine une contradiction avec le fait que {u;};_; est une base.
On peut donc poser

er = €x/ ||€xll -

(d) On vérifie que ey, es,..., e, engendrent uy, us,..., ug. 1l suffit de vérifier
que ey, €s,..., e engendrent uy. Or de 1'égalité ci-dessus définissant €, on
déduit

N

1
up = > (ug,e;)e;+ ||l ex;
1

<.
Il

ce qui exprime exactement que ey, es,. .., e, engendrent uy.

2. Matrices orthogonales

2.1. Définition.

THEOREME 2.7 (Définition). Soit S une matrice carrée de M,(R). Les propriétés
suvantes sont équivalentes

(1) STS =1
(2) SST =1
(3) ST =S

Une matrice, satisfaisant o l'une des trois conditions précédentes, est dite ortho-
gonale.

DEMONSTRATION. Immédiate grace a 'unicité de l'inverse & gauche ou a droite. [J
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2.2. Propriétés. On les résume dans la proposition suivante.
PROPOSITION 2.2. Les propriétés suivantes sont vérifiées.

(1) Une matrice S est orthogonale si et seulement si ses vecteurs colonne forment
une base orthonormée de RY. Une matrice carrée S de My(R) est orthogonale
si et seulement si sa transposée ST est orthogonale, ou encore ses vecteurs lignes
forment une base orthonormée de RY.

(2) Si une matrice carrée S de My(R) est orthogonale, alors (det S)> = 1 (mais toute
matrice de déterminant 1 ou —1 n’est pas forcément orthogonale).

(3) L’ensemble des matrices orthogonales d’ordre N constitue un groupe unitaire,
d’élément unité la matrice unité I pour la multiplication matricielle.

(4) Les valeurs propres réelles de S ne peuvent étre que +1 et —1.

DEMONSTRATION. La seule propriété non évidente est la propriété (4). Soit x # 0
dans R” tel que

Sz = \zx.
On a donc
(Sz)TSz = X\ (Sz)" & = MaT'Sx = N2 ||z|®.
Mais
(Sz)' Sz = 2787 Sx = 2T Tz = ||z|*.
Comme ||z||* # 0, il vient A2 = 1 ; d’on la propriété puisque A est réel. O

THEOREME 2.8. Dans un espace euclidien, une matrice de passage transforme une
base orthonormée en une autre base orthonormée si et seulement si elle est orthogonale.

DEMONSTRATION. Immédiate en utilisant la premiére propriété. 0

DEFINITION 2.3. Si E est un espace euclidien. Un automorphisme T de E, (c’est a
dire une bijection, linéaire de E dans E), est une isométrie de E s’il conserve le produit
scalaire, c’est a dire si

(T'(2),T(y) = (z,y), pourtoutw,y€E.
La proposition suivante est immédiate.

PROPOSITION 2.3. L’ensemble O(E) des isométries de E est un groupe pour la com-
position des applications. On 'appelle le groupe linéaire de E.

Il y a un lien étroit entre O(E) et les matrices orthogonales.

THEOREME 2.9. Soit une base orthonormée {ez}zjv de E. L’application qui, a une

isométrie T, associe sa matrice [T] dans la base {el}ziv est un isomorphisme de groupe
entre O(E) et le groupe des matrices orthogonales de My (R).

DEMONSTRATION. Par définition de la matrice associée, on a
N /N N

T (z) = Z (Z Tij:ﬂj> e, T = ijej,
i=1 \j=1 j=1

c’est a dire que les composantes de T' (x) sont données par le vecteur colonne [T'] [x] avec
Ty, - TN Z1
T)=1 + -~ |, [2l=] : |,
Tyr -+ TInn TN
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et la transformation est un homomorphisme de groupe. Le lien entre le produit scalaire
de E et celui de R donne pour tout z,y € F

(T (), T (y)) = ([T [2])" [T)[y) = [«]" [y] = (z.9)
= [o]" [T]" [T] [y]
Les relations entre une forme quadratique et la forme bilinéaire associée donnent alors
1] (1] =1

et donc que [T] est une matrice orthogonale. Les relations précédentes permettent d’af-
firmer que, réciproquement, a toute matrice orthogonale [T], on peut associer une isomé-
trie. 0

Comme le déterminant detT" d’un endomorphisme 7' de E peut étre défini sans équi-
voque par celui de la matrice qui lui est associée dans une base quelconque, il vient ainsi
que

detT = #£1.

Il est immeédiat que le sous-ensemble SO(FE), appelé groupe spécial de E, formé des
isométries T vérifiant det T = 1 est un sous-groupe de O(E). Pour E = R3, SO; =
SO(RR?) joue un role extrémement important, particuliérement en mécanique pour décrire
les déplacements de corps rigides : c’est le groupe des rotations.

3. Matrices symétriques

3.1. Définition. Rappelons qu’une matrice carrée A dans My (R) est symétrique si
ses coeflicients A;; vérifient

Aij=Au 1<ij<N.
Autrement dit, A est symétrique si elle est égale a sa transposée
A= AT
On vérifie immédiatement la propriété suivante : A est symétrique si et seulement si
tT Ay = yT Az, pour tout z, y dans RY.
11 suffit pour cela d’écrire : 27 Ay = (mTAy)T =yl ATy,

PROPOSITION 2.4. Dans un changement de bases orthonormées, une matrice symé-
trique est semblable a une autre matrice symétrique.

DEMONSTRATION. Soit S la matrice de passage d’une base & une autre. Elle est donc
orthogonale. On a ainsi

A= STAS = STAS
et par suite AT = [STAS|T = STATS = A’ car AT = A O

3.2. Valeurs et vecteurs propres d’une matrice symétrique.

THEOREME 2.10. Les valeurs propres d’une matrice symétrique A € My(R) sont
toutes réelles.
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DEMONSTRATION. On part de la remarque suivante : si A est une matrice & co-
efficients réels dans My (R) et z, un vecteur colonne & N composantes éventuellement
complexes

Axr = AT
Supposons maintenant que A est une valeur propre de A et x est un vecteur propre,
éventuellement & composantes complexes qui lui est associé. On a alors

Az =Xz =T

autrement dit, \ est aussi une valeur propre de A de vecteur propre associé Z. Supposons
maintenant que A est symétrique. On a

N
2T Ar = 2" e = Mo’z = XZ |2

=1

N
2T Ar = 7T Ax = 2TATT = 2T AZ = X277 = A Z ||

i=1
et donc \ = \. O

THEOREME 2.11. Pour toute matrice symétrique, deuxr vecteurs propres associés a
deux valeurs propres distinctes sont orthogonauz.

DEMONSTRATION. Soient x et y deux vecteurs propres associés respectivement a \ et
1 distinctes. On peut supposer d’aprés le théoéme précédent que tous ces éléments sont
réels. On a

(Az)'y = Aaly
=T ATy = 2T Ay = paTy.
Il en résulte que (A — p)x?y = 0 et donc 7y = 0 puisque A — p # 0. O
On déduit des résultats précédents.

THEOREME 2.12. Toute matrice A, symétrique, réelle, d’ordre N, admet N wvaleurs
propres réelles distinctes ou confondues. En les comptant avec leur ordre de multiplicité,
on peut les ordonner en une suite croissante a N termes

A< << A

3.3. Diagonalisation d’une matrice symétrique. On commence par le lemme
suivant dont on pourra admettre la démonstration en premiére lecture.

LEMME 2.1 (théoréme de Schur). Soit A € My (R), une matrice symétrique. Alors, il
existe une matrice orthogonale U telle que

UTAU =D

ou D est une matrice diagonale formée des valeurs propres ordonnées comme dans le
théoréme ci-dessus. Autrement dit, une matrice symétrique est diagonalisable dans R par
une base orthonormée de RY.

DEMONSTRATION. La démonstration est par récurrence sur 'ordre N de la matrice.
Le théoréme est évident pour N = 1.
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Supposons qu’il soit vrai pour toutes les matrices d’ordre N — 1 avec N > 2. Soit
A € My(R) symétrique ; le théoréme 2.10 montre qu'’il existe alors A\; € R et ¢; € RY,
qu’on peut supposer de norme 1, tels que

A@l = )\161.

Le théoréme de la base incompléte et le procédé de Gram-Schmidt permettent alors d’af-
firmer qu’on peut compléter e; en une base orthornormeée e,. .., ey de RY. Notons par Q
la matrice dont les vecteurs colonne sont donnés par les composantes de eq,..., ey dans
la base canonique. On a donc

wao-[y 7]

ol w est un vecteur colonne de RN~ et C' une matrice dans My_;(R). Mais comme A
est symétrique, on a

T
[ oo ] — (QAQ)T = QTATQ = QTAQ = [ Mo }

qui montre que w = 0 et C' = CT. Comme toute valeur propre u de C, correspondant &
un vecteur propre y € RV~1, est une valeur propre de A suite aux relations

oaely =[5 e][b]=[a] =[]

][

I’hypothése de récurrence assure I'existence d’une matrice orthogonale Qn_1 € My_1(R)
telle que

A 0 0
Qn-1CQn-1=| 0 . 0
0 0 Ay
On vérifie directement alors que la matrice
1 0 ]
U:
[ 0 @n-1 | @
est telle que
A, O - 0
A 0 0 X 0 O
UTAU = | =
{ 0 QNlOQN1:| T :
| 0 0 AN

4. Application aux formes quadratiques réelles
4.1. Réduction des formes quadratiques.

THEOREME 2.13. Soit ¢ une forme quadratique sur un espace euclidien E. Alors, il
existe une base orthornormée uq,...,uyn dans laquelle q est de la forme

q(z) = Alyf +-~~—|—)\Ny12v, st T =1yu; + -+ ynvuy.
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DEMONSTRATION. Soit e1,...,ex une base orthonormée de E. On sait qu’il existe une
matrice symétrique A telle que
I
q(m)z[ml J?N]A , T =161+ -+ INEN.
TN

Le théoréeme précédent montre qu’il existe une matrice orthogonale U telle que

M O - 0
0 A 0 0
UTAU = ? ,
0 0 . :
0 0 - Ay
On a alors
M O - 0 .
0 X 0 0 !
q(m):[a’:l o o :I:N]U O . : UT .
0 0 --- Ay TN
Posons
1 X1 I Y1
: =U"| : |, ouencore : =U| :
YN TN TN YN
On a donc

q(z) = Myt + -+ Avyi.
La fin de la démonstration résulte du fait qu’une matrice de passage orthogonale trnsforme
une base orthonormée en une autre base orthonormée. OJ

4.2. Matrices symétriques définies positives.

DEFINITION 2.4. Une matrice A dans My(R) symétrique est dite définie positive si
la forme quadratique q qui lur est associée est définie et positive, c’est a dire si

zT Az > 0, Vo non nul dans RY.
On a alors la caractérisation suivante.

THEOREME 2.14. Une matrice A dans My(R) symétrique est définie positive si et
seulement si toutes ses valeurs propres sont strictement positives.

DEMONSTRATION. Les résultats précédents montrent qu’il existe une matrice ortho-
gonale U telle que

M O - 0

N 0 0

UTAU = D = 2 ,
0O O . :

0 0 - Ay

Pour y € R, on pose z = Uy. Comme U est inversible, = est non nul si et seulement si
y est non nul. On a donc

o' Az = y"UT AUy = My + -+ + Avyx
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Si A est définie positive, en prenant pour y le vecteur dont toutes les composantes sont
nulles sauf la i-éme qui vaut 1, on a

0 <zl Az = )\,
Réciproquement si toutes les valeurs propres de A sont > 0, on a
eT Az = Ny + -+ Avyy
>N (4 +un) = yTy =My U Uy
= Mzle =X\ ||z]]> > 0siz#0.






CHAPITRE 3

Fonctions de plusieurs variables

1. Calcul différentiel

1.1. Notion de fonction de plusieurs variables. Plusieurs formules en physique
ou en ingénierie s’expriment a l’aide de deux ou de plusieurs variables réelles :

— aire A d’un triangle : A = %bh, b : base, h : hauteur,

— volume V' d’une boite parallélépipédique : V' = Lfh, L : longueur, ¢ : largeur, h :
hauteur,

— moyenne T de N variables x, zo,..., zy : T = %(ml + - F ).

On dit que

— A est une fonction des 2 variables b et h,

— V est une fonction des 3 variables L, ¢ et h,

— T est une fonction des NN variables z1, xs,..., Ty.

On est amené ainsi a considérer la notion suivante.

DEFINITION 3.1. Une fonction de N variables réelles x, xs,..., Ty est une régle
qui permet d’associer a tout systéme de N nombres réels contenu dans un sous-ensemble
D de RY un nombre réel et un seul

z=f(z1,...,zN).

Dans la suite nous limiterons I'exposé aux fonctions de deux variables et donnerons
les indications permettant de traiter le cas de trois variables ou plus lorsque cela ne sera
pas immédiat.

Nous pourrons utiliser un seul symbole z = (x1, z3) pour désigner deux variables ou
x = (z1,...,zy) pour désigner N variables afin d’alléger les notations.

1.2. Notions élémentaires de topologie sur R”.

1.2.1. Rappels de topologie sur R. L’étude des fonctions z = f(x), d’une variable réelle
x a valeurs réelles, a montré 'importance du role joué par la structure des sous-ensembles
de R :

— Intervalle ouvert : |a,b[,

— Intervalle fermé : [a,}],

— Intervalle fermé et borné : intervalle fermé et —oo < a < b < +o00.

Par exemple, si f est continue sur Uintervalle fermé et borné [a,b], alors les deux
problémes d’optimisation

{xme[a,b], {xMG[a,b],
f(zm) < f(2), Vz€la,b], f(za) = f(z), Vz€la,b],

possédent chacun au moins une solution. De méme, toujours si f est continue sur un
intervalle I quelconque, borné ou non, fermé ou non, I’équation

{?@Za

17
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admettra une solution si on peut encadrer ¢ par deux valeurs prises par la fonction f,
c’est-a-~dire si on peut trouver a et § dans I tels que

fla) <L< f(B).

Le but des notions de topologie qui suivent est de caractériser les sous-ensembles de
R qui possédent une structure analogue donnant lieu aux mémes propriétés. Cependant,
le passage en dimension supérieure a 1 complique considérablement la géométrie des sous-
ensembles qui ne peuvent étre traités par une description aussi simple. C’est pourquoi,
nous commencons par caractériser les structures précédentes d’intervalle ouvert, fermé,
borné de fagon équivalente afin de pouvoir étendre ces notions & des sous-ensembles de
RV,

A la base de cette description se trouve la valeur absolue. On peut dire qu'un sous-
ensemble quelconque A C R est borné s’il existe M € R tel que

lz| < M, Vze A
De méme, on peut dire que A est ouvert si : Vo € A, il existe n > 0 tel que
By(x) ={yeR; l[x—y|<n} CA

Un point x ayant la propriété précédente est un point intérieur a A. On peut donc dire
qu’un ensemble est ouvert si chacun de ses points est un point intérieur.

De méme, A C R sera fermé s’il est stable par les passages a la limite, c’est-a-dire si
toute suite de points {z,},,, contenue dans A et convergente, a nécessairement sa limite

lim,,_,00 z, dans A. Plus généralement, ’adhérence A (ou la fermeture) de A est formée
des limites de suites de points contenus dans A. Autrement dit, A sera fermé s’il coincide
avec son adhérence A.

La frontiére de A est constituée par les points, appartenant & A et qui ne sont pas
des points intérieurs de A. Si A est un intervalle, sa frontiére est constituée de ses bornes
finies.

Enfin, les intervalles I sont les sous-ensembles connexes de R. Ce sont les ensembles
constitués d’un seul tenant, c’est a dire tels que on peut passer d'un point x € I & un
point y € I de facon continue en restant dans I. Ceci revient a dire ici que [z,y] C I dés
que z,y € I.

1.2.2. Eléments de topologie sur R . Toutes les notions précédentes, sauf la connexité,
s’étendent & un sous-ensemble A C RY™ en remplacant la valeur absolue par la norme
euclidienne

DEFINITION 3.2. On rappelle qu’une suite de points {m(”)}n>n0 (avec (™) = (xgn), c Ty

tend vers y = (Y1 ...,yn) St
lim Haz(") — yH =0.

n—oo

On peut vérifier qu'une suite de points {x(")}
seulement si

nong tend vers y = (y1...,yn) si et

lim xEn):yi,izl,...,N.

n—oo

DEFINITION 3.3. Un point x est intérieur a A s’il existe n > 0 tel que
By(z) ={y € R; |lz —y| <n} C A
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Le sous-ensemble B,(z) est la boule ouverte centrée en x et de rayon 1.

Le sous-ensemble A est ouvert si chacun de ses points est un point intérieur.
L’adhérence (ou la fermeture) A de A est l’ensemble des limites des suites de points
contenues dans A.

Le sous-ensemble A est fermé s’il est égal o son adhérence.

La frontiére de A est formée de tous les points dans A qui ne sont pas des points intérieurs
de A, autrement dit, un point x appartient & la frontiére de A si toute boule B, (x) contient
au moins un point de A et un point dans le complémentaire RN \ A de A.

Le sous-ensemble A est borné s’il existe un nombre réel M tel que

|zl < M, VzeA.

Le sous-ensemble A est compact s’il est fermé et borné.

REMARQUE 3.1. On peut utiliser, de fagon équivalente dans les définitions précédentes,
la boule fermée B,(x) obtenue en prenant l'inégalité dans la caractérisation des points de
B, (x) a la place de cette derniére.

Le théoréme de Bolzano-Weierstrass se généralise directement aux ensembles compacts
de R¥V.

THEOREME 3.1 (Bolzano-Weierstrass). Soit A un sous-ensemble compact de RN . De
toute suite {x(")} C A, on peut extraire une sous-suite {m("k)} p>o Convergente vers
un point de A. -

n>ng

DEMONSTRATION. Le sous-ensemble A, étant compact, est borné : il existe donc M
|z|| < M, Vze A

La suite {x(”) }n>n0 est donc une suite bornée de I’espace euclidien RY. On peut donc

extraire de cette suite une sous-suite {x("k)} >0 convergente vers . Le sous-ensemble A,
étant compact, est fermé. Le point z est donc dans A. Ceci termine la démonstration du
théoréme. 0

1.3. Limites et continuité.
1.3.1. Définitions.

DEFINITION 3.4. La fonction y = f(x) tend vers L lorsque x := (x1,23) tend vers
a = (a1, as) sila limite de f(z) est égale a L lorsque ||x — a|| tend vers 0, autrement dit
lorsque 1 tend vers a, et xo tend vers as de fagon indépendante.
On dit que f est continue au point a si L = f(a).
On dit que f est continue sur D C R?, et on note f € C°(D) si f est continue en tout
point x € D.

Les théorémes sur les limites d’une somme, d’un produit, d’un quotient, etc,... restent
valables pour les fonctions de plusieurs variables. Ils permettent ainsi de s’assurer que des
fonctions d’expressions compliquées sont continues & partir de la continuité de fonctions
plus simples.

EXEMPLE 3.1. On a ainsi
~ f(z,y) = 2®> + y* + 1 est continue en tout point (x,y) de R?,
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— f(z,y) = /T +y est continue en tout point de ’'ensemble
D:={(z,y) eR*; z+y >0}

qui est l’ensemble des points sur et au dessus de la seconde diagonale du plan carté-
sien,

- f(z,y,2) = zyz/(x® + y* + 2?) est continue en tout point de l’espace R? ou elle est
définie, c’est-a-dire en tout point (x,y, z) différent de l'origine (0,0,0).

REMARQUE 3.2. Il y a un point dans la définition précédente qui peut passer inapercu
de prime abord mais qui généralement complique considérablement le passage de
l’étude des fonctions d’une variable a celles a plusieurs variables : les variables
x1 et xo dowent tendre respectivement vers a; et as tndépendamment l’une de l’autre.
Par exemple, la fonction v = zy/ (2 + y*) tend vers 0 lorsque = et y tendent tous les deux
vers 0 en restant sur la parabole {y = x*}. (En effet, dans ce cas : v = x3/(2*+2) =
z/(1+x2) et a pour limite 0.) Cependant, si x ety tendent vers 0 en restant sur la droite
{y = mz}, v garde une valeur constante v = mz?*/(x*> + m?z?*) = m/(1 + m?). Comme
m/(1+m?) # 0 pour m # 0, la fonction a donc plusieurs limites suivant la fagon dont
(z,y) tend vers 0. Elle n’admet donc pas de limite au point (0,0).

1.3.2. Applications. Les résultats concernant les deux problémes d’optimisation s’éten-
dent directement aux fonctions a N variables réelles.

THEOREME 3.2. Soient A un sous-ensemble compact de RY et f € C°(A). Alors,
chacun des deux problémes d’optimisation

Tm € A, Ty € A,
f(zm) < f(z), VzeA, flam) 2 f(z), VoA,

admet au moins une solution.

DEMONSTRATION. Laissée a titre d’exercice pour consolider les notions de topologie.
O

Nous pouvons maintenant étendre la notion de connexité aux sous-ensembles A C RY

DEFINITION 3.5. Le sous-ensemble A de RY sera connexe si pour tout x € A et tout
y € A, on peut trouver une application

v:[0,1] — RY
vérifiant v(0) = =z, v(1) = y, v(t) € A, Vt € [0,1] et les coordonnées de ~(t) =
(x1(t),...,xn(t)) sont toutes des fonctions continues de t.

Les sous-ensembles connexes et, en outre, fermés ou ouverts étendent la notion d’inter-
valle de R. On les appelle des domaines en précisant au besoin s’ils sont fermés ou
ouverts.

On peut alors étendre le théoréme d’existence de solution donné ci-dessus pour les
fonctions d’une variable réelle.

THEOREME 3.3 (Théoreme des valeurs intermédiaires). Soient A un sous-ensemble
conneze de RN et f € C°(A). le probléme

{ Fore

admet (au moins) une solution s’il existe a et b dans A tels que

fla) < €< f(b).
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DEMONSTRATION. Comme A est connexe, on peut trouver 7 : [0, 1] — A telle que les
fonctions coordonnées de vy : y(t) = (71(t), ..., yn(t)) sont continues et v(0) = a, y(1) = b.
Posons ¢(t) := f(y(t)). On vérifie directement que ¢ est une fonction continue de [0, 1]
dans R. Comme ¢(0) = f(a) < £ < f(b) = ¢(1), le théoréme des valeurs intermédiaires
pour les fonctions d’une variable donne : il existe s, 0 < s < 1, tel que ¢(s) = f(y(s)) = ¢.
Clairement, x = ~y(s) est la solution cherchée. O

1.4. Dérivées partielles et différentielle.
1.4.1. Définitions et théorémes.

DEFINITION 3.6. Soit v = f(x,y) une fonction de 2 variables. Fixons y = yo. Si la
fonction d’une variable v = f(x,yo) est dérivable au point xoy on dit que f admet une
dérivée partielle par rapport & la premiére variable au point (zo,yo). De fagon classique,
cette dérivée partielle est notée

of f(z,90) — f(Zo, Y0)

g — 1
ox (70, 90) v T — T

Dans ce cours, on utilisera la notation O, f(xo,yo). On définit de méme lorsque cela est
possible 0, f (xo, Yo)-

Les dérivées partielles se calculent par les régles usuelles de dérivation des fonctions &
une variable.

EXEMPLE 3.2. Soit la fonction f définie par f(z,y) = sin(z? + y?). On a
Ouf(z,y) = 2z cos(z® + y*), 9,f(x,y) = 2ycos(z® + y?).

DEFINITION 3.7. On dit que la fonction v = f(x,y) est différentiable (ou admet
une différentielle) au point (zo,y0) si elle admet des dérivées partielles O, f(xo,yo) et
Oy f(zo,y0) et vérifie

f(z,y) = f(wo,%0) + (. — 20)0: f (%0, Y0) + (¥ — Y0)9y f (%0, Yo)
+ (2, y) — (o, vo)l| R(, y, 70, Yo)

avec R(x,y,xo,yo) tendant vers 0 lorsque (z,y) tend vers (xq, yo).
On a immédiatement le résultat important suivant.

THEOREME 3.4. Si f est différentiable au point (z9,%0), elle est continue au point
(0, Yo)-
DEMONSTRATION. Immédiate car

(x — 20)0x f (0, Yo) + (¥ — ¥0)0y.f (o, yo) + [I(2,y) — (0, yo) | R(x,y, To, Yo)
tend vers 0 lorsque (x,y) tend vers (zo, yo)- O

REMARQUE 3.3. Ce théoréme nous montre une différence importante entre les fonc-
tions d’une variable pour lesquelles la différentiabilité se confond avec la dérivabilité et les
fonctions de deux variables ou plus qui peuvent avoir des dérivées partielles et ne pas étre
différentiables. Reprenons l'exemple de la fonction f(z,y) = xy/(x* + y?) et définissons
la en (0,0) par f(0,0) =0. On a

.0 . 0
Cependant, elle ne peut pas étre différentiable en (0,0) car on a vu plus haut qu’elle n’était
pas continue en ce point.
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On a cependant le résultat suivant qu’on admettra.

THEOREME 3.5. Soit f une fonction de deux variables définie dans un sous-ensemble
D c R2. Soient (zo,y0) et p > 0 tels que B,(z0,y0) C D. Si 0, f(x,y) et 0, f(x,y) existent
en tout point (x,y) € B,(zo,yo) et sont continues au point (xo,yo), f est différentiable au

point (o, Yo)-

Nous passons maintenant & une formule importante connue sous le nom de régle de
la chaine qui permet de dériver la fonction g(t) = f(z(t),y(t)) obtenue lorsque les deux
variables d’'une fonction & deux variables dépendent elles-mémes d’une méme troisiéme
variable.

THEOREME 3.6. Six = u(t) et y = v(t) sont deux fonctions dérivables de la variable
réelle t et si z = f(x,y) est une fonction différentiable au point (u(ty),y(to)), alors la
fonction p(t) = f(u(t),v(t)) est dérivable au point ty et

¢/ (to) = 0o f(ulto), v(to))u'(to) + Oy f (ulto), v(to))v (o).
DEMONSTRATION. La différentiabilité de f au point (u(tg),v(ty)) donne
p(t) = f(ult), v(t) = f(ulto), v(to))+
(u(t) — ulto)) 0= f (ulto), v(to)) + (v(t) — v(t0))9y f (ulto), v(to))+
(@), v(t)) = (ulto), v(to)) || R(u(t), v(t), ulto), v(to))-

avec
lim R(u(t),v(t),u(to),v(tg)) =0
t—to
car limy 4 u(t) = wu(ty) et limyy, v(t) = v(ty). Le théoreme des accroissements finis

permet d’écrire
u(t) - U(to) = (t - tO)U,@O + ‘91 (t - tg)), U(t) - U(to) = (t - to)U,@o + ‘92(t - tg))

avec 0 S 91,92 S 1. En notant tl = to + Hl(t — to), tg = to + Qg(t — to) et RO =
R(u(t),v(t),u(ty),v(to)), la formule ci-dessus donnant ¢(t) se réécrit

p(t) = p(to)+
(t = to) (9n f (ulto), v(to))u' (t2) + 8y f (ulto), v(to) V' (t2)) + [t — tol [|(w'(t1), v'(£2)) ]| Ro-

Le passage a la limite lim;_,;, (¢(t) — ©(to))/ (t — to) donne alors la formule du théoréme.
0J

REMARQUE 3.4. Si z = f(x,y) admet des dérivées partielles continues sur tout D
(on dira alors que f est de classe C* sur D et on notera ceci par f € C(D)), et si z(t)
et y(t) sont deux fonctions a valeurs dans D continument dérivables, alors la fonction
z(t) = f(x(t),y(t)) est dérivable en chaque point t. La régle de la chaine s’écrit alors de
facon mnémotechnique en utilisant la notation classique pour les dérivées partielles

dz 8fdx+3fdy
dt  Oxdt Oydt’
Cette notation sera justifiée dans les chapitres suivants lorsqu’on introduira la notion de

forme différentielle. La formule de la chaine se généralise directement aux fonctions de
trois variables ou plus

z= f(x1(t),... 2N (t)),
dz _ Of du, OFf dry

dt — O, dt ' Oxy dt
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EXEMPLE 3.3. On cherche a quelle vitesse varie 'aire d’un triangle sachant que sa
base et son hauteur varient au cours du tempst. On a

A(t) = f(b(t), h(t)) = 3b(t)h(t).
D’ou
A'(t) = Opf(b(t), M)V (t) + Onf (b(2), R(1)) W' (t)
= 2h(O)V'(t) + ()R (t).
C’est bien la formule qu’on aurait pu obtenir directement par la dérivation du produit.

1.4.2. Matrice jacobienne — Application au changement de variable.

DEFINITION 3.8. Soit ¢ une fonction définie dans U un ouvert de R™ a valeurs dans
RP qui & x = (z1,--- , %) associe (Y1(x1,--+ ,Tpn), - ,Yp(T1,- -+ ,2pn)). On dit que ¢ est
différentiable si les fonctions y,--- 1, le sont. Dans ce cas, on lui associe une matrice
a p lignes et n colonnes 1', appelée jacobienne de 1), définie par :

Y'(z) = [@cﬂ/}i(ﬁﬂ)]lggn pour tout z € U.

1<i<p

PrOPOSITION 3.1. Soient f une fonction de U C R™ dans W C RP et g une fonction
de W C RP dans RY toutes deux différentiables. Dans ce cas, la matrice jacobienne de la
composée g o f s’obtient ainsi pour tout a dans R™ :

(9o f)(a) =g (f(a))f (a).

DEMONSTRATION. Posons F' = g o f qui est ainsi la fonction de U C R"™ dans R?
définie par

F(z) = (Fi(z),-- -, Fy(z))
= 9(f(2)) = (02 (f (), -+, go(f (2))

Sachant que z = (z1,--- ,x,) et en posant y = f(z) ou encore suivant les composantes

Y= (Y1, ", Yp)
— (fl(xlg"' ;-’L'n);"' 7fp(xl7"' ’xn))’

en utilisant la regle de la chaine précédente :

am]-Fz Zaykgz a'rjfk( )

avecj=1,--- ,neti=1,---,q,la proposmon est une conséquence directe de la formule
donnant le produit de la matrice ¢’'(f(a)) et de la matrice f'(a). O

REMARQUE 3.5. Soit D un domaine de R%. Soient f une fonction de deux variables
z ety, de D dans R et ¢ une application de R* dans R* (un changement de variable),
bijective sur D telle que ¢(z,y) = (u,v). Alors, on aura :

f(z,y) = g(o(z,y)) = g(u(z, y), v(z,y)).
Si les jacobiennes de f, g et ¢ sont notées respectivement f', g et ¢', nous avons
f'(a) = g'(8(a))¢'(a).
La formule de la chaine s’écrit alors :
0. f = 0,90, u + 0,90, v
Oy f = 0ugOyu + 0,90,v.



24 3. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

EXEMPLE 3.4. Appliquons cette formule au passage des coordonnées cartésiennes aux
coordonnées polaires. La relation de changement de variables est définie de facon plus
aisée en exprimant les coordonnées cartésiennes o l’aide des coordonnées polaires

x = rcos(f)

y = rsin(0)
avec v > 0 et (par exemple) 0 < 0 < 27. (On peut fizer d’autres déterminations pour
largument 8 comme par exemple —m < 0 < m.) La relation suivante permet d’exprimer la

fonction f des coordonnées cartésiennes (z,y) & partir de la fonction g des coordonnées
polaires (r,0)

f(x,y) = g(r,0).

On veut calculer les dérivées partielles O, f(z,y) et O, f(x,y) a partir des dérivées partielles
0rg(r,0) et Opg(r,0). La régle de la chaine donne

Ouf(z,y) = 0pg(r,0)0pr + Opyg(r, 0)0,0
ayf(xa y) = arg(ra 6))ay’r + a&Q(TJ e)ayg

Il est facile d’exprimer r = \/x% 4+ y? a partir de x et y. On a alors directement

Opr = x// 2% + 42, Oyr =y/\/ 22 + 2.
Ce n’est pas le cas pour Uargument 6 qui ne peut étre donné par une formule a l'aide de

x ety que si par ezemple 0 < 0 < 7 : 0 = Arccos(z/\/x% + y?). Il n’y a aucune difficulté

en revanche & calculer
O,x = cos 0 0,y = sin@
Opx = —rsinf Oyy = rcosf

La formule de la chaine donne alors

9,g(r,0) = 0pf(x,9)0rx + 0, f (x,y)0ry = O f (,y) cos O + 9, f (x,y) sin 6
0pg(r,0) = O f(x,y)0px + Oy f (x,y)0py = Ou f (z,y)(—rsinb) + 9, f (x,y)(r cosb)

qu’on peut écrire sous forme matricielle

0rg(r,0) 1 | cosf sinf 0. f(z,y)
{ 20pg(r,0) } - { —sinf cosf } { Oy f(x,y) }

Comme la matrice
[ cosf sin6 }

—sinf cos6

est une matrice orthogonale, on obtient alors directement

Ouf(z,y) = cos00,g(r,0) — sin 29,g(r, 0)
Oy f(z,y) =sin00,g(r, 0) + cos 9;899(7“, 0)

1.5. Dérivées d’ordre supérieur. Siz = f(z,y) admet une dérivée partielle 0, f (z, y)
en tout point (z,y) € D, on obtient de cette fagon une nouvelle fonction de deux variables
par w = 0, f(z,y). Si cela est possible, on peut définir une dérivée partielle d’ordre 2 en
dérivant encore O, f par rapport a la variable = : 92 f = 0,0,f, ou par rapport a la
variable y : in f = 0,0.f. De facon plus classique, ces dérivées d’ordre 2 sont notées par

o2f  O*f o2f  O*f
ox2’  0zdy’ Oydxr’  Oy?
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EXEMPLE 3.5. Soit z = ¥ sin(z). On a 8,(e¥" sin(z)) = ¥’ cos(z), 6jx(ey2 sin(x)) =
Oy (ey2 cos(x)) = 2ye¥’ cos(z). On aurait pu aussi calculer d,(e¥” sin(x)) = 2ye¥” sin(z),

puis Opy(e¥” sin(z)) = 9,(2ye¥” sin(z)) = 2ye¥” cos(z). On remarque que le résultat de la
dérivation est indépendant de l’ordre des dérivées partielles. Cette propriété est
en fait générale. Elle est établie dans le théoréme suivant dont on admettra le résultat.

THEOREME 3.7. Soit f une fonction de deux variables. Si Opf, O,f, 02,f et 02, f
existent et sont continues, alors

0z,f = 0y, f.

REMARQUE 3.6. Le théoréme précédent s’étend de facon évidente aux fonctions de
plus de deux variables et on a, si z = f(xl, S IN),

Pof=0,f 1<ij<N.

1l s’étend aussi par récurrence aux dérivées d’ordre supérieur a 2, par exemple,

a:la:]xkf a: T; a:kf xkxzx]f

1.6. Formule de Taylor. La formule de Taylor pour les fonctions a plusieurs va-
riables se déduit de celle pour les fonctions & une variable. Ici, le cas d’une fonction f &
deux variables (z,y) se traite plus facilement en le considérant comme un cas particulier

d’une fonction f a N variables (z1,...,xy) en notant z; := x et x5 := y.

Soit f une fonction de N variables z := (z1, . .., xy) variant dans un domaine D C RY.
Supposons que le segment joignant x et a := (ay,...,ay) reste contenu dans D, c’est-a-
dire

{fueRY; u=(1-t)a+tz=a+t(zx—a)} CD.
Notons par u(t) = a + t(x — a), ou encore w;(t) = a; + t(z; — a;). En supposant que les
dérivées partielles correspondantes de f existent et sont continues, on peut calculer les
différentes dérivées de la fonction ¢(t) = f(u(t)). On sait déja que

@' (t) = Ouy f (w(t)) (21 — 1) + -+ + Oy f(ult)) (2n — an)
= Z aﬂcil f(u(t))(x“ - ai1)

i1=1

Dérivons une nouvelle fois par rapport a ¢

Zazl i, | ) (@i — ai)(z1—a1) + -+ zzlf( u(t))(zi, — aiy) (@ — an).

11=1

On peut écrire I’expression précédente sous forme d’une somme double

- Z Z aiilmzé f(u(t))(xll - ail)(xig - CLZ’Q).

i1=1149=1

On voit donc que la dérivée d’ordre m de ¢ est donnée par une somme multiple d’ordre

Z Z oy, ] (W) (@i, — aiy) -+ (@3, — as,, )

11=1 Im=1
La formule de Taylor donnant le développement de f (a:) ( ) au point a s’obtient
en développant ¢(1) au point 0en utilisant le fait que u(0) =
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1.6.1. Formule de Taylor a l’ordre 1. Développons (1) en 0 a Pordre 1

")

5 avec 0 < 6 <1.

@(1) = ¢(0) + ¢'(0) +
On en déduit

f(z) = f(a) + 8y, f(a )(001 —a1) + -+ Oy fla)(@y —an) + Ry
R2 = %Zgzl Zgzl Tiq Ty, ( (9))(:@1 ai1>(xi2 - aiz)

Sachant que

’(xil - ail)(xlé - ai2)‘ < ||$ - CLH2
on voit que le développement f(a) + 0., f(a)(x1 — a1) + -+ + Oxy f(a)(zn — an) permet
d’approcher f(z) avec une erreur
[Ro| < Cllz — af|?

ou C' est une constante indépendante de z — a.
Il est souvent commode de noter le développement précédent sous forme matricielle
sous la forme

f@)=fla)+[ (@1 —a) -+ (zv—an) |grad f(a) + Ry
ot le gradient de f au point a, grad f(a), est le vecteur colonne & N composantes
0z, f(a)
grad f(a) := :
Oy f(a)
En identifiant © — a au vecteur colonne
Ty —ay
r—a=
IN —an

le développement précédent se réécrit

f(a) = f(a) + (z — a)" grad f(a) + R,.
Notons que (z —a) " grad f(a) n’est rien d’autre que le produit scalaire des deux vecteurs
(x — a) et grad f(a).
1.6.2. Formule de Taylor & l'ordre 2. Développons maintenant ¢(1) a l'ordre 2 au
point 0
(1) = 9(0) + ¢'(0) + 5¢"(0) + ' V(9), avec0 <O <1,
on obtient

f(x) = fa) + (z — a)" grad f(a)+
Zza fla)(zi — ai)(zj — a;) + R,

=33 N N F(u(0) (@i — i) (5 — ay) (2 — ).

i=1 j=1 k=1

N =
—
<.
I
—

=

En introduisant la matrice hessienne H f(a) de f au point a
(Hf(a)),; = 054, f(a), 1<4,5 <N,

T
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le développement précédent se réécrit sous forme matricielle
f(z) = f(a) + (z —a)" grad f(a) + §(z — a) " Hf(a)(x — a) + Rs.
En observant que
3
(@i — ai)(x; — a;)(zx — ar)| < ||z —al]
on voit que le développement
f(@) + (z —a)" grad f(a) + 3(z — a) "Hf(a)(z — a),
permet d’approcher f(x) avec une erreur maintenant majorée par
|[Rs| < Clz —alf®.

1.6.3. Développement de Taylor d’ordre m. Si f admet des dérivées partielles continues
jusqu’a ordre m +1 (c’est-a-dire f € C™*(D)) et que le segment joignant a a x est dans
D, on peut développer ¢(1) a l'ordre m au point 0

©(1) = ¢(0) + ¢ (0) + -+ - + %(p(m) (0) + (mil)!go(m“)(ﬁ), avec 0 < 0 < 1.
On en déduit le développement de Taylor de f(z) au point a

THEOREME 3.8. Sous les conditions précédentes, on a

m

— Z e Z (@i, — @) (@i, — 03, )07 o, f@) + B

Ry = m+1 Z Z Liyp — ah (wim+l - aim+1)a£:1+..1.wim+lf(u(9))

avec
|Ri1| < Cllz —al™

2. Intégrales multiples

2.1. Définition de I’intégrale multiple. La aussi, nous définirons I'intégrale double,
c’est-a-dire I'intégrale d’une fonction de deux variables et généraliserons ensuite au cas
des intégrales multiples, intégrales de fonctions & plusieurs variables.

2.1.1. Rappels sur l'intégrale simple. Rappelons que l'intégrale simple est définie, lors-
qu’elle existe, comme limite des sommes de Riemmann

ab Fla)da = @i f(ah)Ae,

avec
ro=a<zx=x0+Ar; < - <z =2, +Azx; < --- <z, =0,
xf un point quelconque de [x; 1, z;], et § := max Ax;. Autrement dit, I'intégrale simple,

qui est l'aire limitée par la courbe {y = f(z)}, 'axe des z et les deux droites {z = a} et
{z = b}, est approchée par la somme des aires des rectangles f(z})Ax;.
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Yy
> DTN
7| \ y = f(x)
AN A 000
N ]
S S I N A B O
a 3 . x} x b

2.1.2. Définition de l'intégrale double. Le domaine d’intégration d’une intégrale simple
est un intervalle fermé borné. Une premiére difficulté se pose avec 'intégrale double : le
domaine d’intégration peut avoir une forme géométrique infiniment variée. Pour
définir 'intégrale simple, on est amené a supposer ainsi que le domaine d’intégration est
un domaine quarrable borné D de R2, c’est-a-dire que D est un domaine contenu
dans un rectangle R a cotés paralléles aux axes des coordonnées et que son aire existe
et est finie. Intuitivement, un domaine quarrable borné est un ensemble de points limité
par une (ou plusieurs) courbe(s) simples comme 'indique la figure suivante

Domaine quarrable

Soit f une fonction définie et bornée sur le domaine D, c’est-a-dire, vérifiant
AM = [ f(z,y)| < M, V(z,y) € D.

Pour définir I'intégrale de f sur D, on commence par construire une somme de
Riemann. Cela est effectué dans les deux étapes suivantes

Etape 1: On subdivise le rectangle R en sous-rectangles a cotés paralleles aux axes.

On écarte tous les sous-rectangles ayant au moins un point a I'extérieur de D.
On note alors

Rl: R27' R Rn

les rectangles restant et AR; l'aire de R;.
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Aire \

AR;

On note de méme 9; la longueur du plus grand coté de R; et § := max ;.
Etape 2: On choisit un point dans chaque rectangle R; qu’on note
(@1, 91), (@3,95),-- - (@0, 97)-

La somme de Riemann de la fonction f associée aux rectangles et aux points
précédents est définie par

Aire
AR; (aF.97)

On peut alors définir I'intégrale de f sur D lorsqu’elle existe.

DEFINITION 3.9. Si la limite des sommes de Riemann eziste lorsque 6 — 0,la fonction
f est dite intégrable sur D et son intégrale est la valeur de cette limite

/D f(z,y) dzdy = lim ; f(zi,y)AR;.
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Nous admettrons le théoréme suivant qui généralise le théoréme correspondant pour
les intégrales simples.

THEOREME 3.9. Si f est continue en tout point de Uadhérence D d’un domaine quar-
rable D C R? , alors f est intégrable sur D.

2.2. Propriétés de ’intégrale double.
2.2.1. Formule d’additivité. Elle généralise la relation de Chasles pour les intégrales
simples

b c b
/f(f)dCE:/f(x)d:E—I—/f(a:)dx, pour a < ¢ < b.

THEOREME 3.10. Soient D un domaine quarrable borné de R? et A et B deux domaines
quarrables vérifiant
D =AUB et airede ANB =0.

Alors, f est intégrable sur D si et seulement si f est intégrable sur A et sur B et

/D f(z,y) dudy = /A f(z, ) dudy + /B f(z,y) dzdy

DEMONSTRATION. On écrit sous forme de trois termes la somme de Riemann précé-
dente en distinguant parmi les indices les trois ensembles

Iy ={i=1,...,m; R; C A},
*IBZZ{Z'ZL...,TI’L; RiCB},
—Iy:={i=1,...,m; i ¢ [, Ulg},

m

> F@y)AR = f(a5y) AR + Y fal ) AR+ f(af,y])AR;

=1 1€y i€lp i€lp

Le troisiéme terme est majoré comme suit

> f@iy)AR| < 3 |f(a,yl) | AR < My AR;.

i€l i€l i€lp
Il résulte du fait que aire de AN B =0 que
6—0
i€lp

Si f est intégrable sur A et intégrable sur B, les deux premiers termes ont pour limite
respective

tim 3 f(a)AR = [ Sy dady, TS fai AR = [ fay) dedy

i€l i€lp

Ceci démontre la condition suffisante. La condition nécessaire demande un approfondis-
sement de la construction de I'intégrale double. Elle sera admise ici. OJ

REMARQUE 3.7. Le théoréme a plusieurs conséquences importantes en pratique.

(1) Il montre que les valeurs d’une fonction f sur une courbe n’a pas d’influence sur
lintégrabilité et la valeur de lintégrale. Ceci est a comparer avec les valeurs en
un point d’une fonction pour l'intégrale simple.

(2) On peut simplifier le domaine d’intégration en le subdivisant en sous-domaines,
ayant au plus une courbe en commun, et de forme plus simple.



2. INTEGRALES MULTIPLES 31

2.2.2. Autres propriétés. Les propriétés suivantes sont analogues a celles des intégrales
simples et se déduisent directement des propriétés de I'addition de nombres réels. Pour
les énoncer, on supposera que f et g sont deux fonctions données intégrables sur D.

PropPOSITION 3.2 (Linéarité de I'intégrale). Pour A et u réels, on a

/umwmmwmw=A/ﬂawmw+u/mammw
D D D

DEMONSTRATION. On écrit la somme de Riemann pour la fonction \f + pg sous la

forme
m

S O +pg) (Y ) AR =AY faf,y)) AR +p > g(x,yl)AR;
i=1 i=1 i=1
et on passe a la limite lorsque § — 0. 0J

ProprosITION 3.3 (Positivité de l'intégrale). Si f >0, alors

/f@wM@ZO
D

DEMONSTRATION. On a ainsi

m

Zf(x;",y;‘)ARi > 0;
i1

d’otu la proposition par passage a la limite lorsque 6 — 0. [

COROLLAIRE 3.1 (Comparaison des intégrales). Si f > g, alors

/fmwmwz/mawmw
D D

DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que f — g > 0 et d’écrire

[ (=)@ dedy = [ o) dady = [ g(o.9)dady >0,

COROLLAIRE 3.2 (Inégalité triangulaire). On a si les intégrales sont définies

/fmwmws/uwwww.
D D

2.3. Théoréme de la moyenne. Ce théoréme sert & évaluer rapidement la valeur
d’une intégrale sans avoir & la calculer exactement. On devine aisément son utilité pour
les dimensionnements dans les pré-études techniques.

THEOREME 3.11. Notons par A l’aire de D. La moyenne de f sur D vérifie

inf f(x,y) <— f:z;yda:dy< sup f(z,y).
(z,y)eD (z,y)eD

DEMONSTRATION. La fonction f étant bornée sur D, elle y admet une borne supé-
rieure et une borne inférieure. Sachant que

/ cdxdy = cA
D

le résultat suit a partir du théoréme de comparaison des intégrales. O]
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COROLLAIRE 3.3. Si D est fermé et connexe et f continue sur D, alors il existe
(zo,yo) € D tel que

5 [ 1w dody = f(ao.m).

DEMONSTRATION. L’ensemble D étant borné et fermé, il est ainsi compact. Comme
f est continue sur D, elle y atteint sa borne supérieure et sa borne inférieure

inf f(z,y) = min f(z,y) = f(@m,ym), sup f(z,y) = max f(z,y) = f(zrm, ym).
(z,y)eD (z,y)eD (z,y)eD (z,y)eD

Le théoreme de la moyenne assure alors que

Famem) < 5 [ Flo)dody < foas ).

L’ensemble D étant connexe et f est continue sur D, le résultat suit par le théoréme des
valeurs intermédiaires. !

2.4. Calcul des intégrales doubles.

2.4.1. Calcul des intégrales doubles sur un rectangle o cotés paralléles aur axes. Le
théoréme suivant rameéne le calcul d’une intégrale double sur le rectangle R := [a, b] X |[c, d]
a un calcul itéré de deux intégrales simples.

THEOREME 3.12. Soit f intégrable sur R vérifiant

(1) pour tout x € [a,b], y — f(z,y) est intégrable sur [c,d],

d
(2) = Y(x) = / f(z,y) dy est intégrable sur |a,b|,

alors, . ;
| twydady = [ { / f(m,wdy}dx.

DEMONSTRATION. Nous ferons la démonstration dans le cas ol f est continue sur R.
La dépendance d’'une intégrale simple par rapport & un paramere montre que toutes les
hypotheéses du théoréme sont vérifiées.

On considére la subdivision du rectangle R donnée de la fagon suivante

Y

Y

*CL:I'1<372<"'<$¢<IEZ'+1<"'<Im+1:b
fc:yl<y2<~--<yj<yj+1<---<yn+1:d
- Aij = [z, xia] X [y, 9]0 =1,...,m, j=1,...,n.

On forme alors la somme de Riemann
n

0r() =D > flaiy))AAy

i=1 j=1
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ou, grace au théoreme de la moyenne pour les intégrales simples, y; € [y, yj+1] peut étre
choisi tel que

flanyl) = —— / " fy) dy.

(W1 = Y5) Jy,
Comme AA;; = (41 — ;) (Y41 — y;j), on peut en fait effectuer la sommation comme suit
pr(p) = Z(%’H — ;) Z(yj+1 —y;) [ (i, yj)-
i=1 j=1

La somme de Riemann ¢(p) est donc

er(p) = Z(%H — zi)Y(z;)
i=1
soit, ainsi, une somme de Riemann pour la fonction 1 sur [a,b]. En faisant tendre
§ = max (fggg; (i1 — ), X (Y511 — yj))
vers 0, on obtient le théoréme. [
2.4.2. Calcul des intégrales doubles sur un quarrable simple.

THEOREME 3.13. Soient g : [a,b] — R et h: [a,b] = R deux fonctions continues tel
que
g(z) < h(z), Vzelab].
L’ensemble
D= {(z,y) € R*; g(z) <y < h(z), z € [a,b]}

est domaine quarrable. Il est appelé un quarrable simple. Si f est intégrable sur D et
vérifie

(1) pour tout x € [a,b], y — f(x,y) est intégrable sur [g(z), h(x)],

h(zx)
(2) = Y(x) = f(z,y) dy est intégrable sur [a,b],
g(z)

/Df(:z:,y)dxdyzLb{[]:j)f(a:,y)dy} dz.

DEMONSTRATION. Posons ¢ = min,<,<p g(z) et d = max,<,<p h(x). Considérons alors
la fonction f obtenue en prolongeant f par 0 & [a,b] X [c,d]. Le théoréme s’obtient en
appliquant tout simplement le théoréme précédent a l'intégrale de f sur [a,b] X [¢,d]. O

alors,

2.4.3. Interprétation géométrique.
y

J(@,y)dydx
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Intégrale sur un domaine quarrable simple

EXEMPLE 3.6. Si f, g et h sont continues, les hypothéses du théoréme sont vérifiées.
Soient

D={(z,y) eER*; 0<y<1l-z,0<z<1}

y

Domaine triangulaire

Considérons alors la fonction f définie par f(x,y) =z ;

/Df(x,y)da:dy:/ol{/olxxdy}dx:/olx(l—x)dx:%—%:
Lo [

1
6
2.5. Changement de variables dans les intégrales doubles.
2.5.1. Changement de variable. Soient D et H deux domaines de R2. Une application
U : D — H C R? est caractérisée a I'aide de ses fonctions coordonnées

\IJ(ZI?,y) = (U’ = \Ijl(xay)av = \DQ(xay))
et que sa jacobienne U'(z,y) est donnée par la matrice

/ . 8xu = 8x\111($, y) 8@/“’ = ay\Ill(xa y)
V(z,y) = 0, = 0, ¥s(x,y) Oyv = 0,Vs(x,y)

Dans tout le cours, nous noterons les dérivées partielles de la facon suivante

. 8\111 o 8\Ijl
ax\lll(xay) - 6.17 (xay)a ay\lll(xvy) - 01/ (:L‘,y), etc.

On dit que ¥ : D — H définit un changement de variable de D sur H si les
conditions suivantes sont vérifiées

(1) U est une bijection différentiable de D sur H,
(2) Im Y (xp, yn) = ¥(z,y) © Im(z,, yn) = (x,y), (¥ est bicontinue),
(3) det ¥'(z,y) # 0, V(z,y) € D.
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EXEMPLE 3.7 (Coordonnées polaires).

27T

R

Cercle de rayon R privé du segment {(z,0),0 <x < R}.

x =rcosf Jacobi | Oz Opx | _ | cosf —rsind
y=rsinf ’ acovrenne = Oy Opy | | sinf rcosb
det { g:g gzz } =r(cos®f +sin’f) =r > 0.

2.5.2. Changement de variable dans une intégrale double. La formule permettant d’ef-
fectuer un changement de variable dans une intégrale double, qui se généralise d’ailleurs
directement & une intégrale multiple & plusieurs variables, est donnée par le théoréme
suivant.

THEOREME 3.14. Soient f, une fonction intégrable sur H, et ¥ : D — H un change-
ment de variable ; alors, v— f(V(v)) |det ¥ (v)| est intégrable sur D et l'on a

/Hf(w)dw:/Df(\If(v))|det\1!’(v)| dv.

DEMONSTRATION. Nous nous limitons simplement ici & une indication sur le point
fondamental de la démonstration.

On peut voir, en utilisant un développement limité aux éléments du second ordre prés
en Az et Ay, que image du carré |z, z + Ax[x]y,y + Ay| est le parallélogramme de
sommets ¥(z,y), (¥ + Az0,V)(z,y), (V+ Ay, V)(z,y), (¥ + Az0,¥ + Ayd,¥)(z,y).

y (U + Ayd, ¥)(z, y)
T
o
y o (T + Azd,U)(z, y)

Transformation d’un rectangle
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Remarquons maintenant que si u et v sont deux vecteurs non colinéaires du plan de
Composantes1 respectives

U v

Uy | Yy

I’aire du parallélogramme défini par u et v est donnée par

Uy Uy

Ceci montre que la formule de changement de variable est vraie aux éléments du second
ordre prés en Ax et en Ay pour D =|z, z + Az[x]y,y+ Ay| et H = U(|z, z+ Az[x]y,y+
Ay[). Le reste de la démonstration s’obtient & partir de ce cas particulier en utilisant les
sommes de Riemann. O

EXEMPLE 3.8. Supposons que f soit intégrable sur le cercle D de centre 0 et de rayon
R ; f est donc intégrable aussi sur le cercle D de centre 0 et de rayon R privé du segment
{(z,0); 0 < x < R}. Le théoréme précédent donne alors

R p2rm
/f(m,y) dacdy:/ / f(rcos@,rsin@) rdrdd.
D o Jo

Pratiquement, on peut plus aisément exprimer la formule de changement de variable en
travaillant avec [’élément d’aire

FEléments d’aire

— Elément d’aire en coordonnées cartésiennes : drdy
— Elément d’aire en coordonnées polaires : rdrdf

2.6. Intégrales triples et multiples. Les intégrales triples et multiples se dé-
finissent et se calculent de maniére analogue aux intégrales doubles. Nous donnerons
quelques indications sur les intégrales triples en laissant le soin au lecteur d’effectuer les
adaptations requises pour les intégrales de fonctions de plus de trois variables.

2.6.1. Calcul d’intégrales triples. Le calcul d’une intégrale triple sur le domaine d’in-
tégration

D= {(:E,y, 2) €R?; g(x,y) <z < h(x,y), (2,y) € A}

'Nous distinguons ici entre les points de R? notés a l’aide de deux coordonnées (z,y) et les vecteurs
identifiés a des vecteurs colonne. Noter que le vecteur u d’origine (z.4,y4) et d’extrémité (zp,yp) est le

vecteur de composantes { Z/B B zA } . Cette distinction, qui peut sembler artificielle & ce niveau, est trés
B — YA

utile pour écrire les formules de calcul différentiel des fonctions & plusieurs variables.
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se rameéne par une intégrale simple au calcul d’une intégrale double

h(z,y)
/f(:v,y,Z) da?dydz:// f(z,y,2)dz.
D AJ g(z,y)

2.6.2. Changement de variable dans une intégrale triple. On a la méme formule de
changement de variable que pour les intégrales doubles ot maintenant ¥ : D — H est un
changement de variable entre deux domaines de R?

/Hf(w)dw:/Df(\If(v)) |det W' (v)| do.

EXEMPLE 3.9 (Coordonnées cylindriques).

Coordonnées cylindriques
Expression des coordonnées cartésiennes

z =rcosf
y =rsinf
z=2z

Elément de volume

Coordonnées cartésiennes drdydz
Coordonnées cylindriques rdrdfdz

EXEMPLE 3.10 (Coordonnées sphériques).

z

rsinfdd
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Expression des coordonnées cartésiennes

x = rsinf cos ¢
y =rsinfsing
z =rcosf

Elément de volume

Coordonnées cartésiennes dxdydz
Coordonnées sphériques 72 sin Odrdfdyp

Application. Calcul du volume de la sphére de rayon R
D= {(x,y,z) ER®; 22+ 4+ 22 < Rz}

R T 2
/ dxdydz = / / / 2 sin Odrdfdy
D o Jo Jo
R T 4
=27 </ 2 dr) </ sin@dé’) = —mR%.
0 0 3



CHAPITRE 4

Courbes et surfaces

1. Courbes

Pour fixer les idées, nous considérons dans ce cours les courbes du plan. Toutes les
notions introduites se transposent directement aux courbes de I’espace. Nous indiquerons
a la fin de cette section les éléments qui permettent d’effectuer cette transposition ainsi
que les notions spécifiques a ce cas.

1.1. Notion de courbe.

1.1.1. Le type de courbe considéré. La définition rigoureuse d’une classe de courbes
est assez complexe. Elle sort du cadre d’un cours d’introduction & [lintention des ingé-
nieurs. Le type de courbe, introduit dans ce cours, aura un sens intuitif clair & travers la
description de quelques unes de leurs caractéristiques et des exemples qui seront donnés.

Les courbes que nous considérons sont donc des courbes simples fermées, dont un pro-
totype est le cercle, ou ouvertes, comme par exemple le graphe d’une fonction indéfiniment
dérivable. Ces courbes peuvent avoir des points anguleux, mais seulement en nombre fini.
Dans ce cas, elles peuvent étre considérées comme un chainage d’arcs de courbe simples
sans point anguleux. La figure ci-dessous donne une idée des différentes situations.

—_—

Courbe formée

Cercle par le chainage Courbe ouverte
de 5 arcs simples

1.1.2. Paramétrage.

DEFINITION 4.1. Un paramétrage d’une courbe simple C (ou d’un arc de courbe
simple) du plan est la donnée d’une application

r:/ — R’
vérifiant
(1) r est indéfiniment dérivable de I dans R?,
(2) Uimage de cette application est r(I) = C,
(3) r'(t) #0, Vt € I.

Rappelons que r(t) et r'(¢) sont données a l'aide de leurs composantes notées

wo-[18]. #o-[30]

39



40 4. COURBES ET SURFACES

REMARQUE 4.1. Pour que la définition soit rigoureuse, il faudrait ajouter une pro-
priété algébrique (r est une bijection entre I et C) et une propriété topologique (r est
bicontinue entre I et C'). Ces considérations sortent du cadre de ce cours.

EXEMPLE 4.1 (Droite). La droite D passant par le point (zo,yo) et colinéaire au vecteur

v = { 21 ] (figure ci-dessous) est donnée par le paramétrage'
2

r(t) = {a:o ] +tv, teR.
Yo

(X0:¥o0)

La représentation précédente est appelée représentation paramétrique de la droite. Si

V]| = /v? + v3 est la norme du vecteur v, les composantes du vecteur unitaire v/ ||vl||
sont appelées les cosinus directeurs de la droite D.

EXEMPLE 4.2 (Cercle). Le cercle de centre (zo,%o) et de rayon R est paramétré par
langle 0 que fait son rayon avec l'axe des = de la facon suivante

r(f) = lxo } +R{6089], 0 € [0, 27].

Yo sin

EXEMPLE 4.3 (Graphe fonctionnel). Soit f € C>°(I). Le graphe G (figure ci-dessous)
de la fonction f est une courbe ouverte donnée par le paramétrage

r(x):lf(x)], rel

REMARQUE 4.2. La condition v'(t) # 0 est essentielle. L’application définie par
t3

r(t):{ﬂ], t € R,

'Nous distinguons dans la notation entre les points de R? et les vecteurs a deux composantes réelles.

Par exemple, (zo, o) est le point de R? de coordonnées g et yo et rg = [ o } est le vecteur d’origine

Yo
0 et d’extrémité (zg,yo). Il est souvent appelé rayon vecteur du point (xg,yo). Ceci revient au niveau de
la notation & refaire la distinction entre I’espace affine & deux dimensions et I’espace R2.
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a pour image le graphe (figure ci-dessous) de la fonction y = v/x2 et ne définit pas un arc
de courbe simple (point singulier en 0).

DEFINITION 4.2. Un arc de courbe simple fermé est obtenu par un paramétrage
(I,r) avec I = [a,b] un intervalle fermé borné de R.

1.1.3. Changement de paramétrage - Orientation. Soit (J,m) un paramétrage d’une
courbe C' et

a:l—J

un changement de variable 7 = a(t) (c’est-a-dire a est une bijection indéfiniment dérivable
entre [ et J vérifiant donc o/(t) # 0, Vt € I). Posons r(t) = m(«a(t)). la formule de
dérivation des fonctions composées

r'(t) = m'(a(t)d (t)

permet de vérifier que (I, r) est un autre paramétrage de la courbe C. On dit que les deux
paramétrages (I,r) et (J,m) sont équivalents.

La définition rigoureuse du paramétrage d’'une courbe permettrait de montrer que
deux paramétrages quelconques d’'une méme courbe sont nécessairement équivalents. Nous
admettrons dans ce cours cette propriété.

Nous définissons ’orientation d’une courbe de facon intuitive comme le choix d’un
sens de parcours pour cette courbe. Un paramétrage (I, r) de la courbe est dans le sens
de (ou compatible avec) l'orientation lorsque r(¢) parcourt la courbe dans le sens
de Porientation lorsque ¢ croit. Il est dans le sens contraire de 'orientation sinon. Les
deux paramétrages (I,r) et (J,m) ont la méme orientation si la fonction o’ est positive
(comme o garde un signe constant, il suffit que o/(¢y) > 0 pour un ¢, particulier de I).

1.1.4. Vecteur tangent.

DEFINITION 4.3. Soient une courbe C' et un point non anguleux m = (x,y) de C. Soit
m—+om = (z+ 0x,y + 0y) un autre point de la courbe C. La droite passant par les points
m et m + dm tend vers la tangente D a C' au point m lorsque dm tend vers 0 (figure
ci-dessous). Tout vecteur v non nul colinéaire & la droite D est un vecteur tangent o C
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au point m.

[[5m, | < [|5m,|[ < [[5m,|

Soit (I, r) un paramétrage de C. Pour ¢ € I, on prend m = r(t) et m+dm =r(t + h).
Le vecteur

/ 1
r'(t) = lim ﬁ(r(t +h) —x(t))

h—0

est donc tangent & C'. On lui associe le vecteur unitaire tangent

T(t) =r'(t)/ ' @)]] -

Le vecteur T(t) est dirigé dans le sens de 'orientation induite par le paramétrage (I, r).

REMARQUE 4.3. La courbe C' admet au point r(t) deux vecteurs unitaires tangents :
T(t) dans le sens de lorientation induite par le paramétrage et —T(t) dans le sens
contraire (figure ci-dessous).

T
-T

EXEMPLE 4.4 (Droite). r(t) = ro+tv : r'(t) = v, T(t) = v/||v| est constant. Ses
composantes sont les cosinus directeurs de la droite.

EXEMPLE 4.5 (Cercle). r(d) = ro + R { 0989} cr'(0) = R{ _Cglsnee ]7 T@) =
—sinf
cosf |’

EXEMPLE 4.6 (Graphe). r(z) = l fxx) ] r'(z) = { f’(lac) },T(t) = o { f’(lac)
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1.1.5. Vecteur normal principal. On part de la propriété suivante.

PROPOSITION 4.1. Soit t — w(t) une application d’un intervalle I C R a valeurs dans
R? dérivable. Si |w(t)|| est constant, alors w(t)-w'(t) =0, Vt € I.

DEMONSTRATION. On écrit simplement 3 (||w(t) ||2), L@ (t) +y*(t)) = 0. Or

3 (@20 +9°(1) = 2(®)2'(t) +y(O)y (t) = w(t) - w'(t). O O

DEFINITION 4.4. Soit (I,r) un paramétrage d’une courbe C'. Il résulte de la proposition
précédente que si T'(t) # 0, le vecteur

N(t) = T@®)/ || T @)

est un vecteur unitaire normal & la courbe C au point r(t). On lappelle le vecteur normal
principal o la courbe C' au point r(t).

Cette définition est justifiée par la proposition suivante.

PROPOSITION 4.2. Lorsqu’il existe, le vecteur normal principal N(t) ne dépend pas du
paramétrage.

DEMONSTRATION. Soit un autre paramétrage donné par 7 = «(t). On a T(t) = eT(7)
avec € = o/(t)/ |a/(t)| = £1. On a 0, T(t) = €0, T(1)d/(t) et donc

N(t) =a7T(t)/ |0 T(t)| = €0, T(r)o/ Zf)H/ €0, T (7)e(¢)]]

= e(@(t)/ 1/ (O)))0,T(7)/ |0, T(7)|| = N(7).
0

REMARQUE 4.4. On peut démontrer que le vecteur N(t) est dirigé vers la concavité
(c’est-a-dire vers le demi-plan limité par la tangente ou se trouve la courbe, voir figure
ci-dessous).

1.2. Notion de longueur d’une courbe.
1.2.1. Définition. Soit un arc de courbe simple fermé C' paramétré par ([a,b],r). De
facon intuitive, si on considére une ligne polygonale formée de cordes de C' comme 'indique
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la figure suivante

avec donc : tg :=a, t,, := b,

(zo,y0) = r(to), (T1,91) =r(t1),. .-, (@, %) = v(ts), - s (T, Ym) = (tm),

la longueur ¢ de ’arc de courbe C' sera approchée par la longueur de la ligne polygonale

m—1
(~ Z r(tiz1) —r(t)|
=0

sl max;—o,. m—1 ||r(tir1) — r(t;)| est suffisamment petit. Notons At; := t;11 —t;, la bicon-
tinuité de la fonction r montre que max;—g__m—1 ||t(tit1) —r(t;)|| — 0 si et seulement
si A := max;—o,__m—1 At; — 0. La proposition suivante permet alors de définir de facon
rigoureuse la longueur de ’arc de courbe C.

PROPOSITION 4.3. On a

hmZn o) —rel = [ W)l a

DEMONSTRATION. On applique la formule de Taylor aux deux composantes de r(t)
2

At

At?
y(ti1) = y(ti) + Aty (t:) + Ty”(ti +mlAt), 0<mn <1
En notant par
879 | ' (ti+mAt)
et en utilisant 'inégalité triangulaire sur la valeur absolue et sur la norme euclidienne, on
peut écrire

m—1 m—1 m—1

D lle(ti) —x(t)ll = > At ()]l] < Z [e(tiv) —v(t:) — At (8:)]| = Y AL gl
=0 =0 =0
Notons M, := maxa<i<p |2 (t)], My := maxo<ies |y ()] On a ||| < (, /M T M22) /2 et

donc
m—1 2 2 m—l 2 2
> af g < YL RRAY Al = NELERL TN
=0

Y
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Il en résulte que
m—1 m—1
lim !hwﬂ)—NMH—EZAEWWM4=0
i=0

A—0 |4
=0

On obtient la proposition en remarquant que 37" At; ||t/ (t;)|| est une somme de Riemann
pour l'intégrale fab |lt'(¢)|| dt et que donc

m—1 b
| e
i 32 24 6] / @)l d.
]

DEFINITION 4.5. La longueur d’un arc de courbe simple fermé ([a,b],r) est donnée
par

(= / v (8)]] dt.

Souvent en physique, on exprime la définition précédente a I'aide de I’élément de
longueur de la courbe

de = ||r'(t)|| dt.
EXEMPLE 4.7 (Segment de droite). On a en utilisant la formule
t=(b—a)vl-
C’est bien str la valeur que l'on trouve directement par
[r(b) —r(a)]| = (b—a) vl

EXEMPLE 4.8 (Cercle). Comme |r'(0)] = Rvsin?6 + cos20 = R, on retrouve la
longueur du cercle par

2
62/ RdO =27R.
0

EXEMPLE 4.9 (Graphe). Si f est définie sur le segment [a,b], on a

Ez/ V14 (f'(x))*dx.

1.3. Abscisse curviligne. C’est souvent le meilleur paramétre pour décrire une
courbe et ses propriétés. Pour fixer une abscisse curviligne, on procéde comme suit.

(1) On choisit un point arbitraire sur la courbe my qui sera 'origine des abscisses.

2) A partir de l'origine des abscisses, on choisit une direction le long de la courbe
g g
qui sera la direction positive pour les abscisses, ’autre direction étant la direction
négative.

(3) Si m est un point de la courbe, la valeur absolue |s| de son abscisse curviligne s,
sera la longueur de I’arc de courbe d’extrémités mg et m. Le signe de s sera positif
si le sens mom est dans la direction positive et négatif sinon (figure ci-dessous).
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S\

sens positif

sens négatif

s=-4

Soit (I,r) un paramétrage de C' dans le sens de l'orientation choisie pour compter
positivement les abscisses curvilignes. On note my = r(ty) et m = r(t). Par définition
méme, on a

s = alt) = / (o) do-

Comme o'(t) = |[|r/(t)|| > 0, « réalise un changement de variable a@ : I — J. Le
paramétrage (J, m) avec m = r o o' est un paramétrage par l'ascisse curviligne s. Pour
ce paramétrage, on exprime directement le vecteur tangent unitaire T(s) a la courbe C
orienté vers les abscisses curvilignes croissantes.

PROPOSITION 4.4. Soit (J, m) un paramétrage de la courbe C' par une abscisse curvi-
ligne s. Alors,

m/(s) = T(s).

DEMONSTRATION. On a en appliquant la régle de la chaine
r'(t) = o (t)m’(s) = [|'(t) ]| m'(s)
d’ou la formule en simplifiant par ||r/(¢)]|. O
1.4. Notion de courbure.

DEFINITION 4.6. La courbure d’une courbe C' au point m est définie a l’aide d’une
abscisse curviligne s par

k(m) = | T(s)l[, m = mfs).

Comme 0,T(s) = €9,T(0), avec € = +1, pour toute autre abscisse curviligne o, la
courbure ne dépent pas de I’abscisse curviligne particuliére qui sert a la définir. On peut
noter aussi plus en relation avec le paramétrage «(s), k(t), etc...

I1 résulte de la proposition 4.2 que si k(s) # 0, le vecteur normal principal est défini
et est donné par la relation

T'(s) = K(s)N(s).

La formule précédente n’est pas commode en pratique pour le calcul de la courbure
car elle nécessite de recourir & une abscisse curviligne. La proposition suivante fournit un
moyen d’exprimer la courbure a I’aide d’un paramétrage quelconque.
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PROPOSITION 4.5. Soit (I,r) un paramétrage quelconque d’une courbe C. La courbure
est donnée par la formule suivante®

[7/(t) x 7'(#)]

(L1 T T

DEMONSTRATION. Soit s une abscisse curviligne avec la méme orientation que celle
relative au parametre ¢. On a donc T(s) = T(t). En dérivant cette relation par rapport a
t, on obtient

T'(s) [Ir'(8)[| = T'(t)
ou encore en passant aux normes
(1.2) k() ()] = 1T ()]
On dérive alors par rapport a t la relation
r'(t) = [Ir'(t)[| T(t)
pour obtenir
(1) = [l ()] T() + ' ()| T'(2)-
En exprimant T(¢) a 1’aide du vecteur normal principal, il vient
(1) = [l ()]"T(#) + ' ()] | T' ()| N ()
ou encore en utilisant la formule (1.2)
2
(1) = [l ()] T() + v’ ()] s(E)N(2).

Les relations r'(t) x T(t) = 0 et |r'(t) x N(¢)| = ||r/(t)|| permettent alors d’établir la
formule (1.1). O

EXEMPLE 4.10 (Droite). r”(t) = 0 donne (t) =0 par (1.1).
EXEMPLE 4.11 (Cercle). v"(0) = R[—cosf, —sin6]' donne x(6) = 1/R.

EXEMPLE 4.12 (Graphe). On suppose que f(0) = f'(0) = 0 et que la fonction f est
convexe au voisinage de 0 (c’est-a-dire f’(0) >0). On a

" o 0
0= | iy |
La formule (1.1) donne £(0) = f"(0).

On peut vérifier que, parmi tous les cercles passant par r(t), ayant comme tangente
T(t) et dont le centre est vers la concavité de la courbe C' paramétrée par (I,r), c’est
le cercle de rayon R(t) = 1/k(t) qui approche la courbe C' a 'ordre 2 au point r(¢). On
I'appelle cercle osculateur de la courbe C' au point r(t). Son centre est le centre de
courbure et son rayon le rayon de courbure de C' au au point r(t).

ZPour a et b deux vecteurs de R2, a x b est le déterminant de la matrice ayant pour colonnes les
vecteurs a et b. Si a et b sont othogonaux et unitaires, le déterminant d’une matrice orthogonale donne
a x b =1 si b s’obtient par une rotation de a de 7/2 dans le sens trigonométrique et —1 sinon. Il s’ensuit
que a x b =||a]| ||b|| sinf ou & est 'angle orienté formé par les vecteurs a et b.
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2. Courbes en dimension 3

2.1. Propriétés analogues a celles des courbes planes. Une courbe C' de R? est
définie de fagon analogue & des courbes planes par des paramétrages (I, r) avec maintenant

EXEMPLE 4.13 (Hélice circulaire). Elle est donnée par le paramétrage

Rcost
r(t) = | Rsint
at

En tout point r(¢), la courbe C' admet deux vecteurs unitaires tangents : T(¢) dans le
sens de Porientation induite par le paramétrage et —T'(¢) dans le sens contraire.

Les vecteurs normaux & C' au point r(t) forment un plan (orthogonal a la courbe au
point r(t)). Cependant, de méme que pour le cas plan, un seul de ces vecteurs est le
vecteur normal principal. il est défini par N(t) = T'(¢)/ ||T'(¢)||. Le plan osculateur
est alors le plan engendré par les vecteurs T(t) et N(¢).

La courbure k(s) est encore définie a I’aide d’une abscisse curviligne par la relation
T'(s) = k(s)N(s). Elle peut étre évaluée dans un paramétrage quelconque ¢ par I'adap-
tation de la formule (1.1)

_ (@) xx"(@)l
I ()]°

ol maintenant r'(¢) x r”(t) est le produit vectoriel des vecteurs r'(t) et r”(t).

K(t)

2.2. Torsion des courbes gauches.

DEFINITION 4.7. On suppose que le vecteur normal principal est défini. On peut définir
alors la binormale par

B(s) = T(s) x N(s).
Le repére direct {T(s),N(s),B(s)} est appelé triédre de Frenet.

On considére maintenant la relation T(s) - B(s) = 0. Par dérivation par rapport a
I’abscisse curviligne s, on obtient

T'(s) - B(s) + T(s) - B(s) = 0.
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Comme T'(s) = k(s)N(s), on a
B'(s) - T(s) = —x(s)N(s) - B(s) = 0.

Comme ||B(s)|| = 1, on a aussi B/(s) - B(s) = 0. Il en résulte que B'(s) est colinéaire a
N(s)
B'(s) = —w(s)N(s).

Le scalaire w(s) mesure la variation de B(s), c’est-a-dire la tendance de la courbe C a
s’écarter d'une courbe plane. (Pour une courbe plane, w(s) = 0). Il est appelé la torsion
de la courbe.

On dérive maintenant la relation N(s) = B(s) x T(s)

N'(s) = B'(s) x T(s) + B(s) x T'(s)

pour obtenir les relations de Frenet suivantes qui sont trés importantes en physique (par
exemple dans les modeéles de poutre)

T'(s) = w(s)N(s),
N'(s) = —r(s)T(s) + w(s)B(s),
B'(s) = —w(s)N(s).

3. Surfaces

3.1. Type de surfaces considérées. Bien plus que pour les courbes, la description
précise des surfaces, méme avec un degré de restriction assez fort, demanderait de longs
développements. Nous laisserons un caractére intuitif & cette description en disant que
ce sont les surfaces qui s’obtiennent d’une facon analogue aux quasi-partitions du plan
par partition sans recouvrement & ’aide de surfaces paramétrées. Nous supposerons aussi
que la jonction de ces surfaces paramétrées formant une surface donnée se fait le long de
courbes simples.

Des exemples de telles surfaces sont obtenues en prenant des sphéres, des tores, des
cubes, des prismes, des tétraédres et plus généralement des polyédres pour lesquels les
arétes peuvent étre des courbes et les faces des surfaces courbes, etc.

Beaucoup de surfaces, cependant, sont données directement par une équation, dite
cartésienne, vérifiée par les coordonnées d’un point (z,y, z) qui y appartient. Nous verrons
comment en fait ce type de surface rentre dans la description précédente.

3.2. Surfaces paramétrées.

DEFINITION 4.8. Une surface paramétrée S correspond a la donnée d’un couple formé
d’un domaine D du plan et d’une application

r:D—R?
(u,v) = r(u,v) = (r1(u,v),r2(u,v), r3(u, v))

vérifiant

(1) r est indéfiniment dérivable sur D (i.e. les fonctions (u,v) — r1(u,v), (u,v) —
ro(u,v), et (u,v) — r3(u,v) admettent des dérivées partielles & n’importe quel
ordre,

(2) Uimage de D parr est S (i.e. S =r(D)),
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(3) les vecteurs O,r(u,v) = 1! (u,v) et dyr(u,v) = r’(u,v)* sont linéairement indé-
pendants.

Souvent, il sera bien plus parlant de noter les composantes du point r(u,v) par

r(u,v) = (x(u,v),y(u, v), 2(u, v)).

EXEMPLE 4.14 (Plan (représentation paramétrique)). Un plan peut étre défini par
la donnée d’un point (xo,%o,20) appartenant au plan et de deux vecteurs e; et ey non
colinéaires donnant les coefficients directeurs de deux droites paralléles au plan. Pour
cette raison, souvent, les vecteurs e et ey sont appelés les vecteurs directeurs du plan.
Un point de coordonnées (x,y,z) appartiendra au plan si et seulement si (x,y,z) est

tel que (x,y,2) — (x, Yo, 20) est combinaison linéaire des vecteurs e, et ey : (z,y,z) =
(w0, Yo, 20) + ue;y + vey, avec (u,v) € R% Si on note par

€11 €12
€ = | €1 [, €= | €2
€31 €32

les composantes respectives de e, et ey, on paramétrise le plan a l'aide de deux paramétres
u, v € R par

x(u,v) = xg + uep; +vern, yY(u,v) = yo + ueay + vess, z(u,v) = 2o + ues; + vess.
!/ /!
On alorsr), = ey et r) = ey.

EXEMPLE 4.15 (Sphére). On paramétrise la sphére de centre O et de rayon R a laide
des coordonnées sphériquesr = R, 0 <0 <7, 0 < ¢ < 27 par

z(0,9) = Rsinfcosp, y(0,¢9) = Rsinfsinp, z(0,¢) = Rcosd.

On a
cos f cos p —sinfsing
rp=R | cosfsing |, r,=R| sinfcosyp
—sin6 0
avec

l|rpll = \/R2 (cos? 6 (cos® ¢ + sin® ) +sin* ) = R

Hr:oH = \/R2 sin? @ (cos? ¢ + sin ) = Rsin 6

car 0 < 6 < m. Comme ry - r,, = 0, les vecteurs ry et ri, sont bien linéairement indépen-
dants.

EXEMPLE 4.16 (Graphe). Le graphe d’une fonction f indéfiniment dérivable de D
dans R :

{(z,y,2) €R?; 2= f(2,y), (z,y) € D}
est une surface paramétrée a 'aide de deux paramétres réels (x,y) € D par

Tl(xvy) =7, r2($7y) =Y T3(m’y> = f(l‘,y)-

30n notera qu'on distingue ici dans la notation entre un point de S qu’on désigne par ses trois
coordonnées r(u,v) = (r1(u,v),r2(u,v),r3(u,v)) et le vecteur r} (u,v) qui est décrit par un vecteur
Our1(u,v)
colonne & trois lignes donnant ses composantes r/,(u,v) = | 9yr2(u,v) |. Pour ne pas compliquer
Ours(u,v)
I’exposé, nous laisserons implicite et intuitive les cas ot on identifie les points de R? & des vecteurs
colonne. Cette indentification a déja été évoquée dans les chapitres précédents ol nous avons précisé
qu’elle était due a 'identification d’un espace affine avec son espace sous-jacent.
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On a
1 0
r, = 0 , r;: 1
O f(,y) Oy f(z,y)

Clairement, r’, et r; sont linéairement indépendants.
3.3. Plan tangent, normale et orientation.

DEFINITION 4.9. Le plan tangent & une surface paramétrée S au point r(u,v) =
(r1(u, v), m2(u,v),r3(u,v)) est le plan passant par r(u,v) et ayant comme vecteurs direc-
teurs r) (u,v) et rl(u,v).

Ce plan est donc lui méme paramétré par

z(s,t) = ri(u,v) + s0yur1(u,v) + t0yr1(u, v)
y(s,t) = ra(u,v) + s0,ra(u, v) + t0yra(u,v)
2(s,t) = r3(u,v) + sO,r3(u, v) + t0yrs(u,v)

La vérification du fait que le plan tangent ne dépend pas du paramétrage ne présente
aucune difficulté. Elle est laissée a titre d’exercice. Nous verrons dans la suite une fagon
plus habituelle de décrire le plan tangent a ’aide de son équation cartésienne.

Un vecteur normal au plan tangent est par définition un vecteur normal & la surface
S au point r(u,v). On définit ainsi une normale unitaire n(u,v) a la surface S au point

r(u,v) par

n(u,v) =1, (u, v) X 1, (u,0)/|[r,(u,v) X T, (u, V)]

La figure suivante donne une représentation de la construction du plan tangent et de
la normale & une surface.

Plan tangent

Plan tangent et normale unitaire & une surface

La propriété ||r,(u,v) X v} (u,v)|| # 0 est la traduction du fait que r! (u, v) et r} (u,v)
sont linéairement indépendants.

En tout point d’'une surface existe donc deux normales unitaires : n et —n. On
fixe une orientation de la surface en choisissant un champ de vecteurs formé en tout
point par une normale unitaire & la surface qui est continu. L’orientation d’une surface
permet ainsi de distinguer les deux faces de la surface. Il existe des surfaces, surfaces
de Mobius, sur lesquelles on ne peut pas fixer une orientation (elles sont dites alors non
orientables).Elles sortent, cependant, du cadre des surfaces simples auquelles nous nous
sommes limités au début de cette section. Pour une surface paramétrée, le paramétrage
induit une détermination continue de la normale unitaire et, donc, une orientation. Il
est ainsi compatible avec l'orientation si le choix de la normale qu’il détermine coincide
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avec celle fixée par l'orientation de la surface et de sens contraire sinon. Pour une surface
fermée I' entourant un domaine €2 de I’espace, une orientation naturelle est fixée par le
choix de la normale unitaire n a I" orientée vers 'extérieur de 2.

3.4. Surfaces définies par une équation cartésienne.

3.4.1. Cas du plan. A partir de la description par une équation linéaire-affine d’un
plan de R3, nous déduisons la définition et les propriétés de base des surfaces décrites
par une équation cartésienne, c’est & dire des coordonnées cartésiennes de ’espace. La
définition est basée sur la propriété suivante.

PROPOSITION 4.6. Soient a, b, c, trois nombres réels non tous nuls, c’est a dire tels
que

(3.1) a2+ +c2#0
et d donné aussi dans R. L’ensemble des points (z,y, z) € R3 vérifiant
(3.2) F(z,y,2) ==ax+by+cz—d=0

définit un plan P.
DEMONSTRATION. Fixons (o, ¥o, 20) € P. On a donc (x,y, z) € P si et seulement si
a(z — xo) + b(y — yo) + c(z — 2) = 0.

La relation précédente exprime en fait que (z,y,z) € P si et seulement si le vecteur
x — Xg a
Yy — Yo | est orthogonal au vecteur | b |.La condition (3.1) et un résultat élementaire
2z — 2 c

de géométrie montrent alors la proposition.

L’équation (3.2) est appelée ’équation cartésienne du plan.

COROLLAIRE 4.1. Soit un plan donné par sa représentation paramétrique
r(u,v) =ro + ue; + vey
ot donc les composantes de r(u,v) sont données par
z(u,v) = xo + uey; +vewn, Y(u,v) =y + ueay + vexr, 2(u,v) = 2o + ues; + vess.

Son équation cartésienne est donnée par

T — Ty O, Oy
det Y—"%Y% auy avy = 0.
z2—2z9 Ouz Oyz

DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que (z,vy, z) appartient au plan si et seule-
ment si

T — To OuT Oy
r(u,v) —ro:= | Yy—% |, e = | 0y |, e :=| 0y
Z— 20 Oy Opz

ne sont pas linéairement indépendants ; ce que exprime exactement la condition sur le
déterminant. O

REMARQUE 4.5. En développant le déterminant par rapport a la 1°¢ colonne, on re-
trouve bien une équation de la forme (3.2).
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Pour étendre cette définition & des surfaces plus générales, on remarque que la condi-
tion (3.1) peut étre écrite de fagon équivalente

a
grad F(xz,y,z) = | b | #0.

c

Si on suppose que 0, F(z,y, z) = ¢ # 0, (sinon, il suffit de changer le nom des variables),
on peut voir qu’en fait le plan qui était défini par I’équation cartésienne (3.2) peut étre
défini de facon paramétrique comme le graphe fonctionnel

z = h(z,y) := (d — ax — by)/c.

Le théoréme des fonctions implicites permet de généraliser cette propriété a des surfaces
beaucoup plus générales avec, cependant, les restrictions suivantes :

(1) La fonction h est seulement implicite, ¢’est & dire que son existence est assurée
seulement de facon théorique et, dans la quasi totalité des cas, son expression
n’est pas connue.

(2) L’écriture comme graphe fonctionnel n’est pas globale mais seulement autour
d’un point (xo, Yo, 20)-

3.4.2. Surfaces données par une équation cartésienne. Soit F' indéfiniment dérivable
sur un domaine U de R? & valeurs dans R vérifiant

grad F'(x,y, z) # 0 pour F(z,y,z) = 0.
On considére alors 'ensemble S, supposé non vide, des points (z,y, z) de U qui vérifient
(3.3) F(z,y,2z) = 0.
On a alors la proposition suivante.

PROPOSITION 4.7. Autour de tout point (zo,yo, 20), l’ensemble S est une surface pa-
ramétrée.

DEMONSTRATION. On a
F(xo,10,20) = 0 et grad F(xo, yo, 20) # 0.

Quitte a changer le nom des variables, on peut supposer que 0, F(x¢, Yo, z0) 7# 0. Le théo-
réme des fonctions implicites permet d’affirmer qu’autour de (xg, yo, 20), on a 0, F (z,y, z) #
0 et il existe une fonction h définie autour de (z,y) a valeur dans R tel que F(x,y,z) =0
si et seulement si

z = h(z,y).

Autour de (zo,yo, 20), S est ainsi un graphe fonctionnel. Elle est donc bien une surface
paramétrée. [

Le lemme suivant traduit la propriété bien connue en électrostatique : le champ élec-
trique est normal aux surfaces équipotentielles.

LEMME 4.1. Soit S une surface donnée par ’équation cartésienne (3.3) ; alors, grad F(x,y, 2)
pour (z,y,z) € S est normal & S.

DEMONSTRATION. D’apreés ce qui précede, on sait qu’autour de (zo, o, 20) € S, on a
(3.4) F(z,y,h(z,y)) =0
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En dérivant cette relation respectivement en x puis en y, il vient
(3.5) { 0 F (2, y, h(z,y)) + Oph(z,y) 0 F (z,y, Az, y)) = 0,
OyF(z,y, h(z,y)) + Oyh(z,y)0.F (x,y, h(z,y)) = 0.

Comme les vecteurs tangents a la surface donnée par le graphe fonctionnel z = h(x,y)
s’obtiennent par

1 0
I‘;(x,y) = 0 ) r;(l’,y) = 1 )
amh(xv y) 8yh(x, y)

on a directement
gra,dF(:L",y, h(l’,y)) I'Im(.’l,',y) =0 et gradF(w,y, h(.’L‘,y)) I';(x,y) = 0.
Ceci démontre le lemme. O

On déduit de ce lemme I’équation cartésienne du plan tangent & une surface donnée
elle-méme par une équation cartésienne.

PROPOSITION 4.8. L’équation d’un plan tangent au point (xq,yo, 20) & une surface S,
donnée par l’équation cartésienne (3.3) est donnée par

0:F (20, Y0, 20)(z — o) + Oy F (0, Yo, 20) (¥ — Yo) + O F (x0, Yo, 20) (2 — 20) = 0.

T — X9
DEMONSTRATION. La relation exprime que le vecteur | y — 1y | est orthogonal a la
zZ — 20

normale au plan tangent. Le point (z,y, z) y appartient donc car (zg, Yo, z0) est lui-méme
un point de celui-ci. O]



CHAPITRE 5

Eléments d’analyse vectorielle

1. Intégrales curvilignes

Les intégrales curvilignes sont des intégrales dont le domaine d’intégration est une
courbe. Les intégrales curvilignes seront d’abord définies pour des courbes du plan et
ensuite généralisées aux courbes de I'espace.

1.1. Définition. On définit d’abord l'intégrale d’une fonction f sur une courbe (ou
un arc de courbe) simple. L’intégrale sur une courbe, définie par “chainage” d’arcs de
courbe simples, est obtenue en sommant toutes les intégrales sur chaque arc.

DEFINITION 5.1. Sotent un arc de courbe simple fermé C et f une fonction définie
sur C. L’intégrale curviligne de f sur C' est définie par lintégrale (lorsqu’elle existe)

(1.1) /C f(v)dC = / F((s), y(s)) ds

ot ([a,b] ,m) est un paramétrage a l’aide d’une abscisse curviligne s de C'. On notera que
a < b. En particulier, si f est la fonction constante = 1, l'intégrale curviligne (1.1) donne
simplement la longueur de la courbe qui est ici égale a b — a.

La proposition suivante montre que la définition est consistante.

PROPOSITION 5.1. Lintégrale curviligne (1.1) ne dépend pas de ’abscisse curviligne
qui sert a la définir.

DEMONSTRATION. Soit 0, ¢ < ¢ < d, une autre abscisse curviligne. Comme r'(0)d/(s) =
m'(s) et v'(0) = T(0), on a m’'(s) = £T'(0) et donc |&/(s)| = 1. Il en résulte que

oc=a(s)=es+vy, e==1
Ayant par définition du paramétrage
(u(o),v(0)) = (ulals)), v(als))) = (z(s), y(s)),
il vient
| o oends = [ plats).us) ds
sachant que (¢ = a(a),d = a(b)) sie =1 et (¢ = a(b),d = ala)) sie = —1. O

Il est plus commode d’exprimer cette intégrale en utilisant un paramétrage quelconque.
Ceci est donné par la proposition suivante.

PROPOSITION 5.2. Soit ([a,b],r) un paramétrage d’un arc simple fermé C'. L’intégrale
curviligne de f sur C' est donnée par

(12) | rwdc = [ .y V@Tor+ wora

55
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DEMONSTRATION. Soit s une abscisse curviligne compatible avec 'orientation induite
par le paramétrage

m(s) = (u(s), v(s)) = (2(t), y(t))
avec ¢ < s = a(t) < d et donc o/(t) = /(2/(t))? + (y/'(t))%. Le changement de variable
donné par la fonction « établit directement la proposition. 0]

EXEMPLE 5.1. Pour f définie par f(z,y) = x et C la courbe {y = 2%, 0 < z < 1}, on

/de’z/lx\/HTx?da:: [1—12 (1+4m2)3/2] :1_12(5\/5—1)
c 0

1.2. Circulation d’un champ de vecteurs. Les intégrales curvilignes sont utilisées
en physique surtout pour calculer le travail d’'un champ de forces. Ce probléme s’énonce
de la facon suivante. Soit

1
0

(¢,y) = F(z,y) = [ ﬁi{z; }

un champ de vecteurs défini au voisinage d’une courbe C'. (Ce champ de vecteurs repré-
sente le champ de forces.) La circulation de F le long de C, pour une orientation fixée
sur C, est définie par 'intégrale curviligne

/Co F(z,y) - dm = /CF(x,y) T(z,y)dC

ou T est le vecteur unitaire tangent & C fixé par I'orientation de la courbe C'; la notation
C indique que l'intégrale est définie sur une courbe orientée, le contexte ou une notation
explicite précisent le sens de 'orientation.

REMARQUE 5.1. La propriété immédiate suivante est souvent trés utile
(1.3) / F(z,y) -dm = —/ F(x,y) - dm
Co Co
ot Cyy indique 'orientation contraire de celle qui a été fixée sur C par Cy. U

La proposition suivante permet de calculer commodément cette intégrale a partir d'un
paramétrage quelconque de C.

PROPOSITION 5.3. Soit ([a,b],r) un paramétrage de C. Alors,

/ Flz,y) - dm— / " Fla().y(0)) - (1) dt
Co a

avec € = +1 si le paramétrage est compatible avec l'orientation et € = —1 sinon.

DEMONSTRATION. La formule (1.3) permet de se ramener au cas ou le paramétrage
est compatible avec l'orientation. Comme T(t) = r'(¢)/ ||r’(¢)||, on obtient directement la
proposition & partir de la formule (1.2). O

EXEMPLE 5.2. Calculons le travail de la pesanteur, opposé de la variation de l’énergie
potentielle, lorsqu’une particule de masse m parcourt une courbe du plan d’un point A =
(xa,y4) au point B = (zp,yp). Cette courbe est paramétrée par (I,r) de fagon compatible
compatible avec le sens de parcours de la courbe, c’est-a-dire avec r(a) = A et r(b) = B =
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(xB,ys). On note par g Uaccélération de la pesanteur. La force exercée par la pesanteur

est donnée par
0
Fea)=| o |-

1l vient donc
/C F(z,y) - dm = / (—mg)y/(t) dt = (~mg) (y(b) — y(a) = mg(ya — ).

Pour ce cas particulier, 'intégrale curviligne ne dépend pas de la courbe choisie pour
joindre le point A au point B. Le type de champ pour lequel cette propriété a lieu est dit
conservatif. Nous donnons maintenant une condition suffisante assurant qu’un champ
est conservatif. Cela nous permettra d’introduire le premier des trois opérateurs différen-
tiels usuels en physique.

Soit u une fonction continument dérivable! sur un domaine D C R2. On rapelle que
le gradient de u sur D est le champ de vecteurs grad v défini par

dpu(z, y) }
d = .
grad u(z,y) {@,U(x,y)
On a alors.

PROPOSITION 5.4. Le champ grad u est conservatif.

DEMONSTRATION. Reprenons les notations de I’exemple ci-dessus. Il vient

b
/C erad u(z, y) - dm — / (Duu(a(t), y(D)e (£) + Dyula(t), y(£)y/(£)} dt.
&) a
Considérons la fonction composée définie de [a,b] dans R par

p(t) = ulz(t), y(t)).

Le théoréeme de dérivation des fonctions composées donne

(1) = Ouula(t), y(£))2'(t) + Dyu(z(t), y(£)y'(t).

Il s’ensuit que

/C grad u(z,y) - dm = / @' (t) dt = p(b) — p(a) = u(rp,yp) — u(ra,ya).

L’intégrale curviligne ne dépend que de la variation de la fonction u entre le point A et
le point B. Ceci établit la proposition. O

1.3. Notion de différentielle. Nous ne donnerons pas la définition rigoureuse de
la notion de différentielle. Cela nécessiterait I'introduction de certains développements
d’algebre linéaire qui dépassent le cadre de ce cours. Nous lui laisserons un caractére
intuitif assez proche de la définition rigoureuse.

On commence par les fonctions d’une variable y = f(x). Si on note par dz la différen-
tielle de la variable = et par dy celle de la variable y, la différentielle de la variable y est
donnée a l’aide de celle de la variable x par

dy = f'(z)dzx.

IRappelons que cela peut étre défini en demandant que u admet des dérivées partielles continues sur
D.
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Cette relation exprime que pour tout accroissement Ax de la variable z, ’accroissement
Ay de la variable y se calcule & partir de Ax par

Ay = f'(x)Az 4+ Az e(z, Ax)

ou ¢(z, Ax) est une quantité dépendant de = et de Az telle que lima, 0 e(x, Az) = 0. On
peut éviter de considérer la variable y et définir directement la différentielle de la fonction
[ par

df = f'(x)dx.

Considérons maintenant une fonction de deux variables z = f(z,y). La formule

{ Az = f(z + Az, y + Ay) — f(z,y),
Az =0, f(z,y)Az + 0, f(z,y)Ay + [|(Az, Ay)| e(z, y, Az, Ay),

avec limaq,ay)—0 €(2, ¥, Az, Ay) = 0, suggere de définir
4z = 0, (@, y)da + 0, (2, y)dy.

La aussi, on peut se passer de la variable z et définir directement
df = 0xf(z,y)dz + 9, f (z,y)dy.

Soit maintenant une fonction ¢ — (z(¢),y(t)) d’une variable réelle ¢ a valeurs dans R?
et (z,y) — f(x,y) une fonction de deux variables réelles a valeurs dans R de sorte qu’on
puisse les composer et définir ¢ — g(t) := f(z(t),y(t)). La différentielle de la fonction g
s’obtient par la regle de la chaine

dg = g'(t)dt = (O f(2(t), y(t))='(t) + 0, f (x(t), y(t))y'(£))dt
et se retrouve directement & I’aide de la différentielle df = 0, f(z, y)dx + 0, f(x,y)dy de f
en faisant dépendre les variables = et y de la variable t.
Plus généralement, on définit une forme différentielle sur un domaine D C R? par la
donnée de deux fonctions (z,y) — f(z,y) et (z,y) — g(z,y), définies sur D, par

f(z,y) dz + g(z,y) dy.

La différentielle d’une fonction & deux variables est une forme différentielle particu-
liére qui, modulo l'identification des composantes f(z,y) et g(x,y) aux composantes d'un
champ de vecteurs F(x,y) du plan par

ro =[S0 |

est une autre facon de décrire le gradient de cette fonction.
En utilisant précisément cette identification, on définit I'intégrale d’une forme diffé-
rentielle f(z,y) dz + g(z,y) dy sur Parc de courbe orienté C par

£z, y)dz + glz, y)dy = /C F(z,y) - dm.

Co

On déduit alors de la proposition 5.3, la proposition suivante.

PROPOSITION 5.5. Soit un paramétrage ([a,b],r) de la courbe orientée C, compatible
avec l'orientation. Alors,

f(z,y)dr + g(z,y)dy = / (f(2(t),y())z!(t) + g(z(t),y(t))y!(t)) dt.

Co
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DEMONSTRATION. Comme F(z(t), y(t)) - r'(t) = f(x(t),y(t))2'(t) + g(z(t), y(2))y (¢),
la proposition 5.3 donne le résultat. [

. . : =N
Pour une courbe C, formée d’'un “chainage” d’arcs de courbes simples {C;}'_ ", le

choix d’une orientation sur C' induit une orientation sur chaque C;. On définit alors

N
/ F(z,y) - dm = Z/ F(z,y) - dm,
Co i=1 Y Cig

N
/CO fz,y)dz + g(z,y)dy = E; /% f(z,y)dz + g(z,y)dy.

EXEMPLE 5.3. Calcul de
/ r*ydr + x dy
c

O
sur le contour donné par la figure ci-dessous orientée dans le sens trigonométrique.
Y
B= (1,2
3 02
0] él A= (1,0 T

On calcule Uintégrale séparément sur Cy, Cy et C3 et on somme le résultat :
(1) Intégrale sur C,.
Paramétrisation :

[0,1]9:5%“)’]

Intégrale :

J

car y(x) = y/(z) = 0.
(2) Intégrale sur Cs.
Paramétrisation :

1 1
x2ydm+xdy:/x2-0dx—|—/x-0dm:0
0 0

1o

[O,Z]By»ﬂ{;}

Intégrale :

2 2
/ m2ydx—|—acdy:/ 12-y-0dy+/1-1dy:2.
Cs 0 0

O
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(3) Intégrale sur Cs.

Paramétrisation :
g =1 0 =0 x(t)=1—t
0,1|5t+—(1—1t t =
Intégrale :
1 1 3
/ x2yda:+xdy:/ (1—t)2-2(1—t)-(—1)dt+/ (1—t)-(-2)dy = —=.
Cs 0 0 2
o
L’intégrale sur C, est donnée alors par
3 1
/ *ydr+zdy=0+2+(—2)==.
C 2 2

O

1.4. Courbes dans I’espace. Toutes les notions précédentes s’étendent directement
aux courbes de R3.
L’intégrale curviligne d'une fonction f sur une courbe de R? est définie par

[ = [ )05, s

ol s est une abscisse curviligne sur la courbe C' et peut étre évaluée en utilisant un
paramétrage quelconque ([c, d],r) par

/Cf(v) dv:/ Flu(t), v(t), w(t)) Vu?(t) + v2(t) + w?(t) dt.

La circulation d’un champ de vecteurs F le long d’un arc orienté est donnée par

(1.4) /C F()dm = /C F(v) - T(v) dC

ou, la encore, T(v) est le vecteur tangent unitaire a C' fixé par P'orientation C,,.
Dans le cas ou F est un gradient

dpu(z,y, 2)
F(z,y,2) = gradu(z,y, z) == | dyu(z,y,2)
O.u(x,y, 2)

le champ F est conservatif. Si C, est un arc simple fermé, orienté de son extrémité A vers
son extrémité B, on a

/ gradu(z,y, 2) - dm — u(ws, ys, 25) — a4, ya, 7).
Co

La circulation (1.4) permet aussi de définir I'intégrale de la forme différentielle, définie
maintenant sur un domaine D C R3 par

/ F(@,y,2) dz + g(z,y, 2) dy + bz, y, =) dz —
CO

/ (f (z(t), y(2), 2(2))2" (t) + g(x(t), (1), 2(2))y' () + h(x(t), y(1), 2(t)) 2 (1)) dt.
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2. Formules de Green

La formule de Green permet de ramener, dans certaines conditions, une intégrale
double & une intégrale curviligne sur la courbe qui délimite le domaine d’intégration.

2.1. Théoréme de Green-Riemann. Un domaine borné du plan, simplement connexe
du plan, sera pour nous un domaine borné D du plan dont la frontiére I' est une courbe
simple, fermée, formée d’un chainage d’'un nombre fini d’arcs de courbe simples.

On munit I' d’'une orientation de sorte que lorsqu’on la parcourt dans le sens de cette
orientation, on voit le domaine D & gauche et son extérieur a droite.

On a alors le théoréme suivant, dit de Green-Riemann, qui donne une premiére forme
de la formule de Green.

THEOREME 5.1. Soient f et g deux fonctions de classe C* au voisinage de D. Alors,

(2.1) /D (Ong — 0,f) dedy = [ f(z,y)dz+ gl ) dy.

IS

DEMONSTRATION. Nous ferons la démonstration dans le cas d’'un domaine D compris
entre deux graphes

D :={(z,y) € R ¢(z) <y <t(z), a <z <b}.

On a d’abord

b (@)

[ onasay = | { /. <—ayf<x,y>>dy}d:c
b

On vérifie directement que

/ (e 0@) - fe @)} de= [ flzy)de

NG

On écrit ensuite

b e
/ Opg dzdy = / / drg(z,y)) dy ¢ du.
D a o(x)

Le théoréeme de dérivation sous le signe somme permet alors d’exprimer 'intégrale inté-
rieure par

P(x) ¥(x)
o [ gew)dy = / 0, )) dy + g, V(@)W () — gz, ()¢ ().

o(x) »(z)
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b ¥(@)
/ Opg dzdy = / 78 / 9(z,y)) dy ¢ do+
D a (z)

/ oz, 0(2))' (z) de — / oz, b)) (z) de

Il vient ainsi

On vérifie alors directement que

/(%gd:cdy:/ 9(z,y) dy.
D I'y
O

2.2. Formule de la divergence. Sous la forme donnée par le théoréeme précédent,
la formule de Green n’apparait pas clairement comme une généralisation de la formule
d’intégration par partie des intégrales simples. Nous allons dans ce paragraphe en donner
une forme équivalente qui fera mieux ressortir cet aspect. Cette forme, dite formule ou
théoreme de la divergence, est souvent utilisée en physique pour décrire des propriétés de
conservation : conservation de la masse, de la charge, de la quantité de mouvement, etc.

L’énoncé de cette formule utilise le second des trois opérateurs différentiels usuels en
physique : I’opérateur de la divergence. C’est un opérateur, qui de fagon symétrique
au gradient, transforme un champ de vecteurs

o= 2

1)2(.%', y)

défini de classe C! sur un domaine D du plan en une fonction définie sur D par

div V($, y) = aﬂ&vl (1.7 y) + 8y1}2 (1.7 y)

La fonction div v est appellée la divergence de v.

THEOREME 5.2. Désignons par n la normale unitaire a la frontiere I' du domaine D,
orientée vers l'extérieur de D, comme 'indique la figure 1. Siv est un champ de vecteurs
de classe C' au voisinage de D, on a

(2.2) / div v dzdy = /V -ndl
D

r

DEMONSTRATION. La formule de Green-Riemann (2.1) donne

/ divv dzdy = / (Opv1 + Oyv2) dzdy = / (—vg dz + vy dy).
D D NS

L’intégrale de la forme différentielle du second membre peut étre écrite aussi sous la forme

de la circulation du champ w = { _UU2 } le long de I" pour la méme orientation. En notant
1
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T
Fi1G. 1. Normale unitaire extérieure

par T le vecteur tangent unitaire a I', orientation dans le sens de cette orientation, on a

ainsi
/divvdxdy:/w-ndf.
D r

11 suffit alors de remarquer que T s’obtient par une rotation de 7/2 de n dans le sens
direct pour pouvoir exprimer les composantes T et To de T a partir de celles de n

Tl = —MNg, T2 =ni.
On a donc w - T = (—vy)(—ng) + vyn; = v - n. Ceci démontre le théoréme. O

On déduit de ce théoréme la formule d’intégration par partie. Supposons que

1]
La formule (2.2) donne

/divvda:dy:/&;fdxdy:/fnldf
D D r

11 s’ensuit, sachant que 0, (uv) = ud,v + vOu

/U@wudmdy: —/ u@wvdmdy—k/uvnl dr'.
D D r

On a de méme bien sir

/vayudmdy: —/ uayvdmdy+/uvn2 dr.
D D r

EXERCISE 5.1. L’opérateur différentiel suivant

Au := div grad u = 2u + O} u,

appelé laplacien (scalaire) de la fonction u est a la base de multiples modéles mathéma-
tiques de la physique. Utiliser les formules d’intégration par partie précédentes pour obtenir
les formules de Green suivantes qui sont essentielles dans de nombreuses études relatives
a cet opérateur :

— Demi-formule de Green pour le laplacien.

JpvAudzdy + [, gradu - gradv dzdy = [ vOpudl
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ol Opqu est la dérivée de v le long de la normale n donnée par

Onu := grad u - n = n10,u + n20yu.

— Formule de Green pour le laplacien.

[ (v Au—uAv) dedy = [, (vOpu — udpv) dT

3. Intégrales de surfaces

3.1. Intégrale sur une surface paramétrée. Sur une surface paramétrée S, 1'é1é-
ment d’aire est défini par

dS = ||r),(u,v) X v, (u,v)| dudv.

L’intégrale d’une fonction f définie sur S est ainsi définie par

/Sf(v) dsS = /Df(x(u,v),y(u,v),z(u,v)) IIr! (u,v) X vl (u,v)| dudv.

La vérification que I'intégrale ne dépend pas du paramétrage est une conséquence de
la formule de changement de variable dans une intégrale double. Elle est laissée a titre
d’exercice.

EXEMPLE 5.4 (Aire de la sphére de rayon R). On la détermine en suivant les étapes
sutvantes.

— Paramétrage. On utilise le paramétrage donné plus haut par les coordonnées sphé-

Tiques
cos f cos —sinfsin sin? f cos ¢
ry(0, ) x r,(0,9) = R | cosfsing | x R | sinfcosp | =R?| sin’fsine
—sinf 0 cosfsin 6

— Elément d’aire.
|x6(0, ) x (0, p)|| = R?sind

car 0 < 0 < .
— Aire de S.

2w ™ ™
R2/ / sin @ dfdyp = 27‘(’R2/ sinf df = 4w R%.
o Jo 0
3.2. Théoréme de la divergence. On a alors la généralisation du théoréeme de
la divergence (formule d’Ostrogradski) dont la démonstration, admise, est dans ses
grandes lignes analogue au cas bidimensionnel.

THEOREME 5.3. Soit u un champ de vecteurs de classe C* au voisinage d’un domaine
Q borné de l’espace. On note par T la frontiére de £ qu’on suppose étre du type des surfaces
simples considérées dans ce cours. On note aussi par n le champ de vecteurs formé par la
normale unitaire a I orientée vers l'extérieur de 2. On a alors

/div udzrdydz = /’u, ndl.
Q r

On a noté par divu = 0,u; + Oyug + 0,us la divergence du champ de vecteurs u.
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/u-ndF
r

est appelé le flux du champ de vecteurs u a travers la surface I'.
Les formules de Green relatives au laplacien, donné pour un domaine et un champ du
plan, se transposent directement pour le cas tridimensionnel.

L’intégrale

3.3. Formule de Stokes. La formule de Stokes est la généralisation du théoréme de
Green aux surfaces. On a besoin pour I’énoncer d’introduire le troisieme opérateur usuel
en physique : le rotationnel. Le rotationnel d’'un champ de vecteurs u défini sur un
domaine de I'espace R? est défini en coordonnées cartésiennes par

f(m,y,z) ayh_ azg
u= | g(x,y,2) |, rotu= | 0,f —0.h
h({ll, Y, Z) aa:g - ayf

On pourra retenir la formule donnant les composantes du rotationnel en coordonnées
cartésiennes en utilisant la régle formelle suivante faisant usage du vecteur symbolique

“nabla” V

8 Oy f
V=|0,|, rotu=Vxu=1|09, [ x| g
0. 0. h

On notera aussi, comme cela est utilisé souvent dans les ouvrages, simplement par
V X u le rotationnel du vecteur u. On a une notation analogue pour le gradient et la
divergence

Ouf Os f
V=10, |, V-u=|0, | -| g | =0f+09+0,h.
0. f 0. h

Soit une surface ouverte S limitée par une courbe simple C. Le choix d’une normale
unitaire sur S permet d’orienter la surface S, c¢’est-a-dire de distinguer une face “supérieu-
re” et une face “inférieure” en assimilant la normale & un vecteur dirigé vers le “haut”.
Cette orientation induit une orientation pour sa frontiére C' qui est celle obtenue en par-
courant la courbe sur la face supérieure de la surface de sorte que la surface soit vue a
gauche. La figure suivante indique la correspondance entre les deux orientations. Il est
clair que, de la méme fagon, une orientation de la courbe C' induit une orientation de la
surface, c’est-a-dire un choix pour la normale & S.

—_

Orientations respectives d’une surface et de son bord
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Le théoreme de Stokes énonce que le flux du rotationnel d’'un champ de vecteurs a
travers une surface ouverte S est égal a la circulation de ce champ le long de la courbe C'
qui la délimite, I'orientation étant fixée soit par celle de S soit par celle de C.

THEOREME 5.4. Avec les notations précédentes, si un champ u est de classe C' au
voisinage de S, alors on a la formule de Stokes

/rotu~ndS: u-dm
s Co

La démonstration nécessite quelques développements. Elle sera admise dans ce cours.
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