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Exercice 1.

1. Soit f: R™ — R une fonction continue. Montrer que pour tout b € R:
A; = {x e R, f(x) < b} est fermé et As = {x € R", f(x) < b} est ouvert.

2. En déduire la nature des ensembles suivants:

C ={(z,y) eR? |22 —sin(y) <4}, D ={(z,y) € R?|2® —4de¥ > 4},
E={(z,y,2) R’ |1 <2® —4z+3y < 3}.

Dans les cas appropriés, on vérifiera également s’il s’agit d’'un compact.

Exercice 2.
On définit I'application f : R? — R par

(@) :{ WD G (a,y) # (0,0),
. 0.0

1. Montrer que f est de classe C> sur R?\ {(0,0)}.
2. Montrer que f est continue sur R2.

3. Calculer les dérivées partielles de f et en déduire que f est de classe C! sur R2.

4. Calculer a‘fgy (xz,y), aajgm(ac, y) pour (z,y) € R?\ {(0,0)} et en déduire que f n’est pas de classe

C? sur R2.
Exercice 3.

1. Soit f: R? — R? définie par f(r,0) = (rcos@,rsinf). Montrer que f est de classe C! sur R? et
déterminer la matrice jacobienne de f ainsi que son jacobien.

2. Mémes questions pour I’application ¢ : R® — R3 définie par

g(r,0,¢) = (rsinf cos ¢, rsinfsin ¢, r cos 6).

Exercice 4.
Soit f : R? — R définie par

[ ayln(z? +y?) si(z,y) # (0,0),
f(:”’y)_{ ! 0 ’ Si(x,z):((),()).

1. Montrer que f est une fonction continue sur R2.



2. Montrer que f est une fonction différentiable sur R? puis que f est de classe C! sur R?.
3. Ecrire équation du plan tangent & C ¢ au point (1,1).
Exercice 5.
On cherche les fonctions f : R? — R de classe C! telles que:
Opf(x,y) + 220, f(x,y) =0, pour tout (z,y) € R2. (1)
Soit ¢ : R? — R? I'application définie par ¢(u,v) = (u,v + u?).
1. Montrer que ¢ est de classe C'.

2. Montrer que ¢ est une bijection et déterminer son inverse ¢~ 1.

w

. Posons g = f o ¢. Montrer que f est solution de ’équation (1) si et seulement si

Oug(u,v) =0, Y(u,v) € R

4. En déduire que f est une solution de classe C' de I’équation (1) si et seulement si il existe une
fonction h : R — R de classe C! telle que f(z,y) = h(y — 22) pour tout (x,y) € R2.

Exercice 6.
Soit U = {(z,y) € R? | 2 — y? > 0}. On cherche les applications f de classe C? telles que
0%f  O*f 1

ey po— V(z,y) € U. (2)

1. U est-il ouvert 7 fermé ? compact ?

2. Etant donné f dans C?(R? R), on définit g dans C%(R?,R) par g(z+y,z —y) = f(z,y). Calculer

f _ f on fonction des dérivé tielles d
Bl — 87142 €n ronction des derivees partielles de g

3. En déduire les solutions de I’équation (2).

Exercice 7.
Soit f une fonction définie sur un ensemble ouvert 2 C RY. On dit que f admet un minimum (resp.
maximum) local au point a € Q §'il existe r > 0 tel que

f(z) > f(a) (resp. f(z) < f(a)), Vx € By(a)={ze€Q:|lx—all <r}.

1. On suppose que f est de classe C' sur . Montrer que si a € € est un point d’extremum
local (minimum ou maximum), alors a est un point critique de f, c’est-a-dire qu’il vérifie les

conditions:
Op; f(a) =0,Vi=1,...,N.

2. On suppose que f est de classe C? sur . Montrer que si Hf(a), la matrice hessienne de f
au point critique a, est définie positive (resp. définie négative), alors ce point critique a est un
minimum (resp. maximum) local de f.

3. On considere la fonction f définie sur R? par f(z,y) = 2? + zy + y* — 3z — 69.

(a) Déterminer ses points d’extremum local (ainsi que leur nature).
(b) Ecrire le développement de Taylor-Young au voisinage de ces points.

(c) Montrer que —9 est la valeur minimale de f sur R?.



