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Chapitre 1

Modèles de transmission de gènes

1.1 Loi de Hardy-Weinberg
En 1908, un mathématicien anglais, G.H. Hardy, et un médecin allemand W.

Weinberg ont formulé une loi, connue sous le nom de loi de Hardy-Weinberg, qui a
permis de démonter l’un des premiers arguments anti-Darwin à savoir que dans le
modèle darwinien l’hétérogénéité de la population a tendance à disparaître. Nous
allons voir qu’il n’en est rien : en l’absence d’influences extérieures, la théorie de
Mendel assure (sous certaines hypothèses fortement réductrices) la préservation de
la variabilité des génotypes.

1.1.1 La loi
Hypothèse 1.1.1. On s’intéresse aux fréquences alléliques pour un gène pouvant
s’exprimer sous la forme de deux allèles A et B dans une population hermaphrodite1

diploïde2 idéale. Nous dirons qu’une population est idéale lorsque
1. Les générations sont séparées.
2. La population est de taille infinie.
3. Les individus s’y unissent aléatoirement, impliquant l’union aléatoire des ga-

mètes. Il n’y a donc pas de choix du conjoint en fonction de son génotype. On
dit alors que la population est panmictique.

4. Il n’y a pas de migration. Aucune copie allélique n’est apportée de l’extérieur.
5. Il n’y a pas de mutation.
6. Il n’y a pas de sélection.

Proposition 1.1.2 (Loi de Hardy-Weinberg.). Dans une population diploïde idéale,
les fréquences alléliques d’un gène s’exprimant sous la forme de deux allèles A et B
sont constantes au fil des générations. Plus précisément, si p ∈ [0, 1] est la proportion

1Hermaphrodite : chaque individu peut être mâle ou femelle.
2Diploïde : qui possède un double assortiment de chromosomes semblables.
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8 CHAPITRE 1. MODÈLES DE TRANSMISSION DE GÈNES

d’allèles A dans la population initiale, (la proportion de l’allèle B étant 1− p) alors
c’est encore encore le cas à chaque génération suivante.

De plus, si r, s, t sont les proportions respectives des génotypes AA, AB et
BB dans la population initiale (avec r + s + t = 1) alors les fréquences respectives
pour toutes les générations suivantes sont égales à (r+ s/2)2, 2(r+ s/2)(t+ s/2) et
(t+ s/2)2.

Démonstration. Un individu AA est issu
– à coup sûr d’un couple AA et AA qui a une probabilité r2 de se former,
– avec probabilité 1/2 d’un couple AA et AB qui a une probabilité 2rs de se

former,
– avec probabilité 1/4 d’un couple AB et AB qui a une probabilité s2 de se

former.
La fréquence du génotype AA à la génération 1 est donc donnée par

r2 + rs+
s2

4
=
(
r +

s

2

)2

.

Par symétrie, la fréquence du génotype BB est (t+ s/2)2. La dernière est obte-
nue par différence. En réappliquant ces formules on voit que les proportions sont
constantes dès la première génération. La fréquence de l’allèle A dans la population
initiale est 2r + s. À la génération suivante, elle vaut

2
(
r +

s

2

)2

+ 2
(
r +

s

2

)(
t+

s

2

)
= 2r + s.

Elle est donc bien constante au cours du temps.

Remarque 1.1.3. Cette loi est généralisable à un locus3 avec plusieurs allèles A1,
A2,. . . , Ak.
Conséquences

1. Les relations de dominance entre allèles n’ont aucun effet sur l’évolution des
fréquences alléliques.

2. La ségrégation mendélienne aléatoire des chromosomes préserve la variabilité
génétique des populations.

3. L’évolution étant définie par un changement des fréquences alléliques, une
population diploïde idéale n’évolue pas.

4. Seules les violations des propriétés de la population idéale permettent le pro-
cessus évolutif.

Validité de la loi de Hardy-Weinberg.
Bien que les propriétés d’une population idéale apparaissent un peu surréalistes,

la plupart des populations présentent des fréquences génotypiques en équilibre de
Hardy-Weinberg pour une grande majorité des locus. Ceci est dû au fait que cet

3Locus : localisation précise d’un gène particulier sur un chromosome.
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1.1. LOI DE HARDY-WEINBERG 9

équilibre résulte avant tout de la ségrégation aléatoire des chromosomes qui a lieu à
chaque génération.

Dans les populations naturelles, les fréquences alléliques varient constamment
d’une génération à l’autre sous l’influence de divers facteurs (sélection, dérive gé-
nétique, etc...). Mais l’équilibre de Hardy-Weinberg est rétabli au début de chaque
génération.

L’équilibre est avant tout perturbé si les gamètes ne sont pas produites aléatoi-
rement (meiotic drive), ou si il y a choix du conjoint (consanguinité). Notez que la
sélection naturelle n’affecte pas l’équilibre de Hardy-Weinberg parmi les nouveau-
nés. Son effet ne devient perceptible que par la suite, au cours du développement.

1.1.2 Un peu de statistique
Nous dirons que la population considérée est en équilibre de Hardy-Weinberg

de paramètre p ∈]0, 1[ si les trois génotypes AA, AB et BB sont présents avec les
fréquences

p1 = p2, p2 = 2p(1− p) et p3 = (1− p)2. (1.1)

On effectue un tirage (avec remise) d’un échantillon de taille n dans cette population
et on note (N1, N2, N3) les effectifs observés des trois génotypes.

Lors d’une expérience menée sur une population de 100 individus, on a mesuré
les données suivantes :

n = 100, N1 = 13, N2 = 49, N3 = 38.

Adéquation à la loi de Hardy-Weinberg

La première question que l’on peut se poser est la suivante : est-il raisonnable de
dire que la population observée est en équilibre Hardy-Weinberg pour un paramètre
p donné ? Pour répondre à cette question de manière statistique, on peut mettre en
place un test du χ2 pour tester l’hypothèse

H0 : « la population est en équilibre de Hardy-Weinberg de paramètre p »,

contre l’hypothèse

H1 : « la population n’est pas en équilibre de Hardy-Weinberg de paramètre p ».

Estimation du paramètre

On suppose à présent que la population considérée est en équilibre de Hardy-
Weinberg de paramètre p inconnu et l’on souhaite à estimer « du mieux possible »
ce paramètre p. Le cadre est le suivant : on dispose d’une réalisation (N1, N2, N3)
de loi multinomiale Pp de paramètres n et νp = (p2, 2p(2− p), (1− p)2) sur {1, 2, 3}

27 mars 2007 – 23:45 – pdfLATEX. Page 9.



10 CHAPITRE 1. MODÈLES DE TRANSMISSION DE GÈNES

(les nombres 1, 2 et 3 représentant les génotypes respectifs AA, AB et BB) avec
p ∈]0, 1[ inconnu4.

On peut penser à estimer p par l’estimateur du maximum de vraisemblance. Il
s’avère que c’est un excellent choix car dans ce cas particulier, il s’agit aussi de l’esti-
mateur sans biais de variance minimale. Écrivons la vraisemblance de l’échantillon,
i.e. la densité de la v.a. (N1, N2, N3) par rapport à la mesure de comptage sur N3 :

L(p,X) =
n!

N1!N2!N3!
pN1

1 pN2
2 pN3

3 =
n!2N2

N1!N2!N3!
p2N1+N2(1− p)N2+2N3 .

Un estimateur du maximum de vraisemblance est une statistique p̂MV telle que
L(p̂MV , N1, N2, N3) est maximum (on pourra choisir de maximiser la fonction de
log-vraisemblance p 7→ logL(p,N1, N2, N3)).
Proposition 1.1.4. L’estimateur du maximum de vraisemblance (il est ici unique)
s’écrit

p̂MV =
2N1 +N2

2n
.

On peut se demander en quoi ce nouvel estimateur est bon, voire optimal. Pour
cela, on a recours à la notion d’exhaustivité.
Définition 1.1.5. On dira qu’une statistique T à valeurs dans R (i.e. une variable
aléatoire de la forme T = φ(N1, N2, N3)) est exhaustive pour p si la vraisemblance
se factorise de la façon suivante :

L(p,N1, N2, N3) = h(N1, N2, N3)g(p, T ), (1.2)

où g (resp. h) est une application de ]0, 1[×R (resp. N3) dans R+.
On dit de plus que la statistique T est exhaustive complète pour p si pour toute

fonction mesurable bornée f ,

∀p ∈]0, 1[, Ep(f(T )) = 0 =⇒ ∀p ∈]0, 1[, f = 0 Pp p.s.

Proposition 1.1.6. La statistique T = 2N1 +N2 est exhaustive complète pour p.
Remarque 1.1.7. La factorisation (1.2) assure que la loi de (N1, N2, N3) sachant T ne
dépend pas de p. L’exhaustivité de T pour p assure ainsi que toute « l’information
pour l’estimation de p »contenue dans les observations (N1, N2, N3) est contenue
dans la variable aléatoire T , i.e.. Ainsi, on n’estimera pas mieux p en connaissant
(N1, N2, N3) qu’en connaissant seulement T .

On peut alors montrer le résultat suivant.
Théorème 1.1.8 (Lehmann-Scheffé). Soit ψ un estimateur sans biais de p. Si φ est
une statistique exhaustive complète alors la statistique E(ψ|φ) est (Pp)p∈]0,1[-presque
sûrement l’unique estimateur sans biais de variance minimum.
Corollaire 1.1.9. L’estimateur du maximum de vraisemblance est l’unique estima-
teur sans biais de variance minimum.

4La loi de (N1, N2, N3) est la loi du nombre de boules dans trois urnes 1, 2 et 3 lorsque l’on a
réparti dans ces trois urnes n boules indépendamment selon la loi νp.
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1.2. MODÈLES DE WRIGHT-FISHER 11

Un autre test

Pour finir, on souhaite utiliser l’estimateur du maximum de vraisemblance pour
décider si oui ou non, il est raisonnable de considérer la population observée comme
étant en équilibre de Hardy-Weinberg. Pour cela, on couple l’estimation de p et le
test du χ2. On peut montrer le théorème suivant :
Théorème 1.1.10. Dans le modèle étudié (p1, p2 et p3 s’expriment en fonction de p
d’après (1.1)), si Dn désigne la statistique du χ2 :

Dn(p) =
3∑

i=1

(Ni − npi(p))
2

npi(p)
,

alors,

Dn(p̂MV ) =
3∑

i=1

(Ni − npi(p̂MV ))2

npi(p̂MV )

L−−−→
n→∞

χ2(1).

Remarque 1.1.11. Le nombre de degrés de liberté dans le théorème 1.1.10 est égal
à 3-1-1, c’est-à-dire le nombre de degrés de liberté d’un test du χ2 classique sur trois
classes moins la « dimension » de p.

Ce résultat permet de tester l’hypothèse :

H0 : « la population est en équilibre de Hardy-Weinberg »,

contre l’hypothèse

H1 : « la population n’est pas en équilibre de Hardy-Weinberg ».

1.2 Modèles de Wright-Fisher
Il s’agit du modèle le plus célèbre (et parmi les plus simples) de l’évolution de

la fréquence d’un gène à deux allèles dans une population finie. On suppose que la
population est de taille constante, que les générations ne se recouvrent pas et que
les unions sont indépendantes du caractère étudié.

1.2.1 Le modèle simple
On néglige dans un premier temps les phénomènes de mutation et sélection. On

note 2N la taille de la population et n = 0, 1, 2, . . . les générations successives. Sur
le locus étudié, on peut trouver deux allèles différents notés A et B. La variable
aléatoire Xn compte le nombre d’allèles A à la génération n. La population à la
génération n + 1 est déduite de celle de la génération n par un tirage binomial
avec remise de 2N gènes disposés dans une urne dont la proportion d’allèles A est
Xn/(2N). Plus précisément, sachant que Xn = i, la probabilité que Xn+1 = j est
donnée par

pij := P(Xn+1 = j|Xn = i) = Cj
2Nψ

j
i (1− ψi)

2N−j (1.3)
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12 CHAPITRE 1. MODÈLES DE TRANSMISSION DE GÈNES

pour 0 6 i, j 6 2N avec ψi = i/(2N).
Le processus (Xn)n>0 est une chaîne de Markov homogène d’espace d’états

S = {0, 1, . . . , 2N} et de matrice de transition P = (pij). Les états 0 et 2N sont
absorbants. Lorsque la population ne contient plus qu’un allèle, on dit qu’il est fixé
dans la population. Les questions naturelles qui viennent à l’esprit sont par exemple :
quel allèle sera fixé ? au bout de combien de temps ?

Les états 0 et 2N sont absorbants. Tous les autres mènent à {0, 2N}, ils sont
donc transients. L’espéce d’états étant fini, le temps d’atteinte de {0, 2N} est fini
presque sûrement et même intégrable. La remarque suivante donne une justification
de ce point dans le cas particulier de la chaîne de Wright-Fisher.
Remarque 1.2.1. Sachant que Xn = i /∈ {0, 2N}, la probabilité que Xn+1 ∈ {0, 2N}
est égale à (1 − ψi)

2N + ψ2N
i qui est minimale pour ψi = 1/2 et vaut alors 2−2N+1.

Ainsi, la chaîne atteindra les états absorbants avant qu’un lanceur de pièces ne
fasse pile si la pièce est biaisée de telle sorte que pile sorte avec probabilité 2−2N+1.
Cette borne est extrêmement pessimiste mais elle fournit facilement un contrôle sous
géométrique explicite pour le temps d’atteinte étudié et confirme en particulier que
le temps d’atteinte de {0, 2N} est fini presque sûrement et même intégrable.

En plus d’être une chaîne de Markov, la suite (Xn)n a le bon goût d’être également
une martingale.
Proposition 1.2.2. La suite (Xn)n est une martingale pour sa filtration naturelle
(Fn)n>0.

Démonstration. Puisque les transitions sont des lois binomiales, on a

E(Xn|Fn−1) = E(Xn|Xn−1) = 2N
Xn−1

2N
= Xn−1.

Ainsi, (Xn)n est une martingale et, en particulier, l’espérance de Xn est constante
au cours du temps, égale à E(X0).

Cette propriété de (Xn)n permet de déterminer la probabilité de fixation (et la
probabilité de disparation) de l’allèle A.
Corollaire 1.2.3. La probabilité sachant que X0 = i que X atteigne 2N (avant 0)
est égale à i/(2N).

Démonstration. On applique le théorème de convergence des martingales bornées à
X. Notons T le temps d’atteinte de l’ensemble {0, 2N}. Alors, pour i = 0, 1, . . . , 2N ,{

1 = Pi(T < +∞) = Pi(XT = 0) + Pi(XT = 2N),

i = Ei(X0) = Ei(XT ) = 0× Pi(XT = 0) + 2N × Pi(XT = 2N),

d’où l’on tire Pi(XT = 2N) = i/(2N).

La question suivante est de mesurer la vitesse de disparition de l’un des allèles.
Voici quelques résultats dans cette direction.
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1.2. MODÈLES DE WRIGHT-FISHER 13

Lemme 1.2.4. Pour tout n > 1,

E(Xn(2N −Xn)) =

(
1− 1

2N

)n

E(X0(2N −X0)).

Démonstration. On a

E(Xn(2N −Xn)) = 2NE(Xn)− E(X2
n) = 2NE(Xn−1)− E

(
E(X2

n|Xn−1)
)
.

On écrit alors

E(X2
n|Xn−1) = Var(Xn|Xn−1) + (E(Xn|Xn−1))

2 = Xn−1(1−Xn−1/(2N)) +X2
n−1.

En regroupant les termes, on obtient bien

E(Xn(2N −Xn)) =

(
1− 1

2N

)
E(Xn−1(2N −Xn−1)).

ce qui fournit le résultat.

Posons λ = 1− 1/(2N). L’hétérozygotie est la probabilité que deux gènes choi-
sis aléatoirement (sans remise) dans la population totale à la génération n soient
représentés par des allèles différents. Elle est donnée par

Hn =
2Xn(2N −Xn)

2N(2N − 1)
.

D’après le calcul précédent, l’hétérozygotie moyenne h(n) vérifie

hn := E(Hn) = λnh0.

Remarque 1.2.5. De même, la variance de Xn se calcule par un simple condition-
nement :

V(Xn) = E(V(Xn|Xn−1)) + V(E(Xn|Xn−1)).

On obtient alors, en posant λ = 1− 1/(2N),

V(Xn) = E(X0)(2N − E(X0))(1− λn) + λnV(X0).

Une question naturelle est aussi de mieux comprendre la loi de T le temps de
disparition d’un des deux allèles, par exemple en estimant son espérance. Pour le
modèle de Wright-Fisher cette question est délicate : il n’existe pas de formule
simple pour tout N . En effet, si l’on note mi l’espérance du temps d’absorption de
X sachant que X0 = i, on a m0 = m2N = 0 et, grâce à la propriété de Markov,

mi = 1 +
2N∑
j=0

pijmj.
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14 CHAPITRE 1. MODÈLES DE TRANSMISSION DE GÈNES

Ce système à 2N − 1 inconnues n’est pas facile à résoudre. Il est toutefois possible
de trouver un équivalent de m lorsque la taille de la population tend vers l’infini.
Notons p = i/(2N) la proportion d’allèles A dans la population initiale et supposons
que l’espérance du temps d’absorption de X soit proche d’une fonction de classe C2

notée t(p). On utilise à nouveau la propriété de Markov :

t(p) =
∑
δp

P(p→ p+ δp)(t(p+ δp) + 1)

=
∑
δp

P(p→ p+ δp)

(
t(p) + t′(p)δp+

t′′(p)

2
(δp)2 +O((δp)3) + 1

)
= t(p) + t′(p)E(δp) +

t′′(p)

2
E
[
(δp)2

]
+O(E((δp)3)) + 1,

où δp a la loi de (Y2N−E(Y2N))/(2N) si Y2N suit la loi B(2N, p). D’après le théorème
limite central,

Y2N − E(Y2N)√
2N

L−−−→
n→∞

Y, avec Y ∼ N (0, 1),

et, pour tout k ∈ N,

E

[(
Y2N − E(Y2N)√

2N

)k
]
−−−→
n→∞

E
(
Y k
)
.

En particulier,

E(δp) = 0, E
[
(δp)2

]
=

1

2N
p(1− p) et E

[
(δp)3

]
= O(N−3/2).

Ce calcul heuristique suggère que, si N est grand, t est proche de la solution de
l’équation différentielle ordinaire suivante :

y′′(p) = − 4N

p(1− p)
avec y(0) = y(1) = 0.

On obtient alors

t(p) ∼ y(p) = −4N(p ln p+ (1− p) ln(1− p)).

Nous justifierons cette approximation au chapitre 2 en montrant (en partie) que
la chaîne de Wright-Fisher, convenablement renormalisée en temps et en espace,
ressemble à un processus de diffusion pour lequel nous serons capable de calculer
l’espérance du temps d’absorption.

1.2.2 Prise en compte de la mutation
Supposons en plus des hypothèses du modèle basique précédent que l’allèle A

mute en allèle B avec probabilité u et B en A avec probabilité v. Il convient alors
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1.2. MODÈLES DE WRIGHT-FISHER 15

dans la définition de la chaîne (1.3) de remplacer ψi par

ψi =
i(1− u) + (2N − i)v

2N
.

Le nouveau processus est bien entendu encore une chaîne de Markov mais cette fois-
ci, tous les états sont récurrents et apériodiques (et ce n’est plus une martingale).
La chaîne admet une unique probabilité invariante, notons-la ν = (ν0, ν1, . . . , ν2N)
(identifiée à un vecteur ligne). Elle n’est pas explicitable simplement. On peut tou-
tefois déterminer ses deux premiers moments. Notons m sa moyenne. Alors

m = νξ = νPξ,

où ξ = (0, 1, . . . , 2N)T (identifié à un vecteur colonne) est l’application identité.
Puisque l’on connaît l’espérance de la loi binomiale,

(Pξ)i = 2Nψi = i(1− u) + (2N − i)v.

Donc

νPξ =
2N∑
i=0

ψi{i(1− u) + (2N − i)v} = m(1− u) + v(2N −m).

On en déduit l’expression de l’espérance de ν :

m =
2Nv

u+ v
.

On peut montrer de même que la variance σ2 de ν est de la forme :

σ2 =
4N2uv

(u+ v)2(4Nu+ 4Nv + 1)
+ o(N).

1.2.3 Prise en compte de la sélection
Les différents allèles procurent à l’individu qui en est doté des capacités plus ou

moins grandes dans tous les domaines de son développement et de sa reproduction :
viabilité, potentiel attractif, fertilité etc. C’est la fameuse sélection naturelle. Tentons
de quantifier ceci. Bien que l’adaptation d’un individu à son environnement soit
déterminée par de nombreux facteurs, nous supposerons ici qu’il n’est déterminé que
par le locus qui nous intéresse. Nous supposerons de plus que la sélection ne s’opère
que sur le critère de viabilité. Supposons que les adaptabilités des trois génotypes
AA, AB et BB soient données par 1 + s, 1 + sh et 1. On suppose dans un premier
temps qu’il n’y a pas de mutation. On remplace alors dans (1.3) ψi par par

ηi =
(1 + s)i2 + (1 + sh)i(2N − i)

(1 + s)2i2 + 2(1 + sh)i(2N − i) + (2N − i)2
.
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16 CHAPITRE 1. MODÈLES DE TRANSMISSION DE GÈNES

Si de plus, on prend en compte le phénomène de mutation, on remplace alors ηi par

η∗i = ηi(1− u) + (1− ηi)v.

Peu de résultats quantitatifs peuvent être établis pour ce modèle général. Nous
pourrons néanmoins le faire pour son approximation diffusive. Faisons tout de même
quelques observations.

Absence de mutation

Supposons l’absence de mutation (u = v = 0). Les états 0 et 2N sont absorbants,
les autres sont transients. Supposons de plus que s d’ordre N−1 et h d’ordre 1. Posons
α = 2Ns et notons (πi)i les probabilités de fixation de la chaîne en 2N (avant 0).
La propriété de Markov assure que

πi =
2N∑
j=0

pijπj, avec π0 = 0 et π2N = 1.

Appliquons cette formule à i = 2Nx :

π(x) =
∑

P(x→ x+ δx)π(x+ δx)

=
∑

P(x→ x+ δx)(π(x) + (δx)π′(x) +
1

2
(δx)2π′′(x) +O((δx)3).

Dans le modèle présent,

E((δx)) =
αx(1− x)(x+ h(1− 2x))

2N
+O(N−2),

E((δx)2) =
αx(1− x)

2N
+O(N−2),

E((δx)3) = O
(
N−3/2

)
.

La fonction π semble donc proche de la solution de l’équation différentielle suivante :

2α(x+ h(1− 2x))z′(x) + z′′(x) = 0, avec z(0) = 0 et z(1) = 1,

c’est-à-dire

π(x) ∼ z(x) =

∫ x

0
ψ(u) du∫ 1

0
ψ(u) du

, avec ψ(u) = exp (−αu(2h+ u(1− 2h))).

En particulier, si h = 1/2, c’est-à-dire si l’adaptabilité est proportionnelle au nombre
d’allèles A, ceci revient à

π(x) ∼ z(x) =
1− e−αx

1− e−x
.
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1.3. MODÈLE DE CANNINGS 17

Supposons que N = 105, s = 10−4 et x = 0, 5. Alors α = 20 et π = 0, 999955. En
l’absence de sélection (s = 0), on a bien sûr π(0, 5) = 0, 5. Même le faible avantage
0, 0001 (inobservable en laboratoire ou par des mesures statistiques) est pourtant
suffisamment grand pour avoir un effet déterminant sur la fixation des allèles. Bien
que cet effet soit imperceptible sur une génération, il l’est jusqu’à l’instant de fixation
car le temps de fixation est très grand.

1.3 Modèle de Cannings
On considère une population de gènes de taille fixe 2N qui se reproduit aux

temps entiers. Le processus aléatoire de reproduction est assez général : on impose
seulement que la loi des descendants à la génération t + 1 soit échangeable, c’est-
à-dire invariante par permutation des coordonnées. Plus précisément, si yi est le
nombre de enfants de l’individu i, on impose que y1 + · · ·+ y2N = 2N et que, pour
toute permutation τ ∈ S2N ,

(y1, . . . , y2N)
L
= (yτ(1), . . . , yτ(2N)).

En particulier tous les individus ont la même loi de reproduction. Celle-ci doit avoir
une espérance égale à 1 et sa variance sera notée σ2.

Le modèle de Wright-Fisher est un cas particulier du modèle de Cannings ; il
correspond au cas où la loi de (y1, . . . , y2N) est loi loi multinomiale symétrique.

Il est remarquable que, même pour un modèle aussi général, de nombreuses
quantités puissent être explicitées. En particulier, il est possible de donner une re-
présentation complète du spectre de la matrice de transition de cette chaîne de
Markov.
Théorème 1.3.1 (Cannings (1974)). Les valeurs propres de la matrice de transition
du modèle de Cannings sont données par

λ0 = 1, ∀j = 1, . . . , 2N, λj = E(y1y2 · · · yj).

Démonstration. Notons P la matrice de transition et définissons la matrice Z ∈
M2N+1(R) par

Z =



1 0 0 0 · · · 0
1 1 12 13 · · · 12N

1 2 22 23 · · · 22N

1 3 32 33 · · · 32N

... ... ... ... ... ...
1 2N (2N)2 (2N)3 · · · (2N)2N


La matrice Z est inversible (cf Vandermonde) et

(PZ)ij =
2N∑
k=0

PikZkj =
2N∑
k=0

Pikk
j = E

(
X(t+ 1)j|X(t) = i

)
.
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18 CHAPITRE 1. MODÈLES DE TRANSMISSION DE GÈNES

Pour tous i, il existe (bij)j tels que

E
(
X(t+ 1)j|X(t) = i

)
= E

[
(y1 + . . .+ yi)

j
]

= i[j]E(y1y2 · · · yj) +

j−1∑
k=0

biki
k,

où i[j] = i(i − 1)(i − 2) · · · (i − j + 1). Il existe donc une matrice A de M2N+1(R)
triangulaire supérieure telle que, pour tous i, j,

E
(
X(t+ 1)j|X(t) = i

)
=

j∑
k=0

akji
k = (ZA)ij.

De plus on a ajj = E(y1y2 · · · yj). On a donc écrit PZ = ZA. Les matrices P et A
admettent donc les mêmes spectres.

Remarque 1.3.2. Dans le cas particulier du modèle de Wright-Fisher, on obtient le
résultat explicite suivant :

∀j = 1, . . . , 2N, λj = (2N)(2N − 1) · · · (2N − j + 1)/(2N)j,

Puisque E(y1) = 1, 1 est valeur propre double. C’est logique puisque la chaîne
possède deux classes de récurrence {0} et {2N}. La deuxième plus grande valeur
propre est λ2 = E(y1y2). Puisque

∑
yi est constante égale à 2N , sa variance est

nulle et donc
2NV(y1) + 2N(2N − 1)covar(y1, y2) = 0.

On a donc
covar(y1, y2) = − σ2

2N − 1
et λ2 = 1− σ2

2N − 1
.

De même, on peut remarquer que

V(X(t+ 1)|X(t) = i) =
i(2N − i)σ2

2N − 1
,

et que, si x(t) = X(t)/(2N),

V(x(t+ 1)|x(t)) =
x(t)(1− x(t))σ2

2N − 1
.

1.4 Modèle de Moran
Le modèle de Moran ressemble à celui de Wright-Fisher. Il est un peu moins

célèbre bien que plus simple à étudier. C’est aussi un cas particulier du modèle de
Cannings. Dans le modèle de Moran, la transition se fait de la façon suivante : deux
individus sont sélectionnés (avec remise). Le premier a deux fils, le second aucun.
Les autres individus ont exactement un descendant.
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1.4. MODÈLE DE MORAN 19

Définition 1.4.1. Le processus de Moran (qui compte le nombre d’allèles A dans
une population de N gènes) est la chaîne de Markov de matrice de transition

∀i, j ∈ {0, . . . , N}, pij =


i(N − i)/N2 si |i− j| = 1,

i2/N2 + (N − i)2/N2 si j = i,

0 sinon.

Les états 0 et N sont absorbants et tous les autres états mènent à eux. Notons
A = {0, N} l’ensemble des éléments absorbants et

T = inf {n > 0 : Xt ∈ A}

le temps d’atteinte de A par X. Le vecteur (mi)i des espérances de T pour la chaîne
harmonisée issue de i vérifie les relations suivantes :

m0 = mN = 0, ∀i = 1, . . . , N − 1, mi = 1 +
N∑

j=0

pijmj.

On obtient la formule de récurrence à trois termes suivante : pour i = 1, . . . , N − 1,

mi+1 − 2mi +mi−1 = − N2

i(N − i)
.

On en déduit que

mi = N

(
i∑

j=1

N − i

N − j
+

N−1∑
j=i+1

i

j

)
.

Soit p ∈]0, 1[. Pour tout N > 1, posons iN = [pN ]. On a alors

kiN

N2
=

1

N

iN∑
j=1

N − iN
N − j

+
1

N

N−1∑
j=iN+1

iN
j

=
1− iN/N

N

iN∑
j=1

1

1− j/N
+
iN/N

N

N−1∑
j=iN+1

1

j/N

−−−→
N→∞

(1− p)

∫ p

0

1

1− x
dx+ p

∫ 1

p

1

x
dx = −(1− p) ln(1− p)− p ln p.

Ainsi, dans une population de taille N (avec N grand), le temps moyen d’absorption
partant de i = pN avec p ∈]0, 1[ est de l’ordre de

−N2(p ln p+ (1− p) ln(1− p)).

Remarque 1.4.2. Pour le modèle de Wright-Fisher, l’espérance du temps d’absorp-
tion est de l’ordre de N tandis qu’il est de l’ordre de N2 pour le modèle de Moran.
Cela vient tout simplement du fait que lors d’une transition du modèle de Moran, un
seul allèle est modifié tandis que tous sont concernés à chaque transition du modèle
de Wright-Fisher.
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1.5 Exercices et travaux pratiques

1.6 Pour aller plus loin
1. Technologie. Norris [Nor98] , Bouleau [Bou00], Ycart [Yca02], Brémaud [Bré99],

Ethier-Kurtz [EK86];
2. Modèles. Saint-Flour Tavaré [Tav04], Durret [Dur02], Ewens [Ewe04].
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Chapitre 2

Processus de diffusion

Dans la section précédente nous avons étudié des processus de Markov dont la
dynamique n’a lieu que par des sauts. Nous allons ici adopter le point de vue opposé
en nous intéressant aux processus de Markov possédant des trajectoires continues.
L’idée intuitive attachée au terme « diffusion » est celle d’une dynamique composée
d’un mouvement déterministe de dérive et d’un mouvement aléatoire imprimé via
un mouvement brownien, les trajectoires pouvant ainsi être très irrégulières tout en
restant continues. Ce chapitre estloin d’être exhaustif sur le sujet. On pourra par
exemple consulter [KS91] et [Bas98] pour plus de détails.

2.1 Équations différentielles stochastiques
Soit σ et b deux fonctions régulières (par exemple de classe C2 à dérivées bor-

nées) à valeurs respectivement dans R+ et R. Soit (Bt)t>0 un mouvement brownien
standard sur R et X0 une variable aléatoire réelle indépendante de B. Il existe une
unique solution (Xt)t>0 à l’équation différentielle stochastique suivante :

∀t > 0, Xt = X0 +

∫ t

0

b(Xs) ds+

∫ t

0

σ(Xs) dBs. (2.1)

Le processus (Mt)t>0 défini par

∀t > 0, Mt =

∫ t

0

σ(Xs) dBs

est une martingale et la formule d’Itô assure que, pour toute fonction h de classe C2

sur R,

∀t > 0, h(Xt) = h(X0) +

∫ t

0

Lh(Xs) ds+

∫ t

0

σ(Xs)h
′(Xs) dBs,

où
Lh(x) =

1

2
σ2(x)h′′(x) + b(x)h′(x),

21



22 CHAPITRE 2. PROCESSUS DE DIFFUSION

et le processus Mh = (Mh
t )t>0 défini par

∀t > 0, Mh
t =

∫ t

0

σ(Xs)h
′(Xs) dBs

est une martingale d’intégrale nulle, de carré intégrable avec

E
[(
M f

t

)2
]

=

∫ t

0

(σ(Xs)h
′(Xs))

2
ds.

Remarque 2.1.1. En particulier, si h est solution de Lh = 0 alors (h(Xt))t est une
martingale.

Posons pour h borélienne bornée sur Rd,

Pth(x) = E(h(Xx
t )),

où (Xx
t )t>0 est la solution de l’équation (2.1) vérifiant Xx

0 = x.
Théorème 2.1.2. La famille (Pt)t forme un semi-groupe de Markov de générateur
infinitésimal L, c’est-à-dire que

– Pt(·)(x) est une mesure de probabilité sur R,
– pour tous s, t > 0, Pt+s = Pt ◦ Ps,
– pour tout t > 0 et toute fonction h régulière,

∂tPth = lim
s→0

Pt+sh− Pth

s
= LPth = Pth.

On peut reformuler ceci en écrivant que pour toute fonction régulière h,

Pth = h+

∫ t

0

LPsh ds. (2.2)

Ce résultat est le premier pas pour faire le lien entre le processus (Xt)t et deux
équations aux dérivées partielles. On peut en effet montrer le résultat suivant.
Théorème 2.1.3. Il existe une fonction f : R × R+ × R → R telle que la mesure
Pt(·)(x) admette pour densité par rapport à la mesure de Lebesgue la fonction y 7→
f(t, x, y). De plus, f est solution des équations aux dérivées partielles suivantes :

∂tf(t, x, y) =
1

2
a(x)∂2

xxf(t, x, y) + b(x)∂xf(t, x, y) = Lxf(t, x, y), (2.3)

et

∂tf(t, x, y) =
1

2
∂2

yy(a(y)f(t, x, y))− ∂y(b(y)f(t, x, y)) = L∗yf(t, x, y). (2.4)

De manière plus probabiliste, le théorème 2.1.2 assure en fait que la solution
d’une équation différentielle stochastique est un processus de Markov fort.
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Théorème 2.1.4. Soit X solution de (2.1). Alors, pour tout temps d’arrêt borné S
et toute application F∞-mesurable bornée Y ,

Ex(Y ◦ θS|FS) = EXS(Y ) p.s.

où θs désigne l’opérateur de translation des trajectoires.
Voici quelques idées de la preuve.

Xx
t+h = Xx

t +

∫ t+h

t

b(Xx
s )ds+

∫ t+h

t

σ(Xx
s )dBs

= Xx
t +

∫ h

0

b(Xx
t+s)ds+

∫ h

0

σ(Xx
t+s)dB

t
s

où (Bt
s)s = (Bt+s −Bt)s est un mouvement brownien indépendant de (Bu)06u6t.

Pour tout y considérons Y y la solution de

Y y
h = y +

∫ h

0

b(Y y
s )ds+

∫ h

0

σ(Y y
s )dBt

s.

L’unicité forte de la solution de l’EDS assure que

Y Xx
t

· = Xx
t+· p.s.

D’autre part, par indépendance des accroissements du mouvement brownien, Y y es
indépendant de Ft. On a donc, pour toute fonction f régulière,

E
(
f(Xx

t+h)|Ft

)
= E

(
f
(
Y

Xx
t

h

)
|Ft

)
= E(f(Y y

h ))|y=Xx
t

= E
(
f
(
Y

Xx
t

h

)
|Xx

t

)
= E

(
f(Xx

t+h)|Xx
t

)
.

2.2 Séjour dans un intervalle
Il est possible de décrire parfaitement le comportement d’une diffusion réelle dans

un intervalle donné en fonction des coefficients σ et b. On se donne un intervalle
ouvert I =]a, b[ borné de R.

2.2.1 Deux exemples simples
Soit B un mouvement brownien sur R. Soit x ∈ I. Notons Tx le temps que met B

à sortir de I partant de x. Puisque les trajectoires de B sont continues, BTx ∈ {a, b}.
De plus, B est une martingale donc le théorème d’arrêt assure que

Px(BTx = b) =
x− a

b− a
et Px(BTx = a) =

b− x

b− a
. (2.5)
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24 CHAPITRE 2. PROCESSUS DE DIFFUSION

De même, ((Bt)
2 − t)t est une martingale donc

Ex((Bt∧T )2 − t ∧ T ) = x2.

On fait tendre t vers l’infini et l’on utilise (2.5) pour obtenir

Ex(T ) = (b− x)(x− a).

Remarque 2.2.1. Pour déterminer la loi des lieux de sortie de B, on a utilisé que B
est une martingale.

Considérons à présent X le mouvement brownien avec dérive µ, c’est-à-dire que
Xt = Bt +µt. Ce n’est plus une martingale. Peut-on trouver une fonction S telle que
(S(Xt))t soit une martingale ? La formule d’Itô nous assure que, si S est de classe
C2,

S(Xt) = S(X0) +

∫ t

0

(
1

2
S ′′(Xs) + µS ′(Xs)

)
ds+

∫ t

0

S ′(Xs) dBs

= S(X0) +

∫ t

0

LS(Xs) ds+Mt,

où L est le générateur infinitésimal de X et M est une martingale. Ainsi, S sera une
martingale si S est solution de LS = 0. Cette équation est facile à résoudre :

S(x) = c1 + c2e
−2µx.

Si l’on reproduit le raisonnement conduisant à (2.5), on a

Ex(S(Xt∧Tx)) = S(x),

et, en faisant tendre t vers l’infini,

Px(XT = b) =
e−2µx − e−2µa

e−2µb − e−2µa
et Px(XT = a) =

e−2µb − e−2µx

e−2µb − e−2µa
.

Remarque 2.2.2. La valeur des constantes c1 et c2 n’intervient nullement dans le
résultat final.
Remarque 2.2.3. Lorsque µ tend vers 0, on retrouve le cas brownien : Px(XT = b)
tend vers (x− a)/(x− b).

Qu’en est-il de l’espérance de Tx ? Supposons que l’on dispose d’une fonction M
régulière telle que, pour tout x ∈ I, LM(x) = 1. Alors, la formule d’Itô conduit à

M(Xt) = M(X0) +

∫ t

0

LS(Xs) ds+Mt = M(X0) + t+Mt.

Ceci implique alors

Ex(T ) = Ex(M(XT ))−M(x)

= (M(b)−M(x))Px(XT = b) + (M(a)−M(x))Px(XT = a).
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Pour le mouvement brownien avec dérive, on trouve immédiatement

M(x) = c1 +
x

µ
+ c2e

−2µx =
x

µ
+ S(x),

Après simplification, il vient,

Ex(T ) =

(
b− x

µ

)(
S(x)− S(a)

S(b)− S(a)

)
+

(
a− x

µ

)(
S(x)− S(a)

S(b)− S(a)

)
=

(
b− x

µ

)(
e−2µx − e−2µa

e−2µb − e−2µa

)
+

(
a− x

µ

)(
e−2µb − e−2µx

e−2µb − e−2µa

)
.

Remarque 2.2.4. Lorsque µ tend vers 0, Ex(T ) tend bien vers (b− x)(x− a).

2.2.2 Cas général
Pour une diffusion générique sur I, il est possible de reproduire le raisonnement

ci-dessus.
Définition 2.2.5. On définit la fonction d’échelle (scale function) S du processus
(Xt)t>0 par

S(x) =

∫ x

c

exp

(
−2

∫ y

c

b(z) dz

σ2(z)

)
dy,

où c ∈ I.
La mesure de vitesse (speed measure) m est définie par

m(dx) = 1{x∈I}
2

S ′(x)σ2(x)
dx = 1{x∈I}

2

σ2(x)
exp

(
2

∫ x

c

b(z) dz

σ2(z)

)
dx.

Remarque 2.2.6. Les définitions de S et m dépendent de c mais ce ne sera plus le
cas des formules intéressantes les mettant en jeu.
Remarque 2.2.7. La fonction S ainsi construite est solution de

1

2
σ2(x)S ′′(x) + b(x)S ′(x) = 0, (2.6)

S(c) = 0 et S ′(c) = 1.

En particulier, LS = 0. Cette remarque est primordiale car elle montre que (S(Xt))t>0

est une martingale.
Proposition 2.2.8. Si a < x < b, X0 = x et Ta,b = inf {t > 0, Xt /∈]a, b[} alors

P
(
XTa,b

= a
)

=
S(b)− S(x)

S(b)− S(a)
et P

(
XTa,b

= b
)

=
S(x)− S(a)

S(b)− S(a)
. (2.7)

De plus,

Ex(Ta,b) = −
∫ x

a

(S(x)− S(y))m(dy) +
S(x)− S(a)

S(b)− S(a)

∫ b

a

(S(b)− S(y))m(dy). (2.8)
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Démonstration. Appliquons la formule d’Itô à S(Xt) : grâce à (2.6), on a

S(x) = ES(XTa,b
) = S(a)P

(
XTa,b

= a
)

+ S(b)P
(
XTa,b

= b
)
.

Combinée avec P
(
XTa,b

= a
)

+ P
(
XTa,b

= b
)

= 1, la relation précédente entraîne
(2.7).

Calculons à présent l’esprance du temps d’atteinte. Posons, pour n ∈ N∗,

τn = inf

{
t >;

∫ t

0

σ2(Xs) ds > n

}
.

La fonction

Ma,b(x) = −
∫ x

a

(S(x)− S(y))m(dy) +
S(x)− S(a)

S(b)− S(a)

∫ b

a

(S(b)− S(y))m(dy)

est solution de l’équation

b(x)M ′(x) +
1

2
σ2(x)M ′′(x) = 1 si a < x < b,

M(a) = M(b) = 0.

La formule d’Itô appliquée à Ma,b(Xt) assure que

Ma,b(Xt∧τn∧Ta,b
) = Ma,b(x)− (t ∧ τn ∧ Ta,b) +

∫ t∧τn∧Ta,b

0

M ′
a,b(Xs)σ(Xs)dBs.

En prenant l’espérance et en faisant tendre n→∞, on obtient

E(t ∧ Ta,b) = Ma,b(x)− EMa,b(Xt∧Ta,b
) 6 Ma,b(x) <∞.

Il reste à faire tendre t vers l’infini pour obtenir que E(Ta,b) est fini. Ceci nous permet
de conclure que

lim
t→∞

EMa,b(Xt∧Ta,b
) = EMa,b(XTa,b

) = 0,

puisque Ma,b(a) = Ma,b(b) = 0. Ceci fournit (2.8).

2.2.3 Fonction de Green
Étant donné un intervalle I =]a, b[ et T le temps de sortie de I pour la diffusion

issue de x ∈ I, que peut-on dire du comportement de la diffusion avant T ? Nous
avons déjà vu dans la proposition 2.2.8 que l’on peut exprimer l’espérance T en
fonction de S et m. Plus généralement, soit g une fonction continue sur I. On veut
trouver une représentation de la fonction

∀x ∈ I, w(x) = E
[∫ T

0

g(Xs) ds|X0 = x

]
en termes des fonctions S et m. La première étape est de remarquer que cette
fonction est (la) solution d’une équation différentielle. On la résoudra ensuite.
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Théorème 2.2.9. Soit g une fonction continue sur I. La fonction

∀x ∈ I, w(x) = E
[∫ T

0

g(Xs) ds|X0 = x

]
,

est l’unique solution de l’équation différentielle suivante :

∀x ∈]a, b[, Lw = −g(x), w(a) = w(b) = 0. (2.9)

Démonstration. Supposons que w̃ soit solution de (2.9). Appliquons la formule d’Itô
à w̃(Xt) entre les instants 0 et t ∧ T avec X0 = x : il existe une martingale M telle
que

w̃(Xt∧T ) = w̃(X0) +

∫ t∧T

0

Lw̃(Xs∧T ) ds+Mt∧T = w̃(x)−
∫ t∧T

0

g(Xs) ds+Mt∧T .

On prend l’espérance et l’on fait tendre t vers l’infini. Comme w̃ est nulle au point
XT ∈ {a, b}, on obtient

0 = w̃(x)− E
[∫ T

0

g(Xs) ds|X0 = x

]
.

La réciproque est plus délicate à obtenir. Nous supposerons que w est de classe C2

sur I. Soit x ∈ I et h > 0 un temps petit et τ le temps de sortie de l’intervalle
[x− δ, x+ δ] où δ est choisi de telle sorte que

|x− y| 6 δ ⇒ |g(x)− γ(y)|+ |Lw(x)− Lw(y)| 6 ε.

La propriété de Markov forte assure que

w(x) = Ex

(∫ h∧τ

0

g(Xs) ds+

∫ T

h∧τ

g(Xs) ds

)
= Ex

(∫ h∧τ

0

g(Xs) ds

)
+ Ex(w(Xh∧τ )).

On a donc∣∣∣∣Ex

∫ h∧τ

0

g(Xs) ds− g(x)h

∣∣∣∣ 6 Ex

∫ h∧τ

0

|g(Xs)− g(x)| ds+ g(x)Ex(h− h ∧ τ)

6 εEx(h ∧ τ) + g(x)Ex(h− h ∧ τ)
6 (ε+ g(x)Px(τ < h))h.

D’autre part, la formule d’Itô appliquée à w assure que

Ex(w(Xh∧τ )) = w(x) + Ex

(∫ h∧τ

0

Lw(Xs) ds

)
.

En faisant le même raisonnement que ci-dessus, on obtient finalement que

|w(x)− (g(x)h+ w(x) + Lw(x)h)| 6 (ε+ CPx(τ < h))h.

La fonction w vérifie donc Lw(x) + g(x) = 0 pour tout x ∈ I. Il est de plus évident
par définition que w(a) = w(b) = 0.
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En dimension 1, il possible de résoudre (2.9) ou, plus précisément, d’exprimer w
en fonction de S et m. Soit c ∈]a, b[. L’équation (2.9) s’écrit encore :

d

dx

(
exp

(∫ x

c

2b(z)

σ2(z)
dz

)
w′(x)

)
= −2g(x)

σ2(x)
exp

(∫ x

c

2b(z)

σ2(z)
dz

)
.

Par définition de S et m, l’égalité ci-dessus s’écrit encore :

d

dx

(
1

S ′(x)
w′(x)

)
= −2g(x)m(x).

Il existe α, β ∈ R tel que

w(x) = −2

∫ x

a

S ′(u)

{∫ u

a

g(v)m(v) dv

}
du+ β(S(x)− S(a)) + α.

Puisque w(a) = 0, on a α = 0. En utilisant le théorème de Fubini, on obtient

w(x) = −2

∫ x

a

{∫ x

v

S ′(u)du

}
g(v)m(v) dv + β(S(x)− S(a))

= −2

∫ x

a

{S(x)− S(v)}g(v)m(v) dv + β(S(x)− S(a)).

On déduit de w(b) = 0 la valeur de β :

β =
2

S(b)− S(a)

∫ b

a

(S(b)− S(v))g(v)m(v) dv.

La fonction w est donc déterminée :

w(x) =
2

S(b)− S(a)

{
(S(x)− S(a))

∫ b

a

(S(b)− S(v))g(v)m(v) dv

−(S(b)− S(a))

∫ x

a

(S(x)− S(v))g(v)m(v) dv

}
=

2

S(b)− S(a)

{
(S(x)− S(a))

∫ b

x

(S(b)− S(v))g(v)m(v) dv

+(S(b)− S(x))

∫ x

a

(S(v)− S(a))g(v)m(v) dv

}
,

où l’on a coupé la première intégrale
∫ b

a
=
∫ x

a
+
∫ b

x
et développé les produits.

Théorème 2.2.10. Soit g une fonction continue sur I. Alors

E
[∫ T

0

g(Xs) ds|X0 = x

]
=

∫ b

a

G(x, v)g(v) dv,
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avec, pour tout x ∈]a, b[,

G(x, v) =


2
S(x)− S(a)

S(b)− S(a)
(S(b)− S(v))m(v) si x < v < b,

2
S(b)− S(x)

S(b)− S(a)
(S(v)− S(a))m(v) si a < v < x.

La fonction G est appelée fonction de Green du processus X.
Remarque 2.2.11. Soit a < c < d < b. En approchant 1[c,d] par des fonctions
continues, on obtient que ∫ d

c

G(x, v) dv

est le temps de séjour moyen dans l’intervalle [c, d] de la diffusion X avant son
absorption.

Le théorème 2.2.9 peut être établi pour une diffusion dans un ouvert de Rd.
Théorème 2.2.12. Le problème de Dirichlet sur un ouvert borné D, qui consiste à
trouver u telle que {

Lu(x) + h(x)u(x) + g(x) = 0 si x ∈ D
u(x) = f(x) si x ∈ ∂D,

admet une unique solution qui se représente sous la forme

u(x) = E
[
u(XT )e

R T
0 h(Xs) ds +

∫ T

0

g(Xs)e
R s
0 h(Xr) dr ds

]
.

Éléments de preuve. Indiquons ici pourquoi une solution du problème de Dirichlet
admet la représentation probabiliste ci-dessus (ce qui fournit l’unicité). Soit u une
solution. On applique la formule d’Itô : il existe une martingale M telle que

u(Xt)e
R t
0 h(Xs) ds = u(X0) +

∫ t

0

(Lu(Xs) + u(Xs)h(Xs))e
R s
0 h(Xr),dr ds+Mt

= u(X0)−
∫ t

0

g(Xs)e
R s
0 h(Xr) dr ds+Mt.

On applique ceci au temps t ∧ T ou T est le temps de sortie de D. En prenant
l’espérance sachant que X0 = x et en faisant tendre t vers l’infini, on obtient

u(x) = E
[
u(XT )e

R T
0 h(Xs) ds +

∫ T

0

g(Xs)e
R s
0 h(Xr) dr ds

]
.

La réciproque est bien plus pénible à montrer.
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2.3 Diffusions à coefficients singuliers
On souhaite à présent étudier des processus non plus à valeurs dans R tout entier

mais plutôt sur un intervalle ouvert

I =]l, r[; −∞ 6 l < r 6 +∞.

Selon les coefficients de l’équation différentielle stochastique

dXt = σ(Xt)dBt + b(Xt)dt, (2.10)

le processus restera dans un intervalle donné ou sera absorbé sur son bord. Comme
nous le verrons le mouvement brownien ou le processus d’Ornstein-Uhlenbeck sortent
presque sûrement de tout intervalle strictement inclus dans R. Cela dit, ce n’est pas
le cas de tous les processus. Considérons des E.D.S. de la forme

dXt = dBt +

(
a

Xt

− λXt

)
dt

avec a > 0 et λ > 0, ou encore

dXt =
√

1−X2
t dBt − (n− 1)Xtdt.

Dans le premier cas, le processus est repoussé de 0 par le terme a/x et attiré vers 0
par le terme −λx. Lorsque x est petit le premier terme est bien sûr prépondérant et
le second ne joue aucun rôle tandis que la situation s’inverse lorsque x est grand. La
question est de savoir si le terme répulsif suffit à maintenir le processus dans ]0,+∞[
ou si, partant de x > 0, il est possible d’atteindre 0 en un temps fini. La réponse
que nous allons pouvoir apporter est la suivante : si a > 1 alors, avec probabilité 1,
le processus n’atteindra pas 0 et il l’atteindra à coup sûr dans le cas contraire.

Dans le deuxième exemple, où I =]− 1, 1[, le processus subit une force de rappel
déterministe vers 0. De plus, lorsqu’il s’approche de 1 (ou −1) la partie diffusive à
tendance à disparaître, ce qui permet à la force de rappel de devenir prédominante,
à condition que n soit supérieur ou égal à 2.

2.3.1 Définitions
Pour que la solution de (2.10) reste dans l’intervalle I il semble nécessaire les

coefficients soient singuliers aux bords finis de I. On doit donc définir une notion de
solution pour l’EDS qui prenne en compte à la fois le fait que les coefficients peuvent
être singuliers et que le processus peut ne pas rester dans I. L’idée est de considérer
un processus qui, tant qu’il est dans I, évolue selon la dynamique (2.10), et qui est
arrêté dès qu’il touche le bord de I.
Définition 2.3.1. Une solution faible dans l’intervalle I de (2.10) est un triplet

((X,B), (Ω,F ,P), {Ft}),

tel que
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1. (Ω,F ,P) est un espace probabilisé et {Ft} une filtration standard,
2. X = (Xt,Ft; 0 6 t) est un processus continu, adapté à valeurs dans [l, r] avec
X0 ∈ I p.s. et B = (Bt,Ft; 0 6 t) est un mouvement brownien standard sur
R.

3. pour toutes suites strictement monotones (ln)n∈N∗ et (rn)n∈N∗ telles que l <
ln < rn < r, lim ln = l, lim rn = r, et

pour n > 1, Tn = inf {t > 0, Xt /∈]ln, rn[},

on a, pour tout n > 1,

P
(
∀t > 0, Xt∧Tn = X0 +

∫ t

0

b(Xs)1{s6Tn} ds+

∫ t

0

σ(Xs)1{s6Tn} dBs

)
= 1.

La variable aléatoire

T = inf {t > 0; Xt /∈]l, r[} = lim
n→∞

Tn

est appelé temps de sortie de I. L’hypothèse X0 ∈ I garantie que P(T > 0) = 1.
On supposera dans toute la suite que les coefficients σ : I → R et b : I → R sont

réguliers et vérifient
∀x ∈ I, σ(x) > 0, (ND)

∀x ∈ I, ∃ε > 0 tel que
∫ x+ε

x−ε

1 + |b(y)|
σ2(y)

dy >∞. (LI)

Remarque 2.3.2. Le processus X sort p.s. de tout intervalle compact inclus dans I
en un temps fini et même intégrable.
Proposition 2.3.3. Supposons que (ND) et (LI) sont vérifiées et soit X une solution
faible de (2.10) avec condition initiale déterministe X0 = x ∈ I.

1. Si S(l+) = −∞ et S(r−) = +∞, alors

P(T = ∞) = P
(

sup
t>0

Xt = r

)
= P

(
inf
t>0

Xt = l

)
= 1.

En particulier, le processus n’explose pas et il est récurrent : pour tout y ∈ I,

P(∃t > 0, Xt = y) = 1.

2. Si S(l+) > −∞ et S(r−) = +∞, alors

P
(

lim
t↑T

Xt = l

)
= P

(
sup

06t<T
Xt < r

)
= 1.

3. Si S(l+) = −∞ et S(r−) < +∞, alors

P
(

lim
t↑T

Xt = r

)
= P

(
sup

06t<T
Xt > l

)
= 1.
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4. Si S(l+) > −∞ et S(r−) < +∞, alors

P
(

lim
t↑T

Xt = l

)
= 1− P

(
lim
t↑T

Xt = r

)
=

S(r−)− S(x)

S(r−)− S(l+)
.

Démonstration. D’après (2.7), pour l < a < x < b < r, on a

P
(

inf
06t<T

Xt 6 a

)
> P(XTa,b

= a) =
1− S(x)/S(b)

1− S(a)/S(b)
,

puisque si X a atteint a avant b, il a atteint a avant de sortir de I donc avant T . En
faisant tendre b vers r, on obtient que, pour tout a < x, inf06t<T Xt est inférieur à
a p.s. Il ne reste plus qu’à écrire

P
(

inf
06t<T

Xt = l

)
= P

(
∞⋂

n=1

{
inf

06t<T
Xt 6 l + 1/n

})
= 1.

On raisonne de même pour le supremum de X. Supposons à présent que P(T <
∞) > 0. Alors l’événement{

lim
t→T

Xt existe et est égal à l ou r
}

a une probabilité positive ce qui contredit le fait que les événements{
inf

06t<T
Xt = l

}
et

{
sup

06t<T
Xt = r

}
sont de probabilité 1.

Remarque 2.3.4. Le résultat précédent ne répond que partiellement à la question
de la non-explosion : dans le cas 1. uniquement, on est assuré que T est infini. Par
exemple, la diffusion associée à σ(x) = σ > 0 et b(x) =sgn(x) entre dans le cas 4. et
T est presque sûrement infini.

Le résultat suivant donne un classement complet des points du bord. On pourra
en trouver une preuve dans [GS72].
Définition 2.3.5. On dit que l, extrémité inférieure de I, est

1. naturel (ou répulsif) si, pour tous l < x < b < r, Xx atteint b avant l p.s. ;
2. attractif si, ou bien T[r,b] = ∞ et Xx

t tend vers r quand t tend vers l’infini, ou
bien T[r,b] <∞ et Xx

T[r,b]
= b ;

3. absorbant si, pour tout l < x < r, Xx atteint l en un temps fini avec probabilité
non nulle et y reste presque sûrement.

4. régulier si, pour tout l < x < r, Xx atteint l en un temps fini avec probabilité
non nulle et atteint tout point de I en temps fini presque sûrement.
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Les points réguliers ou attractifs sont dits inaccessibles, les autres accessibles (en
temps fini).
Théorème 2.3.6. On pose, avec les notations de [GS72], pour y ∈ I,

L1(y) = S(y), L2(x) =

∫ x

c

S(y)m(dy) et L3(x) =

∫ x

c

m(dy).

Le point y du bord est :
1. naturel si L1(y) = +∞ ;
2. attractif si L1(y) < +∞ et L2(y) = +∞ ;
3. absorbant si L1(y) < +∞, L2(y) < +∞ et L3(y) = +∞ ;
4. régulier si L1(y) < +∞, L1(y) < +∞ et L3(y) < +∞.

Exercice 2.3.7. Dans quels cas entrent les diffusions suivantes :
1. le mouvement brownien avec dérive Xt = µt+ σWt sur I =]−∞,+∞[ ;
2. le mouvement brownien avec dérive Xt = µt + σWt sur I =]0,+∞[ (discuter

selon le signe de µ) ;
3. le processus d’Ornstein-Uhlenbeck sur R avec σ(x) = 1 et b(x) = −λx ;
4. le processus de Bessel de dimension d sur I =]0,+∞[ avec

σ(x) = 1 et b(x) = (d− 1)/2x.

Discuter selon la valeur de d et justifier ;
5. le carré de Bessel de dimension d sur I =]0,+∞[ avec

σ(x) = 1 et b(x) = (d− 1)/2x− λx,

où λ > 0. Discuter selon la valeur de d et justifier.
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Chapitre 3

Applications à l’étude de chaînes
de Markov

3.1 Convergence d’une chaîne de Markov vers une
diffusion

L’objet de cette section est d’énoncer un théorème permettant très facilement de
démontrer la convergence en loi d’une suite de chaînes de Markov convenablement
renormalisées en temps vers un processus de diffusion dont les coefficients de diffusion
et de dérive sont explicites.

3.1.1 Un peu d’intuition
Le semi-groupe (Pt)t>0 associé au générateur infinitésimal A est la solution de

∀f, ∀t > 0, Ptf = f +

∫ t

0

PsAf ds. (3.1)

Pour tout N > 1, notons KN le noyau de la chaîne Y N et AN = KN − I. Soit t > 0.
Alors

K
[Nt]
N f = f +

[(N−1)t]∑
i=0

Ki
NANf = f +

1

N

[(N−1)t]∑
i=0

Ki
N(NAN)f

= f +

[(N−1)t]∑
i=0

∫ (i+1)/N

i/N

Ki
N(NAN)f ds = f +

∫ t

0

K
[Ns]
N (NAN)f ds,

puisque, si s ∈ [i/N, (i + 1)/N ] alors [Ns] = i. Ainsi, la famille de mesures de
probabilité (K

[Nt]
N )t>0 est-elle solution d’une équation intégrale similaire à (3.1) mais

où NAN joue le rôle de A. On peut donc espérer que si la suite de terme général
NAN converge vers A alors (K

[Nt]
N )t>0 converge vers (Pt)t>0.

35
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Étudions à présent le comportement de NAN . Soit f une fonction régulière.

NANf(x) = N(KNf(x)− f(x)) = NE
[(
f(XN

1 )− f(x)
)
|XN

0 = x
]
.

Soit ε > 0.

NANf(x) = NE
[
1{|XN

1 −x|6ε}
(
f(XN

1 )− f(x)
)
|XN

0 = x
]

+O
(
NP
(∣∣XN

1 − x
∣∣ > ε

))
.

Enfin, grâce à un développement limité de f en x à l’ordre 2, on obtient

NANf(x) =NE
[
XN

1 − x|XN
0 = x

]
f ′(x) +

1

2
NE
[(
XN

1 − x
)2|XN

0 = x
]
f ′′(x)

+ o(ε2) +O
(
NP
(∣∣XN

1 − x
∣∣ > ε

))
.

Ainsi, en imposant une limite finie aux termes présents devant f ′(x) et f ′′(x) et une
bonne concentration de XN

1 autour de x, on peut espérer la convergence de NAN

vers le générateur infinitésimal d’une diffusion...
Nous pouvons à présent énoncer le théorème rigoureusement.

3.1.2 Le théorème
Le résultat suivant montre que la convergence en loi d’une suite de chaînes de

Markov vers un processus de diffusion se lit sur un pas de la chaîne.
Théorème 3.1.1. Soit A le générateur infinitésimal d’un processus de diffusion,
c’est-à-dire que, pour toute fonction régulière f ,

Af(x) =
1

2
a(x)f ′′(x) + b(x),

avec a et b régulières. Soit (µN)N une suite de noyaux de transition sur R et posons

bN(x) = N

∫
|y−x|61

(y − x)µN(x, dy) et aN(x) = N

∫
|y−x|61

(y − x)2µN(x, dy).

Supposons que pour tous r > 0 et ε > 0,

sup
|x|6r

|bN(x)− b(x)| → 0, et sup
|x|6r

|aN(x)− a(x)| → 0

et
sup
|x|6r

NµN(x, {y, |y − x| > ε}) → 0.

Soit (Y N(n))n>0 la chaîne de Markov de noyau de transition µN et XN le processus
défini par XN

t = Y N([Nt]).
Si (Y N(0))N converge en loi vers ν alors (XN) converge en loi vers la diffusion

de générateur A et de loi initiale ν.
Remarque 3.1.2 (Rien n’est simple). En pratique, la chaîne de Markov Y N est en
général à valeurs dans un sous-ensemble IN discret (et souvent fini) de R. Ainsi, son
noyau de transition n’est-il pas défini sur tout R. Dans ce cas, il convient d’adapter
le théorème ci-dessus en remplaçant x par une suite (xN) telle que xN ∈ IN et qui
converge vers x.
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3.1.3 Marche aléatoire simple et mouvement brownien
Soit Z la marche aléatoire simple sur Z définie par

Zn = Z0 +
n∑

i=1

εi

où (εi)i>1 est une suite de v.a. i.i.d. (indépendante de Z0) de loi (1/2)δ1 + (1/2)δ−1.
Pour N > 1, on définit (Y N

n )n à partir de Z en posant Y N
n = Zn/

√
N . Soit x ∈ R.

On pose iN = [x
√
N ] pour tout N > 1. On a alors

bN(xN) = N

(
1

2
√
N
− 1

2
√
N

)
= 0 et aN(xN) = N

(
1

2N
+

1

2N

)
= 1.

L’hypothèse de concentration du noyau µN est clairement satisfaite puisque la me-
sure µN(xN , ·) est à support dans

{
xN − 1/

√
N, xN + 1/

√
N
}

. On en déduit donc
que si (Y N(0))N converge en loi vers ν alors (XN) converge en loi vers le mouvement
brownien de loi initiale ν.

3.1.4 Marche aléatoire et mouvement brownien avec dérive
Soit Z la marche aléatoire sur Z définie par

Zn = Z0 +
n∑

i=1

εi

où (εi)i>1 est une suite de v.a. i.i.d. (indépendante de Z0) de loi pδ1 + qδ−1. On ne
peut pas renormaliser cette marche de manière à obtenir à la limite le mouvement
brownien avec dérive. En la renormailsant par N , on obtient uniqement le processus
déterministe Xt = X0 + (p− q)t. La dérive est trop forte. Il faut l’adoucir au cours
du temps. Pour N > 1, on définit (Y N

n )n en posant

Y N
n = Y N

0 +
1√
N

n∑
i=1

εN
i

où (εN
i )i>1 est une suite de v.a. i.i.d. (indépendante de Y N

0 ) de loi pNδ1 + qNδ−1 avec
pN = (1 + δ/

√
N)/2. Soit x ∈ R. On pose iN = [x

√
N ] pour tout N > 1. On a alors

bN(xN) = N

(
1 + δ/

√
N

2
√
N

− 1− δ/
√
N

2
√
N

)
= δ et aN(xN) = 1.

L’hypothèse de concentration du noyau µN est encore clairement satisfaite. On en
déduit donc que si (Y N(0))N converge en loi vers ν alors (XN) converge en loi vers
le mouvement brownien avec dérive δ et de loi initiale ν.
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3.1.5 Modèle d’Ehrenfest et processus d’Ornstein-Uhlenbeck
Soit N > 1. Considérons la chaîne d’Erhenfest ZN à valeurs dans {0, . . . , N}

dont la matrice de transition est donnée par

P(ZN
1 = j|ZN

0 = i) =


i/N si j = i− 1,

1− i/N si j = i+ 1,

0 sinon.

Cette chaîne de Markov est irréductible récurrente positive et est réversible pour la
mesure binomiale B(N, 1/2). Elle modélise l’échange de molécules de gaz entre deux
compartiments.

On définit Y N en posant Y N =
√
N
(
ZN/N − 1/2

)
. Soit x ∈ R. On pose iN =

[x
√
N +N/2] pour tout N > 1. On a alors

bN

(√
N

(
iN
N
− 1

2

))
= N

(
−iN
N

1√
N

+
N − iN
N

1√
N

)
= −2

√
N

(
iN
N
− 1

2

)
.

Donc bN(xN) tend vers b(x) = −2x quand N tend vers +∞. De même,

aN

(√
N

(
iN
N
− 1

2

))
= N

(
iN
N

1

N
+
N − iN
N

1

N

)
= 1.

L’hypothèse de concentration du noyau µN est encore clairement satisfaite. On en
déduit donc que si (Y N(0))N converge en loi vers ν alors (XN) converge en loi vers
le processus d’Ornstein-Uhlenbeck de loi initiale ν solution de l’EDS

dXt = dBt − 2Xt dt.

Remarque 3.1.3. La mesure invariante de ce processus est la mesure gaussienne
N (0, 1/4), ce qui est cohérent avec le théorème limite central qui assure que si, pour
tout N > 1, YN ∼ B(N, 1/2) alors

√
N
YN

N
− 1

2

L−→ N (0, 1/4).

3.1.6 Un modèle markovien d’endémie
On cherche à représenter de manière simplifiée l’épidémiologie d’une maladie et

de déterminer les (des) conditions sous lesquelles elle peut être considérée comme en-
démique (c’est-à-dire qu’elle ne s’éteint jamais). Nous supposerons que cette maladie
est de courte durée relative et ne confère pas d’immunité après un épisode infectieux.
La population est de taille N supposé fixé (pour l’instant) mais N a vocation à être
grand. Le temps est discret et le pas de temps est de l’ordre du jour. À chaque instant
n > 0, la population admet une partition en deux classes aléatoires : FI,n l’ensemble
des individus infectés et FS,n l’ensemble des individus susceptibles de l’être. On note

27 mars 2007 – 23:45 – pdfLATEX. Page 38.



3.1. CONVERGENCE D’UNE CHAÎNE DE MARKOV VERS UNE DIFFUSION39

In et Sn les cardinaux respectifs de FI,n et SI,n. Ces variables aléatoires sont à va-
leurs dans {0, 1, . . . , N} avec In + Sn = N . De plus, tous les individus infectés au
temps n sont supposés guéris au temps n + 1 (la maladie est de courte durée). Un
individu ne peut donc être infecté en deux instants consécutifs. Soit p ∈ 0, 1[ le taux
de contact infectieux, c’est-à-dire la probabilité que, entre les instants n et n+1, un
contact entre deux individus, l’un infecté, l’autre susceptible de l’être, aboutisse à
à l’infection de l’individu sain. On note q = 1− p. On suppose que chaque individu
infecté tente de contaminer tout individu sain de indépendamment des autres entre
deux instants. Cela revient à dire que si In individus sont infectés au temps n, la
probabilité pour qu’un individu sain soit contaminé est 1− qIn .
Proposition 3.1.4. La suite (In)n est une chaîne de Markov de matrice de transition

∀i, j = 0, . . . , N, P (i, j) =

{
Cj

N−i(1− qi)
j
qi(N−i−j) si i+ j 6 N,

0 sinon.

De manière plus compacte, on peut donc dire que, pour tout i ∈ {0, . . . , N},

L(In+1|In = i) = B(N − i, 1− qi).

En particulier,

E(In+1|In = i) = (N − i)
(
1− qi

)
et V(In+1|In = i) = (N − i)qi

(
1− qi

)
.

On remarque que le point N est isolé (on ne peut l’atteindre d’un autre point)
et il mène à 0 en un coup. D’autre part, 0 est le seul état absorbant et tous les états
mènent à 0. Donc (In)n converge presque sûrement vers 0 et le temps d’atteinte de
0 est fini presque sûrement et même intégrable. Il est de fait possible d’obtenir une
formule explicite de la série génératrice du temps d’atteinte de 0 (et donc de ses
moments) en fonction de la matrice de transition de la chaîne.

Nous allons plutôt ici supposer, comme pour le processus de Wright-Fisher, que
N tend vers l’infini, renormaliser le nombre d’individus infectés pour en faire une
proportion et dilater le temps. Nous allons également faire tendre le taux de contact
infection p vers 0.Pour tout N > 1, on considère la chaîne de Markov (IN

n )n définie
ci-dessus mais en remplaçant q par qN = e−A/N .
Proposition 3.1.5. La suite de processus (IN

[N ·]/N) converge vers la diffusion sur
]0, 1[ solution de

dXt =

√
1

2
(1−Xt)(1− e−AXt)e−AXt dBt + (1−Xt)

(
1− e−AXt

)
dt.

Exercice 3.1.6. Que peut-on dire sur ce processus de diffusion ?
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3.2 D’autres exemples de convergence de proces-
sus

La convergence des processus de Markov se voit sur la convergence des généra-
teurs infinitésimaux en toute généralité. Voici le théorème sous sa forme générale (et
peu digeste). On en trouvera une démonstration dans [EK86].

3.2.1 Le megathéorème de convergence
Soit L un espace de Banach muni de la norme ‖·‖. Pour tout n > 1, on introduit

un espace de Banach Ln et une application linéaire πn de Ln dans L. On suppose
que supn ‖πn‖ < +∞. On note fn → f si, pour tout n > 1, fn ∈ Ln, f ∈ L et
limn ‖fn − πnf‖ = 0.
Remarque 3.2.1. Dans les cas pratiques, L sera l’ensemble des fonctions continues
sur un ensembleK et Ln sera l’ensemble des fonctions continues sur un sous-ensemble
Kn de K. L’application πn sera alors simplement la restriction à Kn pour une fonc-
tion définie sur K.
Théorème 3.2.2. Pour n ∈ N∗, soit Tn un endomorphisme sur Ln. Soit (εn)n une
suite de réels strictement positifs qui converge vers 0. On pose pour n > 1, An =
ε−1

n (Tn− I). Soit (T (t)t>0 un semi-groupe de Feller sur L de générateur A et soit D
un ensemble dense dans le domaine de A. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

– Pour toute fonction f ∈ L, T [t/εn]
n f converge vers T (t)f pour tout t > 0

uniformément sur tout intervalle de temps borné.
– Pour toute fonction f ∈ L, T [t/εn]

n f converge vers T (t)f pour tout t > 0.
– Pour toute fonction f ∈ D, il existe des fonctions fn ∈ Ln pour tout n > 1,

telles que
fn → f et Anfn → Af.

3.2.2 Espace d’états fini : du temps discret au temps continu
On considère une chaîne de Markov à espace d’états fini (pour simplifier) de

matrice de transition P . On On va examiner ce qui se passe lorsque l’on étire le
temps tout en augmentant (en bonne proportion) la probabilité de faire du sur
place.
Corollaire 3.2.3. Soit Z une chaîne de Markov à temps discret sur un espace d’états
fini E de noyau de transition P . Pour tout N > 1, on considère la chaîne à temps
discret XN de noyau de transition (1− 1/N)I + (1/N)P . Alors (XN

[Nt])t>0
converge

en loi vers la chaîne de Markov à temps continu de générateur P − I.
Ce résultat s’obtient avec cette version du théorème 3.2.2.

Théorème 3.2.4. Soit ZN une chaîne de Markov de transition TN à valeurs dans
KN ⊂ R. S’il existe une suite (εN)N de réels strictement positifs et G le générateur
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d’un processus de Markov X tels que

lim
N→∞

sup
x∈KN

∣∣∣∣(TN − I)f(x)−Gf(x)

εN

∣∣∣∣ = 0.

pour toute fonction f ∈ D où D est dense dans le domaine G, alors la suite de
processus (XN)N définie par

∀N > 1, ∀t > 0, XN
t = ZN([t/εN ]),

converge en loi vers le processus X.

3.2.3 File d’attente en temps continu et processus d’Ornstein-
Uhlenbeck

On montre ici un exemple de chaîne de Markov à temps continu célèbre qui
converge vers un processus de diffusion non moins célèbre. Soit λ et µ deux réels
strictement positifs. On définit le processus de Markov Z à temps continu à valeurs
dans N de générateur infinitésimal A donné par

A(i, j) =


λ si j = i+ 1,

iµ si j = i− 1,

−(λ+ iµ) si j = i,

0 sinon.

Partant de i, le processus Z y reste un temps exponentiel de paramètre λ+ iµ puis
saute en i+ 1 avec probabilité λ/(λ+ iµ) ou en i− 1 avec probabilité iµ/(λ+ iµ).
Ce processus s’appelle la file M/M/∞ : elle modélise le nombre de clients dans une
file d’attente où les personnes arrivent selon un processus de Poisson de paramètre
λ et sont servis aussitôt arrivés en un temps exponentiel de paramètre µ. On peut
se convaincre que

∀k ∈ N, L(Zt|Z0 = k) = B
(
k, e−µt

)
∗ P
(
λ

1− e−µt

µ

)
.

En particulier, Z admet P(λ/µ) pour mesure invariante (symétrique).
Proposition 3.2.5. Pour tout N > 1, notons ZN le processus M/M/∞(Nλ, µ) et
XN le processus défini par

XN
t =

√
N

(
ZN

t

N
− λ

µ

)
avec ZN

0 = [Nλ/µ+
√
Nx].

Alors la suite (XN) converge en loi vers le processus de diffusion X solution de
l’équation différentielle stochastique suivante :

dXt =
√

2λ dBt − µXt dt avec X0 = x,

c’est-à-dire vers un processus d’Ornstein-Uhlenbeck.
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3.2.4 Modèles de croissance de populations
Modélisons la taille d’une population par un processus de vie et mort à temps

continu dont la dynamique est la suivante. Chaque individu meurt avec un taux µ et
se dédouble avec un taux λ indépendamment des autres. Nous allons supposer que
la population et le temps sont grands (mesurés en unités de taille N). Si λ−µ n’est
pas de l’ordre de 1/N cette renormalisation sera triviale (la population devient nulle
ou infinie immédiatement). Supposons que N(λ−µ) = b et λ+µ = 2a+O(1/N). Si
XN

t est le nombre d’individus du processus au temps t, on considère qu’il y a NXN
t

dans notre population. Chacun des XN
t individus a deux horloges exponentielles

qui tournent au dessus de sa tête. L’instant (aléatoire) où un événement (mort ou
division) va se produire est donc de loi E(N(λ + µ) et il s’agit d’une mort avec
probabilité µ/(λ+ µ).

Pour le processus Y N , chaque individu meurt avec un taux µN et se dédouble
avec un taux λN indépendamment des autres et on note XN le processus défini par
XN(t) = Y N([tN ])/N . Le processus XN est à valeurs dans KN = (1/N)N et son
générateur infinitésimal est défini par

∀i, j ∈ N, LN

(
i

N
,
j

N

)
=


iλN si j = i+ 1,

iµN si j = i− 1,

−i(λN + µN) si j = i,

0 sinon.

En particulier, pour toute fonction de classe C2 sur R+,

LNf

(
i

N

)
= iλN

[(
i+ 1

N

)
− f

(
i

N

)]
+ iµN

(
f

(
i− 1

N

)
− f

(
i

N

))
= (λN − µN)

i

N
f ′
(
i

N

)
+
λN + µN

2N

i

N
f ′′
(
i

N

)
+O

(
(λN + µN)i

N3

)
.

Supposons que λN − µN converge vers b et (λN + µN)/N converge vers 2a en choi-
sissant par exemple

λN = aN +
b

2
et µN = aN − b

2

On obtient alors que si (xN)N est une suite de réels telle que xN ∈ KN pour tout N
et qui converge vers x > 0 alors

LNf(xN) −−−→
N→∞

Lf(x) := axf ′′(x) + bxf ′(x).

La suite de processus de Markov à espaces d’états discrets converge donc vers une
diffusion X solution de l’équation différentielle stochastique suivante

dXt =
√

2aXt dBt + bXt dt.
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3.3 Application aux processus de Wright-Fisher
On souhaite approcher par un processus de diffusion la chaîne de Wright-Fisher

avec mutation et sélection.

3.3.1 Le cas général
Pour tout N fixé, soit (ZN

n )n la chaîne de Markov sur KN = {0, 1/(2N), . . . , 1}
de noyau de transition

P
(
ZN

n+1 = j/(2N)|ZN
n = i/(2N)

)
:= Cj

2N(η∗i )
j(1− η∗i )

2N−j

pour 0 6 i, j 6 2N avec η∗i = ηi(1− u) + (1− ηi)v et

ηi =
(1 + s)i2 + (1 + sh)i(2N − i)

(1 + s)2i2 + 2(1 + sh)i(2N − i) + (2N − i)2
.

On définit également le processus XN

∀t > 0, XN(t) := ZN([2Nt]).

C’est un processus à temps continu dont les trajectoires sont à valeurs dans DK [0,∞)
avec K := [0, 1]. De fait, ses trajectoires sont constantes par morceaux.

Pour que l’approximation par une diffusion ait un sens, on doit supposer que s,
u et v dépendent de N et sont de l’ordre de N−1.
Théorème 3.3.1. Posons

α = 2NsN , β1 = 2NuN et β2 = 2NvN , (3.2)

avec α, β1 et β2 d’ordre 1. Alors la suite (XN
t )t>0 converge en loi vers la solution de

l’EDS suivante :
dXt = σ(Xt) dBt + b(Xt) dt.

où

σ2(x) = x(1− x) et b(x) = αx(1− x)(x+ h(1− 2x))− β1x+ β2(1− x). (3.3)

Démonstration. Par définition de ZN , on a

2NE
[
ZN

1 − x|ZN
0 = x

]
= αx(1− x)(x+ h(1− 2x))− β1x+ β2(1− x) +O(N−1),

2NE
[(
ZN

1 − x
)2|ZN

0 = x
]

= αx(1− x) +O(N−1),

2NE
[(
ZN

1 − x
)3|ZN

0 = x
]

= O
(
N−3/2

)
2NE

[(
ZN

1 − x
)4|ZN

0 = x
]

= O
(
N−1

)
,

uniformément en x ∈ KN . Le théorème 3.1.1 permet de conclure.
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Remarque 3.3.2. Pour transférer les estimations de temps d’absorption de la dif-
fusion à la chaîne de Markov, il faudra prendre garde à les multiplier par 2N . Les
probabilités d’atteinte ou les profils de mesures invariantes sont pour leurs parts
insensibles à ce changement d’échelle temporelle.

Exprimons la fonction d’échelle :

S(x) =

∫ x

c

y−2β2(1− y)−2β1 exp
(
α(2h− 1)y2 − 2αhy

)
dy,

et la mesure de vitesse :

m(x) =

∫ x

c

y2β2−1(1− y)2β1−1 exp
(
−α(2h− 1)y2 + 2αhy

)
dy.

Proposition 3.3.3. Le point 1 est régulier (accessible et non absorbant) si 0 < β1 <
1/2 inaccessible et non absorbant si β > 1/2.

Si β1 = 0 le point 1 est accessible et absorbant.
Détaillons à présent les divers cas qui peuvent se présenter.

3.3.2 Ni mutation, ni sélection
Dans ce cas, la dérive de la diffusion est nulle. Le processus de diffusion est donc

une martingale et on obtient directement que la probabilité de sortie du segment
[0, 1] en 1 partant de x vaut x.

On a aussi l’expression de l’espérance du temps de fixation :

E(T |X0 = x) = −2{x lnx+ (1− x) ln(1− x)},

et sa variance :

V(T |X0 = x) = 4

(
x

∫ 1

x

λ(y) dy − (1− x)

∫ x

0

λ(y) dy

)
− E(T |X0 = x)2,

où λ est une primitive de la fonction

−2

(
ln y

1− y
+

ln(1− y)

y

)
.

Remarque 3.3.4. Le temps de fixation pour la chaîne de Wright-Fisher a une espé-
rance de l’ordre de 2NE(T |X0 = x) et une variance de l’ordre de 4N2V(T |X0 = x).

3.3.3 Mutation sans sélection
On suppose ici que α est nul. La suite XN converge, lorsque N tend vers l’infini

vers le processus solution de l’EDS suivante

dXt =
√
Xt(1−Xt) dBt − β1Xt dt+ β2(1−Xt) dt.
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On peut montrer que cette diffusion reste bien dans l’intervalle ]0, 1[ et qu’elle admet
pour mesure invariante ν la loi bêta de paramètres 2β2 et 2β1, c’est-à-dire que

ν(y) =
Γ(2(β1 + β2)

Γ(2β1)Γ(2β2)
y2β2−1(1− y)2β1−1.

En particulier, si Y suit la loi ν,

E(Y ) =
β2

β1 + β2

et Var(Y ) =
β1β2

(β1 + β2)2(2(β1 + β2) + 1)
.

Remarque 3.3.5. Dans le modèle à K allèles distincts avec un taux de mutation
total θ/2 et des probabilités respectives de mutation (πi)16i6K , le processus des
proportions de chaque allèle vit sur le simplexe de RK (de dimension K − 1) et la
densité de sa mesure invariante est

ν(y1, . . . , yK) =
Γ(θ)

Γ(θπ1) · · ·Γ(θπK)
y

Γ(θπ1)−1
1 · · · yΓ(θπK)−1

K ,

où yi > 0 pour i = 1, . . . , K et y1 + · · ·+ yK = 1.
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Chapitre 4

Généalogie

On souhaite ici présenter un modèle d’évolution génétique permettant d’étudier
la structure d’arbres phylogéniques. Ces arbres décrivent l’évolution des espèces à
partir d’un ancêtre commun, en précisant les instants de différenciation des espèces.
Étant donné un groupe de k individus, on s’intéresse en particulier à la datation du
premier ancêtre commun à ce groupe et à la taille de l’arbre généalogique de cet
individu.

Cette étude pemettra dans un second temps de montrer comment estimer le taux
de mutation d’un gène à partir du nombre d’allèles différents portés par n individus.

4.1 Construction de l’arbre généalogique
Rappelons les hypothèses biologiques associées à notre modèle :
– la taille de la population reste constante au cours du temps, égale à N ,
– les générations ne se chevauchent pas : à chaque instant k, la k-ième génération

meurt et donne naissance aux N individus de la (k + 1)-ième génération,
– toutes les combinaisons reliant chacun des enfants à son parent ont une même

probabilité,
– la reproduction à l’instant k est indépendante des reproductions précédentes.
Traduisons en termes mathématiques les hypothèses ci-dessus. À chaque généra-

tion, on numérote les individus. Soit l’individu i à la génération k+ 1, on note ak+1
i

son parent à la génération k.
Hypothèse 4.1.1. Les variables aléatoires (ak+1

i )16i6N,k∈N sont indépendantes et de
même loi uniforme sur {1, . . . , N}.

On note νk
i le nombre de descendants à la génération k + 1 de l’individu i vi-

vant à la génération k. Les variables aléatoires (νk
i )16i6N ne sont pas indépendantes

puisqu’elles doivent vérifier la relation νk
1 + · · ·+ νk

N = N .
Lemme 4.1.2. Le N-uplet νk = (νk

1 , . . . , ν
k
N), conditionnellement au fait que la po-

pulation a une taille constante, suit la loi multinomiale que nous noterons µN de
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48 CHAPITRE 4. GÉNÉALOGIE

paramètre (N, (1/N, . . . , 1/N)), c’est-à-dire que

P
(
νk

1 = m1, . . . , ν
k
N = mN |νk

1 + · · ·+ νk
N = N

)
=

N !

m1! · · ·mN !

(
1

N

)N

I{m1+···+mN=N}. (4.1)

De plus, les variables aléatoires (νk)k sont indépendantes.

Démonstration. L’indépendance des vecteurs aléatoires (νk)k découle immédiate-
ment de celle des (ak

i ). La première partie du lemme correspond à l’interprétation
probabiliste de la loi multinomiale : on répartit N boules dans N urnes, indépen-
damment et selon la loi uniforme.

Remarque 4.1.3. En particulier, chaque individu de la génération n+ 1 possède un
ancêtre à la génération n choisi indépendamment des autres et selon la loi uniforme
sur {1, . . . , N}. Certains membres de la génération k n’ont donc aucun descendant
à la génération k + 1. Ceci va entraîner le phénomène dit de dérive génétique.
Exercice 4.1.4. Soit Y1, . . . , YN des variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées de loi de Poisson de paramètre θ. Alors, la loi de la variable aléa-
toire (Y1, . . . , YN), conditionnellement à l’événement Y1 + · · · + YN = N suit la loi
multinomiale µN . La loi de νk

i est donc la loi binomiale B(N, 1/N).
Remarque 4.1.5. Supposons que chaque individu soit identifié à un allèle A ou B
d’un gène à deux allèles. Alors, si le nombre d’allèles A à la génération k est égal à i,
la loi du nombre d’allèles A à la génération k+1 suivra une loi binomiale B(N, i/N).
On retrouve donc le modèle de Wright-Fisher.

Le modèle de Wright-Fisher sans mutation est connu pour faire apparaître un
phénomène dérive génétique, c’est-à-dire qu’un allèle l’emporte sur l’autre et que la
population devient homozygote après un nombre aléatoire mais fini (presque sûre-
ment) de générations. De même, après un certain nombre de générations, tous les
individus proviendront donc d’un même ancêtre. C’est ce phénomène qu’il s’agit à
présent de décrire et quantifier.

4.2 Le modèle à temps discret
D’après la remarque 4.1.3, la probabilité que deux individus aient deux parents

distincts (à la génération précédente) est égale à 1 − 1/N . Ces parents choisissant
eux-mêmes leurs parents indépendamment et aléatoirement, la probabilité pour que
le premier ancêtre commun à deux individus donnés remonte à plus de r générations
vaut (1−1/N)r. Le temps d’apparition de l’ancêtre commun le plus récent suit donc
une loi géométrique de paramètre 1/N .

Si l’on considère à présent trois individus, notons T ′
3 l’instant d’apparition de

l’ACPR pour deux individus au moins (premier temps de coalescence parmi trois
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individus). On a

P(T ′
3 > 1) =

N(N − 1)(N − 2)

N3
= 1− 3

N
+

2

N2
.

Comme les choix des parents sont indépendants à chaque génération, il vient, pour
k > 1,

P(T ′
3 > k) =

(
1− 3

N
+

2

N2

)k

.

La loi de T ′
3 est donc la loi géométrique de paramètre p3 = 1−3/N +2/N2. On note

T ′
3+T

′
2 le temps d’apparition d’un ACPR pour les trois individus. Remarquons que si

l’ACPR de deux individus est l’ACPR des trois individus alors T ′
2 = 0. Déterminons

la loi de T ′
2. La probabilité que trois individus distincts aient le même père est 1/N2.

La probabilité que T ′
2 soit nul sachant que T ′

3 = k est donc égale à

P(T ′
2 = 0|T ′

3 = k) =
P(T ′

2 = 0, T ′
3 = k)

P(T ′
3 = k)

=
(1− p3)

k−1/N2

p3(1− p3)k−1
=

1

3N − 2
.

Comme les choix des parents sont indépendants d’une génération à l’autre, on déduit
de la première partie que la loi de T ′

2 sachant que T ′
3 = k et T ′

2 > 0 est la loi
géométrique de paramètre p2. Cela implique que sachant T ′

3 = k, T ′
2 est égal en loi

à UV où U et V sont indépendantes de lois respectives B((3N − 3)/(3N − 2)) et
G(p2).

Plus généralement, le nombre de parents distincts d’un groupe de k individus
peut être vu comme le nombre d’urnes occupées après que l’on a lancé k balles,
indépendamment et à chaque fois uniformément, dans N urnes. Pour tout j =
1, . . . , k, on notera la probabilité pour que ce nombre soit j de la manière suivante :

g
(N)
kj = P(k individus ont j parents distincts)

= N(N − 1) · · · (N − j + 1)S(j)
k N−k,

où S(j)
k est le nombre de façons de découper un ensemble à k éléments en j ensembles

non vides (ces nombres sont parfois appelé nombres de Stirling de deuxième espèce).
L’expression de gkj est obtenue par le raisonnement suivant : N(N−1) · · · (N−j+1)

est le nombre de façons de choisir j parents distincts, S(j)
k est le nombre de façons

d’associer à ces j parents k enfants, enfin, Nk est le nombre de façons d’assigner k
enfants à leurs parents. Définissons à présent le processus ancestral (AN

n (r))r∈N en
notant AN

n (r) le nombre d’ancêtres distincts à la génération r pour un groupe de
taille n au temps 0.
Proposition 4.2.1. La suite AN

n (·) est une chaîne de Markov sur {1, . . . , n} de ma-
trice de transition GN =

(
g

(N)
jk

)
j,k

.

Il est évident que 1 est l’unique état absorbant et que les états 2, . . . , n sont tran-
sients (puisqu’ils mènent tous à 1). Cependant, il est difficile d’étudier les propriétés
fines de cette chaîne, comme par exemple des propriétés sur le temps d’atteinte de
l’état 1. Nous allons donc remplacer ce modèle à temps discret par un modèle plus
simple à temps continu.
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4.3 Le modèle à temps continu
On considère le processus de Markov (A(t))t>0 sur N∗ à temps continu de géné-

rateur défini par

∀j, k ∈ N∗, L(j, k) =


C2

n si j > 2 et k = j − 1,

−C2
n si j > 2 et k = j,

0 sinon.

C’est un processus de mort pur (le processus ne peut sauter que de n à n − 1 si
n > 2) pour lequel 1 est absorbant. Le temps de séjour en n suit la loi exponentielle
de paramètre C2

n. Ceci s’interprète de la manière suivante : chaque couple d’indivi-
dus se cherche un père indépendamment des autres et y arrive au bout d’un temps
exponentiel de paramètre 1. Pour n individus, C2

n couples distincts se cherchent
indépendamment. Or le minimum de C2

n variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées de loi E(1) est la loi E(C2

n).
On notera (An(t))t>0 le processus issu de n. Celui-ci est à valeurs dans {1, . . . , n}.

4.4 Le passage à la limite
Montrons à présent que le processus à temps discret correctement renormalisé

converge vers le processus à temps continu défini ci-dessus. On est intéressé par le
cas limite où N est grand et où l’unité de temps se compte en N générations. La
date d’apparition de l’ACPR de deux individus donnés est donc T ′

2/N où T ′
2 suit la

loi géométrique de paramètre p2 = G(1/N).
Lemme 4.4.1. Soit (Vn)n une suite de variables aléatoires de loi géométrique de
paramètres respectifs (µn)n telle que nµn converge vers µ > 0 quand n → +∞. La
suite (Vn/n)n converge en loi vers une variable aléatoire V de loi exponentielle de
paramètre µ.

Démonstration. Il suffit de regarder ce qui se passe pour les fonctions caractéris-
tiques :

ϕVn/n(t) =
µne

it/n

1− (1− µn)eit/n
=

nµn

nµn − n(1− eit/n)
−−−−→
n→+∞

µ

µ− it
= ϕV (t),

où L(V ) = E(µ).

Dans le cas d’une population comportant N individu et dans une échelle de temps
où l’unité de temps est égale à N générations, le temps T2 d’apparition de l’ACPR
pour deux individus donnés a approximativement pour loi la loi exponentielle de
paramètre 1. En particulier E(T2) = 1. On a donc montré que

(AN
2 ([Nt]))t>0

L−−−→
N→∞

(A2(t))t>0.
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Considérons l’arbre généalogique de trois individus. Quand N tend vers l’infini,
T ′

2/N converge en loi vers E(1). De plus, on montre de même que (T ′
2/N, T

′
3/N)

converge vers (T2, T3) où T2 et T3 sont indépendantes de lois exponentielles respec-
tives E(1) et E(3) :

ϕ(T ′
2/N,T ′

3/N)(s, t) = E(exp(isT ′
2/N + itT ′

3/N))

= E[E(exp(isT ′
2/N)|T ′

3) exp(itT ′
3/N)]

=
1

3N − 2
E
[
eitT ′

3/N
]

+
3N − 3

3N − 2
E
[
eitV/N

]
E
[
eitT ′

3/N
]

Il ne reste plus qu’à utiliser le lemme 4.4.1. On a ainsi montré que (AN
3 ([Nt]))t>0

converge en loi vers le processus (A3(t))t>0 quand N tend vers l’infini. En d’autres
termes, on a le résultat suivant.
Proposition 4.4.2. Lorsque N tend vers l’infini et que le temps est mesuré en unités
de N générations, le mécanisme d’apparition de l’ACPR d’un groupe composé de
trois individus distincts pour le processus limite est le suivant :

– après un temps exponentiel T3 de paramètre 3, un ancêtre commun à deux
individus apparaît,

– l’ancêtre commun apparaît alors après un temps T2 de loi exponentielle E(1),
– les variables aléatoires T2 et T3 sont indépendantes.

En particulier, à la limite, la probabilité que le premier ancêtre commun soit commun
aux trois individus est nulle.

On peut généraliser le résultat ci-dessus.
Proposition 4.4.3. Pour tout n > 2,

(AN
n ([Nt]))t>0

L−−−→
N→∞

(An(t))t>0.

Démonstration. Les grandes lignes de la preuve sont esquissées ici. Considérons dans
un premier temps le comportement de la matrice de transition de GN lorsque N est
grand. Puisque S(k−1)

k = C2
k , pour tout 2 6 k 6 n,

g
(N)
k,k−1 = S(k−1)

k

N(N − 1) · · · (N − k + 1)

Nk
= C2

k

1

N
+O(N−2).

Pour j < k − 1, on a

g
(N)
k,j = S

(j)
k

N(N − 1) · · · (N − j + 1)

Nk
= O(N−2).

Enfin,
g

(N)
k,k = N−kN(N − 1) · · · (N − k + 1) = 1− C2

k

1

N
+O(N−2).

On peut donc écrire GN = I +N−1Q+O(N−2).
Reste alors à trouver la limite de (GN)[Nt]...
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4.5 Propriétés du processus ancestral
Le processus An(·) est un processus de mort pur, c’est-à-dire qu’il est à valeurs

dans N, possède des trajectoires continues par morceaux et décroissantes. Il est issu
de An(0) = n et décroît uniquement avec des sauts d’amplitude 1. Pour tout k > 2,
sachant que le processus est dans l’état k, le temps d’attente Tk avant de passer
dans l’état k − 1 (seule transition possible) suit une loi exponentielle de paramètre
C2

k . De plus, les variables aléatoires (Tk)26k6n sont indépendantes.

4.5.1 Expression de la matrice de transition
Soit G(t) = (gij(t))ij la matrice de taille n× n définie par

Gij(t) = P(Ai(t) = j).

La matrice G(t) est égale à exp(tQ) où Q est la matrice (de taille n) dont les
coefficients non nuls sont

pour k = n, n− 1, . . . , 2, qkk = −C2
k , qk,k−1 = C2

k .

On peut ici donner une expression explicite la matrice G(t) (en diagonalisant la
matrice Q). Le résultat général est le suivant.
Proposition 4.5.1. On a, pour tout j = 1 . . . , n,

gnj(t) =
n∑

k=j

e−k(k−1)t/2 (2k − 1)(−1)k−jj(k−1)n[k]

j!(k − j)!n(k)

,

avec les notations

a(n) = a(a+ 1) · · · (a+ n− 1), a[n] = a(a− 1) · · · (a− n+ 1) et a(0) = a[0] = 1.

Le nombre moyen d’ancêtres au temps t est donné par

EAn(t) =
n∑

k=1

e−k(k−1)t/2(2k − 1)
(r + k − 2)!

(r − 1)!(k − r)
.

4.5.2 Temps d’apparition de l’ACPR
Soit Wn le temps d’apparition de l’ACPR. On a

Wn = Tn + · · ·+ T2,

où les (Tk) sont les temps de séjours dans les états 2,. . . ,n. En particulier, on a donc

E(Wn) = 2

(
1− 1

n

)
et 1 = V(W2) 6 V(Wn) 6 lim

n→∞
V(Wn) =

4π2

3
− 12 ' 1.16.
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Ces calculs suggèrent que la contribution essentielle semble provenir de T2.
On peut obtenir une expression explicite de la loi de Wn en remarquant que :

P(Wn 6 t) = P(An(t) = 1) =
n∑

k=1

(2k − 1)(−1)k−1n[k]

n(k)

e−k(k−1)t/2. (4.2)

On peut donc obtenir une expression explicite de la densité de la loi de Wn.

4.5.3 Longueur de l’arbre
On appelle arbre généalogique d’un groupe de n individus l’ensemble de tous

leurs ancêtres toutes générations comprises, eux compris, jusqu’au premier ancêtre
commun à tous les individus. On note Ln, et l’on appelle longueur de l’arbre généa-
logique la variable aléatoire égale à la somme des temps de vie de tous les individus
de l’arbre.
Proposition 4.5.2. La longueur de l’arbre Ln s’exprime en fonction des temps d’ap-
parition des ancêtres commun :

Ln = 2T2 + · · ·+ nTn.

En particulier,

E(Ln) ∼ 2 log n et V(Ln) ∼ 2π2

3
.

Démonstration. On utilise le fait que si T suit la loi exponentielle de paramètre
λ alors son espérance vaut 1/λ, sa variance 1/λ2 et, pour α > 0, αT suit la loi
exponentielle de paramètre λ/α. L’indépendance des variables aléatoires (Ti)i fait le
reste.

On peut en fait déterminer complètement la loi de Ln.
Proposition 4.5.3. La variable aléatoire Ln suit la loi du maximum de n−1 variables
aléatoires indépendantes et de même loi exponentielle de paramètre 1/2.

Démonstration. Pour n > 2, notons fn la densité de la loi de Ln et, pour λ > 0,
gλ la densité de la loi exponentielle de paramètre λ. Par définition, f2 = g1/2. La
densité f3 est obtenue par convolution de f2 et g1 : pour tout x > 0,

f3(x) = f2 ∗ g1(x) =
1

2

∫ x

0

e−u/2e−(x−u) du = e−x/2
(
1− e−x/2

)
.

Faisons l’hypothèse de récurrence suivante : pour tout x > 0,

fn(x) =
n− 1

2
e−x/2

(
1− e−x/2

)n−2
.

On a alors, pour tout x > 0,

fn+1(x) = fn ∗ gn/2(x) = · · · = n

2
e−x/2

(
1− e−x/2

)n−1
.

27 mars 2007 – 23:45 – pdfLATEX. Page 53.



54 CHAPITRE 4. GÉNÉALOGIE

D’autre part, puisque la fonction de répartition de la loi exponentielle de paramètre
1/2 vaut 1 − e−x/2 pour x > 0, on retrouve bien le fait que fn est la densité de
la loi du maximum de n − 1 variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de loi E(1/2).

Corollaire 4.5.4. La suite (Ln/ lnn)n converge presque sûrement vers 2 et tandis
que (Ln − 2 lnn)n converge en loi, quand n tend vers l’infini, vers la mesure de
probabilité de fonction de répartition

F (t) = exp(− exp(−t/2)).

Démonstration. Démontrons la convergence en loi. Il suffit d’écrire la fonction de
répartition de Ln − 2 lnn en utilisant la proposition 4.5.3 : pour tout t ∈ R,

P(Ln − 2 lnn 6 t) = P(Mn−1 6 t+ 2 lnn) =

(
1− 1

n
e−t/2

)n−1

−−−→
n→∞

F (t).

Pour la preuve de la convergence presque sûre, on peut se reporter à Barbe-Ledoux.

On peut montrer directement que la convergence presque sûre de (Ln/ lnn)n vers
2 grâce au théorème des séries centrées et au lemme de Kronecker.
Théorème 4.5.5 (Séries centrées). Soit (Xn)n une suite de v.a. indépendantes, cen-
trées et de carré intégrable. Si la série de terme général E(X2

n) converge alors la série
(aléatoire) de terme général Xn converge presque sûrement et dans L2.
Lemme 4.5.6. Soit (bn)n une suite croissante de réels strictement positifs tendant
vers +∞ et (xn)n une suite de réels. Si la série

∑
n b

−1
n xn converge alors b−1

n

∑n
k=1 xk

converge vers 0.

4.6 Price en compte des mutations
Pour rendre compte de la diversité des individus dans une population, il faut tenir

compte des possibilités de mutation de l’ADN, en particulier lors de la réplication.
Les mutations entraînent une diversifications des enfants d’un même individu.

Le taux de mutation d’une base est très faible. On suppose pour simplifier que
ce taux ne dépend pas de la base concernée, ni de sa position dans l’ADN et qu’il
est constant au cours du temps. Ainsi, à chaque génération, un individu a une
probabilité µ d’avoir une mutation qui le différencie de son parent.

Si l’on considère une séquence dem bases, la probabilité que deux mutations aient
lieu au même endroit est 1/m. Comme les probabilités de mutation sont faibles, cela
arrive très rarement. On fera donc l’hypothèse que l’on a une infinité d’allèles pos-
sibles et que chaque nouvelle mutation affecte un site différent. Ainsi, une mutation
donne toujours un nouvel allèle. Le temps d’apparition d’une mutation dans
la lignée ancestrale d’un individu est donc une loi géométrique de paramètre µ. On
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pose θ = 2µN et on suppose que θ est d’ordre 1. Ainsi, lors du passage à la limite
en N tend vers l’infini, le processus de mutattion devient un processus de Poisson.
Plus exactement, on munit chaque branche de l’arbre d’un processus de Poisson de
paramètre θ qui comptera les mutations.

Les deux processus de coalescence et mutation sont d’origines aléatoires diffé-
rentes. Nous les considérerons indépendants.

La question est d’estimer θ.

4.6.1 Loi du nombre d’allèles dans un échantillon
On note Kn le nombre d’allèles distincts dans un groupe de n personnes. Il est

possible de décrire la loi de Kn.
Proposition 4.6.1. On a

Kn
L
=

n∑
k=1

ηk,

avec (ηk)k>1 des variables aléatoires indépendantes de lois de Bernoulli de paramètres
respectifs (θ/(k − 1 + θ))k>1. En particulier, η1 = 1 p.s.

Démonstration. Pour un groupe de n individus, on s’intéresse au premier temps
(dans le passé) d’apparition d’une coalescence ou d’une mutation. Tout se passe
comme si Un était le minimum entre Tn, premier temps de coalescence (de loi E(C2

n))
et R1, . . . , Rn premiers temps de mutation des individus 1, . . . , n de même loi E(θ/2).
Puisqu’elles sont indépendantes, leur minimum est encore une loi exponentielle et
son paramètre est égal à

C2
n + nθ/2 = n(n− 1 + θ)/2.

De plus, la probabilité que ce premier phénomène soit une coalescence est
C2

n

n(n− 1 + θ)/2
=

n− 1

n− 1 + θ
.

De même, la probabilité pour que ce phénomène soit une mutation est donc

1− n− 1

n− 1 + θ
=

θ

n− 1 + θ
.

On pose ηn = 1 si ce premier phénomène est une mutation et ηn = 0 si c’est
une coalescence. La variable aléatoire ηn suit donc la loi de Bernoulli de paramètre
θ/(n− 1 + θ). Étudions ce qui se passe après ce temps Un :

– Si ηn = 0 alors le nombre d’ancêtres à l’instant Un est n − 1 et le nombre
d’allèles distincts dans ce groupe de n− 1 individus est Kn−1 = Kn.

– Si ηn = 1 alors l’individu qui a muté à l’instant Un est à l’origine d’un allèle
différent. Il correspond, dans la population initiale de n individus, à la présence
d’un allèle distinct de tous les autres. De plus, cet allèle est présent une seule
fois dans la population des n ancêtres. On obtient donc une population de
n− 1 individus possédant Kn−1 = Kn − 1 allèles distincts.
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Dans tous les cas, on a obtenu Kn = Kn−1 + ηn et on considère à partir de l’instant
Un une population de n − 1 individus possédant Kn−1 allèles différents. Par récur-
rence, on obtient bien la décomposition de Kn en somme de variables aléatoires
de Bernoulli. La propriété de Markov du processus de coalescence et l’absence de
mémoire du processus de mutation assure l’indépendance des variables aléatoires
(ηk)k.

En particulier, on peut calculer les deux premiers moments de Kn.

E(Kn) =
n∑

k=1

θ

k − 1 + θ
= θ lnn+O(1).

En effet, par comparaison série intégrale, on a∫ n+θ

θ

dx

x
6 E(Kn)

1

θ
+

∫ n−1+θ

θ

dx

x
,

et donc

θ lnn+ θ ln (1 + θ/n)− θ ln θ 6 E(Kn) 6 θ lnn+ θ ln (1 + (θ − 1)/n)− θ ln θ.

Calculons à présent la variance de Kn : par indépendance des variables aléatoires
(ηk)k,

V(Kn) =
n∑

k=1

θ

k − 1 + θ

(
1− θ

k − 1 + θ

)
= E(Kn)− θ2

n∑
k=1

1

(k − 1 + θ)2
= θ lnn+O(1).

On s’intéresse au comportement de Kn lorsque n est grand. L’inégalité de Tche-
bychev assure alors que

P
(∣∣∣∣Kn

lnn
− θ

∣∣∣∣ > ε

)
6

V(Kn) + (E(Kn)− θ lnn)2

(ε2 lnn)2 =
1

ε2
O
(
(lnn)−1

)
.

Corollaire 4.6.2. La suite (Kn/ lnn)n converge vers θ en probabilité.
On cherche de plus à contrôler les fluctuations de Kn/ lnn autour de θ. Nous

présentons ici deux façons de procéder. La première s’appuie sur une variante du
théorème limite central, la seconde consiste à comparer la loi de Kn à une loi de
Poisson.
Proposition 4.6.3. On a la convergence en loi suivante :

Kn − E(Kn)√
V(Kn)

L−−−→
n→∞

N (0, 1)
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Première preuve de 4.6.3. On utilise ici la version suivante du théorème limite cen-
tral.
Théorème 4.6.4. Soit (Xn)n une suite de variables aléatoires indépendantes centrées
admettant toutes un moment d’ordre 3 et de variances respectives (σ2

n)n. On suppose
que

∞∑
k=1

σ2
k = +∞ et lim

n→∞

∑n
k=1 E

(
|Xk|3

)
(
∑n

k=1 σ
2
k)

3/2
= 0.

Alors ∑n
k=1Xk√∑n

k=1 σ
2
k

L−−−→
n→∞

N (0, 1).

On pose Xk = ηk − E(ηk). Bien entendu E(X2
k) = V(ηk) et donc

n∑
k=1

V(Xk) = V(Kn) = θ lnn+O(1).

De plus,

E
(
|Xk|3

)
= E

(
η3

k

)
−3E

(
η2

k

)
E(ηk)+E(ηk)E(ηk)

2−E(ηk)
3 = E(ηk)−3E(ηk)

2+2E(ηk)
3.

En particulier,
∑n

k=1 E(X3
k) = θ lnn+O(1). On donc∑n

k=1 E
(
|Xk|3

)
(
∑n

k=1 σ
2
k)

3/2
=

θ lnn+O(1)

(θ lnn+O(1))3/2
−−−→
n→∞

0.

Seconde preuve de 4.6.3. Elle s’appuie sur le théorème suivant.
Théorème 4.6.5 (Barbour, Holst, Janson). Soit W = ξ1 + · · · + ξn la somme de n
variables aléatoires indépendantes et de lois de Bernoulli de paramètres respectifs
p1,. . . ,pn et P une variable aléatoire de loi de Poisson de paramètre p1 + · · · + pn.
Alors

dV T (L(W ),L(P )) 6
p2

1 + · · ·+ p2
n

p1 + · · ·+ pn

.

Ainsi, il existe une constante c telle que

dV T (L(Kn),L(Pn)) 6
c

lnn
,

où Pn suit la loi de Poisson de paramètre E(Kn). On en déduit donc que

Kn − EKn√
V(Kn)

L−−−→
n→∞

N (0, 1).

Ce résultat reste vrai en remplaçant l’espérance et la variance de Kn par θ lnn.
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4.6.2 Loi du nombre de mutations

En fait, les données dont on dispose en comparant les séquences d’ADN sont
plus riches que la donnée du nombre d’allèles différents. En effet, on dispose, pour
un échantillon de n personnes, du nombre de sites Sn où ont eu lieu les mutations
dans tout l’arbre généalogique. Il y a forcément eu plus de mutations dans l’arbre
que d’allèles différents dans la population des n individus.

Remarquons que dans le modèle initial, le nombre de mutation observées au
cours de [Nt] générations, pour les ancêtres d’un individu, suit la loi binomiale
B([Nt], θ/2N). Quand N tend vers l’infini, cette loi tend vers la loi de Poisson de
paramètre θt/2.

On note S(t) le nombre de mutations durant la période t pour la lignée de
l’individu. On pose R0 = 0. On note Rj le temps écoulé entre la (j−1)ième mutation
et la jième pour j > 2, R1 étant le temps d’attente de la première mutation. Les
variables aléatoires (Rj)j>1 sont indépendantes et identiquement distribuées de loi
E(θ/2). On a, pour tout t > 0,

S(t) = inf

{
k > 0,

k+1∑
j=1

Rj > t

}
.

Remarque 4.6.6. Le processus S est un processus de Poisson de paramètre θ/2.
Proposition 4.6.7. Soit k > 2. On note Yk le nombre de mutations observées dans
une population de k individus avant le premier temps de coalescence Tk (de loi
exponentielle de paramètre C2

k). La variable Yk a même loi que G − 1 où G suit la
loi géométrique de paramètre p = (k − 1)/(k − 1 + θ).

Démonstration. Le nombre de mutations Yk est la somme des mutations subies par
chacun des k individus :

Yk = Y
(1)
k + · · ·+ Y

(k)
k ,

où les variables aléatoires (Y
(m)
k )i sont indépendantes et identiquement distribuées

de même loi que S(Tk). Introduisons k processus de Poisson (S(m)(t))16m6k indé-
pendants de paramètre θ/2. On notera (R

(m)
j )

j
la suite des temps inter-sauts du

processus S(m). On a donc(
Y

(1)
k , . . . , Y

(k)
k

)
L
=
(
S(1)(Tk), . . . , S

(k)(Tk)
)
,

avec Tk indépendant des processus (S(m))16m6k.
On peut alors calculer la fonction caractéristique de Yk en utilisant que, pour

27 mars 2007 – 23:45 – pdfLATEX. Page 58.



4.6. PRICE EN COMPTE DES MUTATIONS 59

tout m = 1, . . . , k, S(m)(t) suit la loi de Poisson de paramètre θt/2 :

E
(
eiuYk

)
= E

(
eiu

Pk
m=1 S(m)(Tk)

)
=

∫ ∞

0

C2
ke

−C2
ktE
(
eiu

Pk
m=1 S(m)(t)

)
dt

=

∫ ∞

0

C2
ke

−C2
kt

k∏
m=1

E
(
eiuS(m)(t)

)
dt =

∫ ∞

0

C2
ke

−C2
ktekθt(exp(iu)−1)/2 dt

=
k(k − 1)

2

1

k(k − 1)/2− kθ(exp(iu)− 1)/2
=

p

1− (1− p)eiu
,

avec p = (k− 1)/(k− 1 + θ). Par ailleurs, il est clair que si G suit la loi géométrique
de paramètre p alors

E
(
eiu(G−1)

)
=

p

1− (1− p)eiu
,

ce qui achève la preuve.

Le nombre total de mutations observées sur un échantillon de n individus est
donc

Sn
L
= Y2 + · · ·+ Yn

avec les variables aléatoires (Yi)i indépendantes. On a donc, d’après le lemme 4.6.7,

E(Sn) =
n∑

k=2

E(Yk) =
n∑

k=2

(
k − 1 + θ

k − 1
− 1

)
= θ

n−1∑
k=1

1

k
= θ lnn+O(1).

De même, puisque la variance d’une variable aléatoire de loi G(p) est (1− p)/p2, on
a

V(Sn) =
n∑

k=2

V(Yk) = θ
n−1∑
k=1

1

k
+ θ2

n−1∑
k=1

1

k2
= θ lnn+O(1).

On peut en déduire, comme au paragraphe précédent, le comportement de Sn pour
n grand.
Proposition 4.6.8.

Sn − E(Sn)√
V(Sn)

L−−−→
n→∞

N (0, 1).

4.6.3 Estimation du taux de mutation
Nous présentons ici différentes façons d’estimer θ.

Avec le nombre d’allèles

La proposition 4.6.3 permet d’écrire un intervalle de confiance asymptotique pour
θ : par exemple θ appartient à l’intervalle[

Kn

lnn
− 1.96

√
Kn

lnn
,
Kn

lnn
+

1.96
√
Kn

lnn

]
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avec une probabilité asymptotique 0.95. Comme Kn est d’ordre lnn, l’amplitude
de l’intervalle est de l’ordre de 1/

√
lnn. Pour diviser cette amplitude par 2, il faut

observer n4 individus au lieu de n...

Avec le nombre de mutations

Ce résultat fournit un intervalle de confiance de confiance asymptotique 0.95
pour θ de la forme [

Sn

lnn
− 1.96

√
Sn

lnn
,
Sn

lnn
+

1.96
√
Sn

lnn

]
.

On retrouve un résultat équivalent à la première approche...

4.6.4 La formule de Ewens

On peut en fait décrire plus précisément la structure des allèles d’une popu-
lation de n individus. Dans le modèle à nombre d’allèles infini, un échantillon de
taille n peut être représenté par une configuration c = (c1, . . . , cn) où ci est le
nombre d’allèles représentés i fois et |c| = c1 + 2c2 + · · · + ncn = n. On notera
ei = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) le ième vecteur unitaire. Il s’agit à présent d’établir une
équation satisfaite par les probabilités (q(c)) où q(c) est la probabilité qu’un échan-
tillon de taille |c| tiré sous la probabilité stationnaire ait la configuration c. On pose
q(e1) = 1.

Supposons que la configuration soit c. En remontant la généalogie de l’échantillon
jusqu’au premier changement, nous trouvons une mutation ou un ancêtre commun
à deux individus. Le premier événement a une probabilité

nθ/2

nθ/2 + n(n− 1)/2
=

θ

θ + n− 1
.

La configuration b qui a conduit à la c est
– b = c si la mutation a eu lieu sur l’un des c1 singletons (probabilité c1/n),
– b = c − 2e1 + e2 si la mutation a eu lieu sur un des allèles représenté 2 fois

(probabilité 2(c2 + 1)/n),
– b = c− e1 − ej−1 + ej si la mutation a eu lieu sur un des allèles représenté j

fois (probabilité j(cj + 1)/n)
Le second événement a lieu avec une probabilité (n−1)/(θ+n−1) et dans ce cas, la
configuration précédente était de la forme b = c+ej −ej+1 : un allèle présent j fois
(parmi les cj + 1) s’est dédoublé, ramenant de cj + 1 à cj le nombre d’allèles présent
j fois et de cj+1 − 1 à cj+1 le nombre d’allèles présent j + 1 fois. Cet événement a
une probabilité de j(cj + 1)/(n− 1).
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En conséquence, on a

q(c) =
θ

θ + n− 1

[
c1
n
q(c) +

n∑
j=2

j(cj + 1)

n
q(c− ej−1 + ej)

]

+
n− 1

θ + n− 1

[
n−1∑
j=1

j(cj + 1)

n− 1
q(c− ej + ej+1)

]
,

avec la convention q(b) = 0 si l’un des coefficients de b est strictement négatif.
Ewens, en 1972, établit la loi de c.

Théorème 4.6.9. Sous la loi stationnaire, un échantillon de taille n possède la confi-
guration c avec la probabilité

q(c) = P(C1(n) = c1, . . . , Cn(n) = cn) = 1{|c|=n}
n!

θ(n)

n∏
j=1

(
θ

j

)cj 1

cj
,

avec la notation x(j) = x(x+ 1) · · · (x+ j − 1).

Démonstration. On procède par récurrence sur n|c| et k = ‖c‖ := c1 + · · ·+ cn.

On peut retrouver grâce à la formule d’Ewens la loi de Kn.

Seconde preuve de la proposition 4.6.1. Le nombre d’allèles distincts dans l’échan-
tillon s’écrit encore Kn = C1(n) + · · ·+ Cn(n). Sa loi peut être obtenue à partir de
la FEE :

P(Kn = k) =
∑

c, ‖c‖=k

q(c) =
θk

θ(n)

n!
∑

c, ‖c‖=k

(
1

cj

)cj 1

cj
=
θk
∣∣Sk

n

∣∣
θ(n)

,

où
∣∣Sk

n

∣∣ est le coefficient de xk dans x(x+ 1) · · · (x+ n− 1) (il est appelé nombre de
Stirling de première espèce) et la dernière égalité est la formule de Cauchy donnant
le nombre de permutations de n éléments possédant k cycles distincts.

On peut en déduire une forme plus explicite pour la loi de Kn en calculant sa
fonction génératrice :

E
(
sKn
)

=
n∑

l=1

sl θ
l
∣∣Sl

n

∣∣
θ(n)

=
(θs)(n)

θ(n)

=
θs(θs+ 1) · · · (θs+ n− 1)

θ(θ + 1) · · · (θ + n− 1)

= s

(
1

θ + 1
+

θ

θ + 1
s

)
· · ·
(

n− 1

θ + n− 1
+

θ

θ + n− 1
s

)
=

n∏
j=1

Gθ/(θ+j−1)(s),

où Gp est la fonction génératrice de la loi de Bernoulli de paramètre p. En d’autres
termes Kn a même loi que la somme de variables aléatoires (ξj)16j6n indépendantes
et de loi de Bernoulli de paramètres respectifs (θ/(θ + j − 1))16j6n.
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4.7 Le Coalescent
L’objet de cette section est de décrire la structure d’un processus à temps continu

appelé coalescent de Kingman, à valeurs dans les relations d’équivalence sur l’en-
semble [n] = {1, 2, . . . , n}, qui décrit la généalogie d’une population de taille n.

Jusqu’à présent, nous avons proposé un modèle pour l’évolution temporelle du
nombre d’ancêtres d’une population initiale donnée. Il s’agit à présent d’être plus
précis en gardant trace des liens de parentés entre tous les individus. Numérotons les
individus de 1 à n. À un instant t, on définit la relation d’équivalence (aléatoire) ∼
sur [n] par i ∼ j si et seulement si les individus i et j ont le même ancêtre commun
au temps t. Bien sûr, cette relation d’équivalence s’identifie à une partition de [n]
(en ses classes d’équivalence). Chaque classe d’équivalence correspond à un ancêtre
de la population initiale et les éléments de cette classe sont tous les descendants
de cet individu. Notons C(t) cette partition (aléatoire). Quelle est la dynamique de
(C(t))t>0 ? Supposons que C(0) = α pour une certain partition α de [n] et notons k
le nombre de ses classes (on écrira |α| = k). Lorsque t augmente, nous progressons
vers le passé et le processus reste constant jusqu’à l’apparition d’un ancêtre commun
à deux des ancêtres de chaque classe. Lorsque ceci se produit, les deux ancêtres, et
par conséquence tous leurs descendants, partagent cet ancêtre commun. Les deux
classes d’équivalence sont donc regroupées (ou coalescent). Le taux d’apparition de
cet événement est 1. Il est intuitivement clair que le processus C est markovien.

Notons En l’ensemble des relations d’équivalence sur [n]. Le processus (C(t))t>0

est le processus de Markov à temps continu sur En d’état initial

C(0) = ∆ = {{1}, {2}, . . . , {n}},

(personne n’est rélié à personne), et de générateur Q

qαβ =


−C2

k si α = β et |α| = k,

1 si α ∼ β,

0 sinon,

où la notation α ∼ β signifie que la partition β peut être obtenue à partir de la
partition α en fusionnant deux de ses classes d’équivalence.

Le processus C est appelé coalescent ou n-coalescent. Pour déterminer sa loin, il
faut tout d’abord étudier la chaîne incluse (Ck)k=n,n−1,...,1. Cette chaîne est issue de
∆ et admet pour transitions :

P(Ck−1 = β|Ck = α) =

{
C2

k si α ∼ β et |α| = k,

0 sinon.

Le processus C évolue donc selon une suite ∆ = Cn ∼ Cn−1 ∼ · · · ∼ C1 = Θ, où Θ est
la partition triviale et passe en la partition Ck un temps exponentiel de paramètre
C2

k . Les taux de transition ne dépendent de la partition qu’au travers de son cardinal
et

|C(t)| = An(t),
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puisque les classes de C(t) sont en bĳection avec les ancêtres au temps t. Ainsi, les
processus (An(t))t>0 et (Ck)k sont indépendants et

∀t > 0, C(t) = CAn(t).

Plus précisément,

P(C(t) = α) = P(An(t) = |α|)P(C|α| = α).

on a déjà déterminé la loi de An. Celle de C est donnée par le théorème suivant (dû
à Kingman).
Théorème 4.7.1. Soit 1 6 j 6 n et α une partition de [n] dont les classes d’équiva-
lence admettent les cardinaux λ1, . . . , λj. Alors,

P(Cj = α) =
(n− j)!j!(j − 1)!

n!(n− 1)!
λ1! · · ·λj!.

Démonstration. On procède par récurrence descendante. Le résultat est évident pour
j = n (si α n’est pas la partition ∆, sa probabilité d’apparition est nulle). Supposons
que le résultat soit vrai pour j > 2. Alors

pj−1(β) := P(Cj−1 = β) =
∑
α∈En

pj(α)P(Cj−1 = β|Cj = α)

=
∑
α∼β

pj(α)
2

j(j − 1)
.

Notons λ1, . . . , λj−1 les tailles des classes d’équivalence de β. Celles de α sont
λ1, . . . , λl−1,m, λl − m,λl+1, . . . , λj−1 pour un certain 1 6 l 6 j − 1 et un certain
1 6 m 6 λl − 1. Grâce à l’hypothèse de récurrence,

pj−1(β) =

j−1∑
l=1

λl−1∑
m=1

2(n− j)!j!(j − 1)!

j(j − 1)n!(n− 1)!
λ1! · · ·λl−1!m!(λl −m)!λl+1! · · ·λj−1!

1

2
Cm

λm

=
(n− j)!(j − 1)!(j − 2)!

n!(n− 1)!
λ1! · · ·λj−1!

j−1∑
l=1

λl−1∑
m=1

1

=
(n− j + 1)!(j − 1)!(j − 2)!

n!(n− 1)!
λ1! · · ·λj−1!,

ce qui est le résultat escompté.
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Chapitre 5

Processus ponctuels de Poisson

Les processus ponctuels modélisent des jets de points aléatoires sur des espaces
mesurables très généraux. Le processus de Poisson usuel de comptage de tops espacés
par durées indépendantes et équidistribuées de loi exponentielle apparaît comme
un exemple très particulier de processus ponctuel sur R+. Nous commençons par
rappeler les propriétés essentielles des lois eulériennes qui sont intimement reliées à
ce processus.

5.1 Lois eulériennes et statistique d’ordre uniforme
Lois Beta

Pour tout a > 0 et tout b > 0, la loi Beta(a, b) est la loi de densité

x 7→ Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)
xa−1(1− y)b−1I[0,1](x).

La loi Beta(1, 1) n’est rien d’autre que la loi uniforme U([0, 1]). La loi Beta(1/2, 1/2)
est connue sous le nom de loi de l’arc-sinus. La loi Beta est une sorte d’analogue
continu de la loi binomiale.

Lois Gamma

Pour a > 0 et λ > 0, la loi Gamma(a, λ) est la loi de densité

t ∈ R 7→ λa

Γ(a)
ta−1e−λtIR+(t).

Par récurrence : Gamma(a1, λ) ∗ · · · ∗Gamma(an, λ) = Gamma(a1 + · · ·+ an, λ).
La loi Gamma(1, λ) n’est rien d’autre que la loi exponentielle E(λ). Si E1, . . . , En

sont indépendantes et de loi E(λ), alors L(E1 + · · ·+En) = E(λ)∗n = Gamma(n, λ).
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Lois de Dirichlet

La loi de Dirichlet D(a1, . . . , an) est par définition la loi de

1

G1 + · · ·+Gn

(G1, . . . , Gn)

où G1, . . . , Gn sont des variables aléatoires indépendantes avec Gi ∼ Gamma(ai, 1).
Elle est portée par le simplexe {(x1, . . . , xn) ∈ Rn

+;x1 + · · · + xn = 1}, et permet
de choisir une loi de probabilité discrète à n atomes. Le cas a1 = · · · = an = 1
correspond à la loi uniforme sur le simplexe. La loi de Dirichlet n’admet pas de
densité car le simplexe est de mesure de Lebesgue nulle. Cependant, si (D1, . . . , Dn)
suit la loi D(a1, . . . , an), alors le vecteur marginal (D1, . . . , Dn−1) admet pour densité

(x1, . . . , xn−1) ∈ Rn−1
+ 7→ Γ(a1 + · · ·+ an)

Γ(a1) · · ·Γ(an)

n−1∏
i=1

xai−1
i

(
1−

n−1∑
i=1

xi

)an−1

I06x1,...,xn−161.

Pour tout 1 6 i 6 n, la composante Di suit la loi Beta(ai, a1 + · · · + an − ai). Si
I1, . . . , Ik est une partition de {1, . . . , n}, alors(∑

i∈I1

Di, . . . ,
∑
i∈Ik

Di

)
∼ D

(∑
i∈I1

ai, . . . ,
∑
i∈Ik

ai

)
.

En particulier, pour toute partie non vide I de {1, . . . , n}, on a

∑
i∈I

Di ∼ Beta

(∑
i∈I

ai,
∑
i6∈I

ai

)
.

La loi de Dirichlet est à la loi Beta ce que la loi multinomiale est à la loi binomiale.

Lien avec la statistique d’ordre uniforme

La statistique d’ordre uniforme de taille n sur [0, t] est la loi du vecteur

(U(1), . . . , U(n))

obtenu en réordonnant de manière croissante n variables aléatoires U1, . . . , Un indé-
pendantes et de loi uniforme U([0, t]). La densité de la statistique d’ordre uniforme
de taille n sur [0, t] est donnée par

(t1, . . . , tn) ∈ Rn 7→ n!t−nI0<t1<···<tn<t(t1, . . . , tn).

Il est facile de le voir sans calcul en découpant le cube [0, t]n de mesure de Lebesgue
tn en n! portions isométriques à {(t1, . . . , tn) ∈ [0, t]n; t1 < · · · < tn}.

27 mars 2007 – 23:45 – pdfLATEX. Page 66.



5.2. LOI DES PETITS NOMBRES 67

Soit (En)n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes et équidistribuées
de loi E(λ) avec λ > 0. Posons Tn := E1 + · · · + En pour tout n > 0. On a
L(E1, . . . , En) = E(λ)⊗n, de densité

(s1, . . . , sn) 7→ λne−λ(s1+···+sn)IRn
+
(s1, . . . , sn).

Le changement de variable linéaire triangulaire

(s1, . . . , sn) 7→ (s1, s1 + s2, . . . , s1 + · · ·+ sn)

permet d’établir que L(T1, . . . , Tn) a pour densité

(t1, . . . , tn) ∈ Rn 7→ λne−λtnI0<t1<···<tn(t1, . . . , tn).

Comme L(Tn+1) = E(λ)∗(n+1) = Gamma(n+ 1, λ), il en découle par division que la
loi conditionnelle L(T1, . . . , Tn|Tn+1 = t) est la statistique d’ordre de loi uniforme de
taille n sur [0, t]. Par conséquent, le vecteur aléatoire

1

Tn+1

(T1, . . . , Tn)

est indépendant de Tn+1 et suit la statistique d’ordre uniforme de taille n sur [0, 1].
On en déduit immédiatement que

L(U(1) − U(0), . . . , U(n+1) − U(n)) = L
(

1

E1 + · · ·+ En+1

(E1, . . . , En+1)

)
.

avec U(0) := 0 et U(n+1) := 1. Cette loi n’est rien d’autre que la loi de Dirichlet
D(1, . . . , 1) où 1 est répété n + 1 fois. Ainsi, les écarts entre des réalisations i.i.d.
de loi uniforme suivent des lois Beta, tandis que le vecteur de ces écarts suit une loi
de Dirichlet. Dit à l’envers, si le vecteur (D1, . . . , Dn+1) suit la loi D(1, . . . , 1) alors
D1 + · · ·+Dn+1 = 1 et (D1, D1 +D2, . . . , D1 + · · ·+Dn) suit la statistique d’ordre
uniforme de taille n sur [0, 1].

5.2 Loi des petits nombres
La loi binomiale B(n, p) est la loi de la somme de n variables aléatoires de Ber-

noulli indépendantes et équidistribuées de loi B(p) := pδ1 + (1 − p)δ0. Cela s’écrit
B(n, p) = B(p)∗n. La moyenne et la variance de B(n, p) valent respectivement np et
np(1 − p). Si npn → λ lorsque n → ∞ pour un réel λ > 0, il est bien connu que
B(n, pn) → P(λ). Le théorème suivant généralise ce résultat aux convolutions de
lois de Bernoulli sans hypothèse d’équidistribution.
Théorème 5.2.1 (Loi des petits nombres). Soit (Bn,k)16k6n un tableau triangulaire
infini de variables aléatoires indépendantes à valeurs dans {0, 1}. Supposons que
les moyennes (pn,k)16k6n de ces variables aléatoires de Bernoulli vérifient les deux
propriétés suivantes :
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1. stabilisation de la moyenne : limn→∞
∑n

k=1 pn,k = λ <∞ ;
2. dispersion des bits : limn→∞ supn

k=1 pn,k = 0 :
alors la variable aléatoire Sn :=

∑n
k=1Bn,k converge en loi vers P(λ).

Lorsque pn,1 = · · · = pn,n =: pn pour tout entier n > 0, alors Sn ∼ B(n, pn) et on
retrouve la condition npn → λ, qui implique pn → 0 (qui est la seconde condition).
En substance, le théorème 5.2.1 signifie que les lois de Poisson forment l’adhérence
de l’ensemble des convolutions de lois de Bernoulli, pourvu que la moyenne de la
convolution se stabilise et que les lois de Bernoulli se dispersent.

Démonstration. La fonction génératrice de Sn s’écrit, pour |u| < 1,

E(uSn) =
n∏

k=1

(1− pn,k + pn,ku) = exp

(
n∑

k=1

log(1− pn,k(1− u))

)
.

L’inégalité élémentaire −x2 6 x + log(1 − x) 6 0 valable pour 0 6 x 6 1/2 et la
seconde hypothèse fournissent, pour n assez grand :∣∣∣∣∣

n∑
k=1

log(1− pn,k(1− u)) +
n∑

k=1

pn,k(1− u)

∣∣∣∣∣ 6
n∑

k=1

(pn,k)
2 6

(
sup

k
pn,k

) n∑
k=1

pn,k.

Lorsque n → ∞, le membre de droite de l’inégalité ci-dessus est équivalent à
λ supk pn,k en vertu des hypothèses. Par conséquent,

lim
n→∞

n∑
k=1

log(1− pn,k(1− u)) = lim
n→∞

−
n∑

k=1

pn,k(1− u) = −λ(1− u),

et donc limn→∞ E(uSn) = exp(−λ(1− u)) comme attendu.

Remarque 5.2.2 (Inégalité de Le Cam). Soit λ > 0 un réel fixé. Pour tout entier
n > 0, soit Sn une variable aléatoire somme de n variables aléatoires de Bernoulli
indépendantes de paramètres respectifs p1, . . . , pn. Si p1 + · · · + pn = λ pour tout
n > 0, alors

∞∑
k=1

∣∣∣∣P(Sn = k)− e−λλ
k

k!

∣∣∣∣ < 2
n∑

k=1

p2
i .

Il s’agit de l’inégalité de Le Cam. Lorsque p1 = · · · = pn = λ/n, alors le membre de
droite devient 2λ2/n2, et on retrouve que B(n, λ/n) → P(λ) quand n→∞.

5.3 Loi de Poisson et loi multinomiale
Soit d > 2 un entier et p1δ1 + · · · + pdδd une loi sur l’ensemble fini {1, . . . , d}.

La loi multinomiale M(n, (p1, . . . , pd)) est par définition la loi sur Nd donnée par
(e1, . . . , ed désigne la base canonique de Rd) :

(p1δe1 + · · ·+ pdδed
)∗n =

∑
n1+···+nd=n

n!

n1! · · ·nd!
pn1

1 · · · pnd
d δ(n1,...,nd).
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Elle est portée par {(n1, . . . , nd) ∈ Nd;n1 + · · · + nd = n}. Elle correspond aux
effectifs obtenus lors de n réalisations indépendantes de loi p1δ1 + · · ·+ pdδd. Penser
par exemple à n lancers d’un dé à d faces. Cette loi est associée aux schémas de
Bernoulli à d issues possibles. Pour d = 2, la loi multinomiale s’identifie à la loi
binomiale d’un schéma de Bernoulli à deux issues possibles (jeu de pile ou face).

Si (M1, . . . ,Md) ∼ M(n, (p1, . . . , pd)) alors pour tout 1 6 i 6 d, la composante
Mi suit la loi binomiale B(n, pi). Les composantes ne sont pas indépendantes car
reliées par M1 + · · ·+Md = n. Si I1, . . . , Ik est une partition de {1, . . . , d}, alors(∑

i∈I1

Mi, . . . ,
∑
i∈Ik

Mi

)
∼M

(
n,

(∑
i∈I1

pi, . . . ,
∑
i∈Ik

pi

))
.

En particulier, pour tout partie non vide I de {1, . . . , n}, on a

∑
i∈I

Mi ∼ B

(
n,
∑
i∈I

pi

)
.

La loi multinomiale est à la loi binomiale ce que la loi de Dirichlet est à la loi Beta.
Le théorème suivant montre que les lois multinomiales, et donc également les lois
binomiales, apparaissent naturellement en conditionnant des lois de Poisson.
Théorème 5.3.1 (Poisson et multinomiale). Si P1, . . . , Pd sont des variables aléatoires
indépendantes de loi de Poisson de moyennes respectives λ1 > 0, . . . , λd > 0, alors
pour tout n > 1,

L((P1, . . . , Pd) |P1 + · · ·+ Pd = n) = M(n, (p1, . . . , pd)),

où pi := λi/(λ1 + · · · + λd). Lorsque λ1 = · · · = λd = λ, alors p1 = · · · = pd = 1/d
et L((P1, . . . , Pd) |P1 + · · ·+ Pd = n) ne dépend pas de λ.

Démonstration. P(P1 = n1, . . . , Pd = nd) = e−λ1−···−λd
λ

n1
1 ···λnd

d

n1!···nd!
pour tout d-uplet

d’entiers (n1, . . . , nd). D’autre part

P(P1 + · · ·+ Pd = n) = e−λ1−···−λd
(λ1 + · · ·+ λd)

n

n!

car P1 + · · · + Pd suit la loi de Poisson de moyenne λ1 + · · · + λd (la somme de
variables de Poisson indépendantes est encore une variable de Poisson).

5.4 Processus de Poisson et comptage de tops
Soit (En)n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle

E(λ) de moyenne 1/λ, où λ > 0 est un nombre réel fixé. Pour tout entier n > 0, on
pose Tn := E1 + · · · + En. La suite (Tn)n>0 modélise des tops dans l’axe de temps
R+ espacés par des durées indépendantes et équidistribuées de loi exponentielle.
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La suite (Tn)n>0 constitue également une manière de jeter aléatoirement des
points sur R+. On note X l’ensemble aléatoire {Tn;n > 0}. Si I est un borélien de
R+, la variable aléatoire Card(X ∩ I) à valeurs dans N∪ {∞} représente le nombre
de tops contenus dans I.
Définition 5.4.1 (Processus de Poisson). Le processus (Nt)t>0 défini pour tout t > 0
par Nt := Card(X ∩ [0, t]) est appelé processus de Poisson sur R+, issu de 0, et
d’intensité λ.

Il est clair que N0 = 0 car les variables aléatoires (Tn)n>0 sont indépendantes
et leurs lois n’ont pas d’atomes. Presque sûrement, les trajectoires de (Nt)t>0 sont
constantes par morceaux, continues à droite avec limites à gauche. Les sauts valent
tous 1, et ont lieu exactement aux instants (Tn). On a Card(X ∩ [0, t]) = Nt pour
tout t > 0, et plus généralement, pour tout intervalle I d’extrémités t et t+ s avec
t > 0 et s > 0, l’absence d’atomes dans la loi exponentielle donne

Card(X ∩ I) = Nt+s −Nt.

Le théorème ci-dessous affirme en particulier que les accroissements de (Nt)t>0 sont
indépendants et stationnaires, de loi de Poisson.
Théorème 5.4.2 (Structure par localisation). Les deux propriétés suivantes ont lieu :

1. si I1, . . . , Id sont des intervalles bornés et disjoints de R+, de mesures de Le-
besgue respectives |I1|, . . . , |Id|, alors les variables aléatoires

Card(X ∩ I1), . . . ,Card(X ∩ Id)

sont indépendantes, et suivent respectivement les lois de Poisson

P(λ|I1|), . . . ,P(λ|Id|).

De plus, pour tout entier n > 0, et conditionnellement à {Card(X ∩ I) = n}
où I := I1 ∪ · · · ∪ Id, le vecteur aléatoire

(Card(X ∩ I1), . . . ,Card(X ∩ Id))

suit la loi multinomiale correspondant au vecteur des effectifs de n réalisations
indépendantes de loi discrète p1δ1 + · · ·+ pdδd avec pi := |Ii|/|I|. Cette loi ne
dépend pas de λ ;

2. pour tout intervalle borné et non vide I de R+, et pour tout entier n > 0,
conditionnellement à {Card(X ∩ I) = n}, les points aléatoires X ∩ I de R+

sont distribués comme n réalisations indépendantes de loi uniforme sur I.

Démonstration. Pour la première partie du théorème, on se ramène en rajoutant des
intervalles intermédiaires au cas où les intervalles I1, . . . , Id sont adjacents, d’extré-
mités 0 := t0 6 · · · 6 td. Soient k1, . . . , kd des entiers et Ci := {Card(X ∩ Ii) = ki}.
En notant m0 := 0 et mi := k1 + · · ·+ ki pour tout 1 6 i 6 d, on a

{Card(X ∩ Ii) = ki} = {ti−1 < Tmi+1 6 ti < Tmi+1+1}.
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L’expression déjà obtenue de la densité de L(T1, . . . , Tmd+1) conduit par récurrence
sur d à la formule

P
(
∩d

i=1Ci

)
= λmd

d∏
i=1

e−λ(ti−ti−1) (ti − ti−1)
ki

ki!
=

d∏
i=1

e−λ(ti−ti−1)λ
ki|Ii|ki

ki!
.

Ceci montre que les composantes du vecteur (Card(X ∩ I1), . . . ,Card(X ∩ Id)) sont
indépendantes et de lois de Poisson P(λ|I1|), . . . ,P(λ|Id|). Le résultat multinomial
s’obtient ensuite directement en utilisant le théorème 5.3.1.

Pour la seconde partie du théorème. On pose I = [t, t + s] avec t > 0 et s > 0.
Pour tout k ∈ N, l’expression de la densité de L(T1, . . . , Tn+k+1) montre que sur

{Nt = k;Nt+s −Nt = n} = {Tk 6 t < Tk+1;Tn+k 6 t+ s < Tn+k+1},

la densité de L(Tk+1, . . . , Tk+n) s’écrit

(tk+1, . . . , tk+n) ∈ Rn 7→ tk

k!
λk+ne−λ(t+s)It<tk+1<···<tk+n<t+s(tk+1, . . . , tk+n).

Ainsi, sur {Nt = k;Nt+s − Nt = n}, les n points de X ∩ I ordonnés de manière
croissante admettent la densité

(u1, . . . , un) ∈ Rn 7→ tk

k!
λk+ne−λ(t+s)It<u1<···<un<t+s(u1, . . . , un).

Ensuite, on somme sur k puis on divise par P(Nt+s −Nt = n) = e−λs(λs)n/n!.

La loi multinomiale modélise un schéma de Bernoulli de taille n à d issues pos-
sibles : penser à n jets d’un dé à d faces. Pour d = 2, on retrouve le jeu de pile ou
face et la loi binomiale.
Remarque 5.4.3 (Intensité). La première propriété fournie par le théorème 5.4.2
indique que λ joue le rôle d’une intensité. Le nombre moyen de points aléatoires dans
I vaut λ|I|, et croit donc linéairement avec λ. Plus précisément, il croit linéairement
avec la masse affectée à I par la mesure Λ définie pour tout borélien A par Λ(A) :=
λ|A|. La mesure Λ est un multiple de la mesure de Lebesgue.
Remarque 5.4.4 (Simulation). La combinaison des deux propriétés fournies par le
théorème 5.4.2 permet de simuler une réalisation de l’ensemble X ∩ I, en simulant
une réalisation de la loi de Poisson P(λ|I|), ce qui fournit un nombre entier n, puis n
réalisations indépendantes de loi uniforme sur I. Cette approche est une alternative
intéressante à la simulation de la suite (En)n>0.
Remarque 5.4.5 (Intervalles ou boréliens ?). Dans les résultats précédents, les inter-
valles peuvent être remplacés par des boréliens quelconques de mesure de Lebesgue
finie. En effet, les intervalles bornés engendrent la tribu borélienne, et par consé-
quent, tout borélien s’obtient par des opérations ensemblistes dénombrables à partir
d’intervalles.
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Remarque 5.4.6 (Point de vue markovien). Le processus (Nt)t>0 constitue une chaîne
de Markov à temps continu d’espace d’état N et de générateur infinitésimal L donné
pour tous n et m dans N par

L(n,m) =


+λ si m = n+ 1

−λ si m = n

0 sinon
.

Son action sur une fonction f : N → R s’écrit, pour tout n ∈ N,

(Lf)(n) = λ(f(n+ 1)− f(n)).

La chaîne incluse est déterministe, de noyau P : N×N → [0, 1] donné par P (n, n+
1) = 1 pour tout n ∈ N. Les mesures invariantes sont les multiples de la mesure de
comptage sur N, qui sont de plus symétriques. Il n’y a pas de loi invariante.
Remarque 5.4.7 (Point de vue mesures ponctuelles aléatoires). L’ensemble aléatoire
X := {T1, T2, . . .} peut être identifié à la mesure ponctuelles aléatoire :∑

x∈X

δx =
∞∑

n=1

δTn .

Par abus de notation, on note également X cette mesure ponctuelle aléatoire. Pour
tout borélien I de R+,

X(I) =

∫
R+

II(x) dX(x) = Card(X ∩ I).

On a également

X(I) =
∑
x∈X

II(x) =
∞∑

n=1

II(Tn).

Les deux propriétés suivantes sont fondamentales :
1. presque sûrement, la mesure ponctuelle aléatoire X est localement finie : cela

signifie que presque sûrement, pour tout compactK de R+, la variable aléatoire
X(K) est finie. En effet, X(K) ∼ P(|K|) ;

2. presque sûrement, la mesure ponctuelle aléatoire X est simple : cela signifie que
les atomes de X sont tous différents. En effet, les variables aléatoires (En)n>0

qui donnent les espacements des atomes sont i.i.d. et de loi commune à densité.
Ainsi, le processus de Poisson peut être vu comme une variable aléatoire à valeurs
dans l’ensemble des mesures ponctuelles simples localement finies.
Remarque 5.4.8 (Estimation de l’intensité). L’estimation de l’intensité λ peut être
menée grâce à la loi des grands nombres (LGN) et au théorème central limite (TLC)
suivants :

Nt

t

p.s.−→
t→+∞

λ et
√
t

(
Nt

t
− λ

)
L−→

t→+∞
N (0, λ).
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Le TLC s’obtient par transformée de Fourier tandis que la LGN découle de l’encadre-
ment Nbtc 6 Nt 6 Nbtc+1 et de l’indépendance et stationnarité des accroissements.
On dispose également d’une LGN et d’un TLC pour les temps de saut :

T1 + · · ·+ Tn

n

p.s.−→
n→+∞

1

λ
et

√
n

(
T1 + · · ·+ Tn

n
− 1

λ

)
L−→

t→+∞
N
(

0,
1

λ2

)
.

Cela fournit au passage une nouvelle preuve de la LGN pour (Nt)t>0 car NTn/Tn =
n/Tn pour tout entier n > 0.
Remarque 5.4.9 (Processus de Poisson composé). Soit (Nt)t>0 un processus de Pois-
son simple issu de 0 et d’intensité λ. Si (Zn)n∈N est une chaîne de Markov d’espace
d’état Rd, indépendante de (Nt)t>0, le processus (ZNt)t>0 est appelé processus de
Poisson composé. Quels sont ses temps de temps de sauts ? Quel est son généra-
teur ?
Théorème 5.4.10 (Caractérisation du processus de Poisson simple). Soit (Nt)t>0 une
famille de variables aléatoires à valeurs dans N et indexée par le réel t > 0. Supposons
que N0 = 0 et que les trajectoires t 7→ Nt sont presque sûrement croissantes et
continues à droite (donc avec limites à gauche). Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes, pour tout réel λ > 0.

1. Comptage. (Nt)t>0 est le processus de comptage de tops espacés par des durées
indépendantes et équidistribuées de loi exponentielle E(λ) ;

2. Temps de saut et sauts. Les temps inter-sauts de (Nt)t>0 sont indépendants
et équidistribués de loi exponentielle E(λ), et les sauts valent tous +1 ;

3. Structure des accroissements. Pour tous 0 6 t0 6 t1 6 · · · 6 tn, les
accroissements

Ntn −Ntn−1 , . . . , Nt1 −Nt0

sont indépendants et de lois

P(λ(tn − tn−1)), . . . ,P(λ(t1 − t0));

4. Propriété infinitésimale. Les accroissements de (Nt)t>0 sont indépendants,
et de plus

sup
t>0

P(Nt+ε −Nt = 0) = 1− λε+ o(ε)

et
sup
t>0

P(Nt+ε −Nt = 1) = λε+ o(ε).

Démonstration. L’équivalence des propriétés 1 et 2 est claire. Montrons que la pro-
priété 3 se déduit de la propriété 2. Soient k1, . . . , kn des entiers et C := {N1−Nt0 =
k1, . . . , Ntn −Ntn−1 = kn}. En notant m0 := 0 et mi := k1 + · · ·+ ki, on a pour tout
1 6 i 6 n

{Nti −Nti−1
= ki} = {ti−1 < Tmi+1 6 ti < Tmi+1+1}.
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La loi de L(T1, . . . , Tmn+1) donne

P(C) = λmn

n∏
i=1

e−(ti−ti−1) (ti − ti−1)
ki

ki!
=

n∏
i=1

e−λ(ti−ti−1)λ
ki(ti − ti−1)

ki

ki!
.

Ainsi, la propriété 2 implique la propriété 3. On montre que la propriété 3 implique la
propriété 4 en observant que P(Nt+ε−Nt = 0) = e−λε et P(Nt+ε−Nt = 0) = e−λελε.
Montrons que la propriété 4 implique la propriété 3. On a supt>0 P(Nt+ε−Nt = m) =
o(ε) pour tout m > 2. Par suite, en notant pk(t) := P(Nt = k), on obtient pour tout
m > 1, pm(t+ ε) =

∑m
n=0 P(Nt+ε −Nt = n)pm−n(t), et donc

sup
t>0

(
pm(t+ ε)− pm(t)

ε
+ λpm(t)− λpm−1(t)

)
= O(ε).

En exprimant cette propriété pour t− ε, on obtient

pm(t)− pm(t− ε)

ε
= −λpm(t− ε) + λpm−1(t− ε) +O(ε).

La fonction t 7→ pm(t) est donc continue et même dérivable, et vérifie l’équation
différentielle p′m(t) = −λpm(t) + λpm−1(t). De la même manière, on montre que
p′0(t) = −λp0(t). Les conditions initiales de ces équations sont imposées par N0 = 0.
Par récurrence sur m, on obtient pm(t) = e−λt(λt)m/m!, c’est-à-dire que Nt suit la
loi de Poisson P(λt). Comme (Ns+t − Ns)t>0 vérifie également la propriété 4, on
obtient bien la propriété 3. Montrons enfin que la propriété 3 implique la propriété
1. La propriété 3 spécifie la loi des trajectoires, et il existe donc un unique processus
vérifiant la propriété 3, qui est donc forcément le processus de Poisson simple issu
de 0 et d’intensité λ construit par la propriété 1.

Corollaire 5.4.11 (Stabilité par superposition). Si (Nt)t>0 et (N ′
t)t>0 sont deux pro-

cessus de Poisson simples indépendants, issus de 0 et d’intensités respectives λ et
λ′, alors (Nt + N ′

t)t>0 est un processus de Poisson simple issu de 0 de d’intensité
λ+ λ′.

Imaginons que chaque top d’un processus de Poisson soit muni d’une valeur 0 ou
1 de manière indépendante, avec probabilité p. Alors les tops marqués 0 et les tops
marqués 1 constituent deux processus de Poisson indépendants dont les intensités
s’additionnent pour donner l’intensité de départ. C’est en substance ce qu’affirme le
théorème suivant.
Théorème 5.4.12 (Propriété de stabilité par marquage et amincissement). Soit (Nt)t>0

un processus de Poisson simple issu de 0 et d’intensité λ, et de temps de sauts
(Tn)n>0. Soit (Yn)n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Ber-
noulli B(p), indépendante de (Tn)n>0. Alors les processus de comptage des suites
amincies {Tn; t.q. Yn = 1} et {Tn; t.q. Yn = 0} sont des processus de Poisson simples
indépendants issus de 0 et d’intensités respectives pλ et qλ où q := 1− p.
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Démonstration. Les processus de comptage U := (Ut)t>0 et V := (Vt)t>0 des deux
suites amincies sont donnés par Ut :=

∑Nt

k=1 Yk et Vt :=
∑Nt

k=1(1−Yk). La transformée
de Laplace du couple (Ut, Vt) se calcule explicitement. En effet, comme

Bn := Y1 + · · ·+ Yn ∼ B(n, p),

on a

E
(
eαU+βV

)
= E

(
eβNt+(α−β)BNt

)
= E

(
E
(
eβNte(α−β)BNt |Nt

))
= E

(
eβNt

(
peα−β + q

)Nt
)

= eλteeβ(peα−β+q)

= epλt(eα−1)eqλ(eβ−1)

= E
(
eαUt

)
E
(
eβVt

)
,

où la dernière égalité s’obtient en considérant les cas particuliers α = 0 et β = 0.
Ceci montre que Ut et Vt sont indépendantes, de lois P(pλt) et P(qλt). La même
méthode montre que U et V sont à accroissements stationnaires, indépendants entre
eux et de manière croisée, et de loi de Poisson. Le résultat attendu découle alors du
théorème de caractérisation des processus de Poisson simples par la structure des
accroissements.

Remarque 5.4.13 (Temps de sauts des processus amincis). Considérons les données
du théorème ci-dessus. Si Bn := Y1 + · · · + Yn alors (Bn)n>0 est un processus de
Bernoulli de paramètre p, indépendant de (Nt)t>0. Ses temps inter-sauts sont géo-
métriques et indépendants des temps inter-sauts exponentiels de (Nt)t>0. Les temps
inter-sauts des deux processus amincis sont par conséquent des sommes géométriques
de lois Gamma (cela correspond à une stabilité des lois Gamma par mélange géomé-
trique). Le théorème ci-dessus montre que ces temps sont encore exponentiels. Les
deux processus amincis constituent des exemples processus de Poisson composés,
associés à un processus de Bernoulli.

Le processus de Poisson sur R+ constitue le processus de comptage de tops
espacés par des durées aléatoires indépendantes et de même loi exponentielle. Ce
processus constitue également une manière de jeter des points aléatoirement sur
l’axe des temps R+. Cette interprétation en terme de processus ponctuel montre que
l’orientation de l’axe des temps R+ ne joue aucun rôle fondamental. Cela conduit
naturellement à la notion de processus ponctuels génériques abordée dans la suite
du chapitre.

5.5 Processus ponctuels
Cette section est largement inspirée des premières pages du livre [Rob00].
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Nous remplaçons à présent R+ par un bon espace E. Dans ce chapitre, bon espace
signifie espace métrique localement compact pour lequel il existe un recouvrement
dénombrable par des compacts. C’est le cas de Rd et des variétés usuelles. Dans tout
ce qui va suivre, on peut en cas de difficulté se contenter de prendre E = Rd, ou
encore plus simplement E = R+. On munit E de sa tribu borélienne B(E).

Une mesure de Borel positive µ sur E est localement finie lorsque µ(K) < ∞
pour tout compact K de E. Une mesure de Borel positive µ sur E est ponctuelle
lorsqu’elle s’écrit

∑
n δxn pour une famille au plus dénombrable (xn) de E.

Une mesure ponctuelle est localement finie si et seulement si elle possède un
nombre fini d’atomes dans chaque compact de E. On note A(E) l’ensemble des
mesures ponctuelles localement finies.

On muni A(E) de la topologie de la convergence faible des mesures : une suite
(µn) de A(E) converge vers µ dans A(E) si seulement si∫

E

f dµn −→
n→+∞

∫
E

f dµ

pour toute fonction f : E → R+ continue positive et à support compact. La tribu
borélienne de cette topologie est notée A(E). Elle rend mesurable les applications

µ ∈ A(E) 7→ µ(A), pour tout A ∈ B(E).

Définition 5.5.1 (Processus ponctuels). Un processus ponctuel X sur E est une va-
riable aléatoire à valeurs dans A(E).

5.5.1 Loi et intensité d’un processus ponctuel
La loi d’un processus ponctuel X sur E est une loi sur (A(E),A(E)). Une réali-

sation de X correspond à un élément de A(E), c’est-à-dire à une mesure ponctuelle
localement finie sur E. Le processus ponctuel X modélise le jet aléatoire de points
dans E.
Théorème 5.5.2 (Caractérisation de la loi d’un processus ponctuel). La loi d’un pro-
cessus ponctuel X sur E est caractérisée par chacune des manières suivantes :

1. en spécifiant la loi de la variable aléatoire réelle∫
E

f dX =
∑
x∈X

f(x)

pour toute fonction f : E → R continue à support compact. Notons que
dans le membre de gauche, la notation X désigne une mesure ponc-
tuelle aléatoire tandis que dans le membre de droite, elle désigne
les atomes (aléatoires) de cette mesure. Cette double notation est
utilisée très souvent par la suite ;
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2. en spécifiant la loi de la variable aléatoire réelle∫
E

f dX

pour toute fonction f : E → R étagée, c’est-à-dire de la forme
∑n

i=1 αiIAi
où

n > 0 est un entier, α1, . . . , αn sont des réels et A1, . . . , An sont disjoints et
dans B(E) ;

3. en spécifiant la loi du vecteur aléatoire de Nn

(X(A1), . . . , X(An))

pour tout entier n > 0, et tous A1, . . . , An disjoints et dans B(E) ;
4. en spécifiant la transformée de Laplace de X, c’est-à-dire la fonctionnelle

f 7→ E
(

exp

(
−
∫

E

f dX

))
où f : E → R+ est mesurable positive.

Démonstration. Exercice !

Définition 5.5.3 (Mesure d’intensité d’un Processus ponctuel). La mesure d’intensité
Λ d’un processus ponctuel X sur E est la mesure sur E définie par

Λ(A) := E(X(A)) pour tout A ∈ B(E).

Remarque 5.5.4 (Contre-exemple). Si T est une variable aléatoire à valeurs dans N,
non intégrable, alors l’ensemble aléatoire {1, 1/2, . . . , 1/T} constitue un processus
ponctuel sur R+ dont la mesure d’intensité est infinie sur tout compact de la forme
[0, t] avec t > 0. Ainsi, la mesure d’intensité d’un processus ponctuel n’est pas
forcément localement finie.
Théorème 5.5.5 (Formule de Campbell). Si X est un processus ponctuel sur E de
mesure d’intensité Λ, alors pour toute fonction mesurable positive f : E → R+,

E
(∫

E

f(x)dX(x)

)
=

∫
E

f(x) dΛ(x).

Démonstration. On se ramène à f étagée par convergence monotone, puis à f = IA
avec A ∈ B(E) par linéarité. Dans ce dernier cas, l’identité souhaitée revient à la
définition de la mesure d’intensité.

Définition 5.5.6 (Restriction). Soit X un processus ponctuel sur E, de mesure d’in-
tensité Λ. Soit également A ∈ B(E) tel que 0 < Λ(A) < ∞. La restriction de X à
A, notée XA, est obtenue en sélectionnant les atomes de X qui appartiennent à A.
Théorème 5.5.7 (Localisation). Soit X un processus ponctuel sur E, de mesure
d’intensité Λ. Soit également A ∈ B(E) tel que 0 < Λ(A) < ∞. Alors XA est un
processus ponctuel sur E de mesure d’intensité Λ(A ∩ ·), de densité IA par rapport
à Λ.

Démonstration. Découle directement des définitions de Λ et XA !
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5.5.2 Processus ponctuels simples
Une mesure ponctuelle est simple lorsque ses atomes sont tous différents. On

note S(E) le sous-ensemble de A(E) constitué par les mesures ponctuelles simples
localement finies. Si µ ∈ A(E), alors µ ∈ S(E) si et seulement si µ({a}) ∈ {0, 1}
pour tout a ∈ E. Si µ ∈ S(E) et A ∈ B(E), alors le nombre entier µ(A) représente
le nombre d’atomes de µ contenus dans A. Cela est faux si µ ∈ A(E) \ S(E).

Un sous-ensemble de E est localement fini lorsque son intersection avec tout
compact de E est finie. Comme E est réunion au plus dénombrable de compacts, un
sous-ensemble localement fini de E est toujours au plus dénombrable. La classe des
sous-ensembles localement finis de E est en bĳection avec S(E). Ainsi, un élément µ
de S(E) s’identifie à un ensemble localement fini de E, et on a µ(A) = Card(µ∩A)
pour tout A ∈ B(E).
Définition 5.5.8 (Processus ponctuels simples). Un processus ponctuel X sur E est
simple lorsqu’il prend presque sûrement ses valeurs dans S(E). En d’autres termes,
lorsque X({a}) ∈ {0, 1} avec probabilité 1 pour tout a ∈ E.

Pour un processus ponctuel simple X sur E de mesure d’intensité Λ, et pour
tout A ∈ B(E), la quantité Λ(A) = E(X(A)) représente le nombre moyens d’atomes
de X contenu dans A. Cela justifie a posteriori le terme « intensité » utilisé pour Λ.

5.6 Processus ponctuels de Poisson
Un processus ponctuel de Poisson possède des propriétés similaires à celles du

processus de comptage de tops espacés par des durées aléatoires indépendantes et
équidistribuées de loi exponentielle.
Définition 5.6.1 (Processus ponctuels de Poisson). Un processus ponctuel X sur E
de mesure d’intensité Λ est un processus ponctuel de Poisson lorsque les propriétés
suivantes sont vérifiées :

1. la mesure d’intensité Λ est localement finie ;
2. si A1, . . . , Ad ∈ B(E) sont disjoints, alors X(A1), . . . , X(Ad) sont des variables

aléatoires indépendantes ;
3. si A ∈ B(E) vérifie Λ(A) < ∞ alors la variable aléatoire X(A) suit la loi de

Poisson P(Λ(A)).
En particulier, pour tout compact K, la variable aléatoire X(K) est finie presque

sûrement et suit la loi de Poisson P(Λ(K)).
Exemple 5.6.2 (Une famille de processus ponctuels de Poisson sur R+). Considérons
une suite (En)n>0 de variables aléatoires indépendantes et de même loi exponentielle
E(λ). Posons X := {T1, T2, . . .} où Tn := E1 + · · · + En pour tout n > 0. On
peut également écrire X :=

∑∞
n=1 δTn . En vertu du théorème 5.4.2, X constitue

un processus ponctuel de Poisson sur E = R+ dont la mesure d’intensité Λ n’est
rien d’autre qu’un multiple de la mesure de Lebesgue : Λ(A) := λ|A| pour tout
A ∈ B(E).
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Théorème 5.6.3 (Transformée de Laplace et caractérisation). Soit X un processus
ponctuel sur E de mesure d’intensité Λ. Alors X est de Poisson si et seulement si
pour toute fonction mesurable positive f : E → R+, la transformée de Laplace de X
en f est donnée par

E
(

exp

(
−
∫

E

f dX

))
= exp

(
−
∫

E

(1− e−f ) dΛ

)
.

En particulier, la loi d’un processus ponctuel de Poisson est caractérisée par sa
mesure d’intensité. De plus, le processus ponctuel de Poisson X est simple si et
seulement si la mesure Λ est diffuse (i.e. n’a pas d’atomes).

Démonstration. Pour l’expression de la transformée de Laplace, il suffit de considérer
f étagée de la forme f =

∑d
i=1 αnIAi

avec d > 0 entier, A1, . . . , Ad disjoints et dans
B(E), et α1, . . . , αd dans R. Dans ce cas, on a en vertu de la propriété d’indépendance
sur les ensembles disjoints :

E
(

exp

(
−
∫

E

f dX

))
= E

(
exp

(
−

d∑
i=1

αiX(Ai)

))
=

d∏
i=1

E(exp (−αiX(Ai))).

Le résultat découle alors du fait que X(Ai) ∼ P(Λ(Ai)).
Pour la caractérisation de la simplicité, on constate tout d’abord que si la mesure

Λ admet une masse Λ({x}) > 0 en x ∈ E, la variable aléatoire X({x}) suit la loi
de Poisson P(Λ({x})) et en particulier, P(X({x}) = 2) > 0, ce qui entraîne que
X n’est pas simple. Réciproquement, supposons que Λ est diffuse, et soit K un
sous-ensemble compact de E. Comme Λ est diffuse, pour tout ε > 0, il existe une
partition finie de K en boréliens A1, . . . , An tel que µ(Ai) 6 ε pour tout 1 6 i 6 n,
cf. par exemple [Rob03, Lemma 1.3]. D’autre part, si N est une variable aléatoire
de Poisson de moyenne λ, alors

P(N > 2) = e−λ

∞∑
k=2

λk

k!
= λ2

∞∑
k=0

λk

(k + 2)!
6 λ2.

Par conséquent, en utilisant ces deux propriétés,

P(X n’est pas simple sur K) 6
n∑

i=1

P(X(An) > 2)

6
n∑

i=1

Λ(An)2

6 ε

n∑
i=1

Λ(An) = εΛ(K).

En faisant tendre ε vers 0, on obtient P(X n’est pas simple sur K) = 0 Il ne reste
plus qu’à considérer une suite de compacts qui recouvre le bon espace E pour
conclure par continuité supérieure que X est simple.
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Le théorème suivant montre que l’hypothèse de diffusion sur la mesure d’intensité
permet d’alléger la définition des processus ponctuels de Poisson simples. L’idée
consiste à découper un borélien en tout petits morceaux, sur lequel le processus
ponctuel fait apparaître des variables de Bernoulli, indépendantes, puis à utiliser la
loi des petits nombres pour faire apparaître la loi de Poisson.
Théorème 5.6.4 (Intensité diffuse et simplicité). Soit X un processus ponctuel simple
sur E de mesure d’intensité Λ diffuse localement finie, vérifiant la propriété sui-
vante :

1. si A1, . . . , Ad ∈ B(E) sont disjoints, alors X(A1), . . . , X(Ad) sont des variables
aléatoires indépendantes.

Alors X est un processus ponctuel de Poisson simple.

Démonstration. Comme Λ est diffuse, pour tout sous-ensemble compact K de E,
et pour tout entier n > 0, il existe une partition finie An,1, . . . , An,kn de K en sous-
ensembles relativement compacts tels que pour tout 1 6 i 6 kn,

Λ(An,i) <
1

n
et An,i ⊂ B(xn,i, rn,i) avec rn,i <

1

n
.

Cette propriété est démontrée dans [Rob03, Lemma 1.3]. Cet argument peut être
répété pour chacun des An,i. On obtient ainsi par récurrence une suite de partitions
emboîtées, (An+1,j)j∈In,i

étant une partition de An,i. La variable aléatoire X(K) se
décompose alors de la manière suivante :

X(K) =
∑

i

X(An,i) =
∑

i

I{X(An,i)=1} +
∑

i

X(An,i)I{X(An,i)>2} = Sn + S ′n.

Nous allons montrer que S ′n est négligeable quand n → ∞. On écrit en utilisant la
partition de la partition

X(An,i)I{X(An,i)>2} = I{X(An,i>2}
∑

j∈In,i

X(An+1,j) >
∑

j∈In,i

X(An+1,j)I{X(An+1,j)>2}.

Ainsi, on montre que S ′n décroît avec n. Sa limite quand n → ∞ est nécessaire-
ment nulle car sinon, avec probabilité non nulle, il existerait une suite (in) telle que
An+1,in+1 ⊂ An,in et X(An,in) > 2 pour tout n. Comme les An,in sont inclus dans des
boules dont le rayon tend vers 0 quand n→∞, la limite des An,in est soit vide soit
réduite à un point. La masse de chacun de ces points pour X doit être au moins 2,
ce qui contredit le fait que X est simple. Il est donc établi que presque sûrement,
(S ′n) tend vers 0. Comme S ′n est bornée par la variable aléatoire intégrable X(K),
le théorème de convergence dominée entraîne que (S ′n) converge dans L1 vers 0. Par
conséquent,

lim
n→∞

E(Sn) = Λ(K).

Or E(I{X(An,i)=1}) 6 E(X(An,i)) = Λ(An,i) < 1/n, et donc les variables aléatoires
de Bernoulli I{An,i=1} vérifient les hypothèses de la loi des petits nombres (théorème
5.2.1). Par conséquent, (Sn) converge en loi vers P(Λ(K)). Ainsi, X(K) ∼ P(Λ(K)).
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Soit à présent un ensemble A ∈ B(E) de mesure finie pour Λ. Comme E est un
bon espace, il existe une suite croissante (Kn) de sous-ensembles compacts inclus
dans A tels que Λ(A) = limn→∞ Λ(Kn). Or X(Kn) ∼ P(Λ(Kn)) et donc X(Kn)
converge en loi vers P(Λ(A)). D’autre part, E(|X(A)−X(Kn)|) = E(X(A \ Kn))
converge vers 0, et donc X(A)−X(Kn) converge vers 0 dans L1. Il en découle que
X(A) suit la loi P(Λ(A)).

Remarque 5.6.5 (Contre-exemples). Le théorème ci-dessus est faux si Λ n’est pas
diffuse. En effet, le processus ponctuel trivial sur R constant et égal à δ0 est simple et
vérifie clairement la propriété d’indépendance mais n’est pas un processus ponctuel
de Poisson. D’autre part, le théorème est également faux lorsque Λ est diffuse mais
X n’est n’est pas simple. En effet, si par exemple

∑
n δxn est un processus ponctuel

de Poisson simple d’intensité Λ/2 (leur existence est prouvée plus loin) alors le
processus ponctuel

∑
n nδxn a une intensité Λ, vérifie la propriété d’indépendance

car X la vérifie, mais n’est pas un processus ponctuel de Poisson !
Théorème 5.6.6. Soit X un processus ponctuel de Poisson sur E de mesure d’inten-
sité Λ. Si A ∈ B(E) vérifie Λ(A) = ∞, alors la variable aléatoire X(A) est presque
sûrement infinie.

Démonstration. Comme E est un bon espace, il existe une suite croissante de sous-
ensembles compacts (Kn) inclus dans A tels que limn Λ(Kn) = Λ(A) = ∞. Pour tout
entier n, la variable aléatoire X(Kn) ∼ P(Λ(Kn)) et donc P(X(Kn) 6 r) converge
vers 0 quand n → ∞ pour tout réel r > 0. Or P(X(A) 6 r) 6 P(X(Kn) 6 r) car
Kn ⊂ A. Le résultat désiré s’en déduit.

5.6.1 Stabilité par superposition et restriction
La somme de variables aléatoires de Poisson indépendantes est encore une va-

riable aléatoire de Poisson. Le résultat suivant généralise cette propriété aux pro-
cessus ponctuels de Poisson.
Théorème 5.6.7 (Stabilité par superposition). Si (Xn) est une suite finie ou infinie
dénombrable de processus ponctuels de Poisson E, indépendants, de mesures d’in-
tensité (Λn), et si la mesure somme Λ :=

∑
n Λn est localement finie, alors la somme∑

nXn est un processus ponctuel de Poisson sur E de mesure d’intensité Λ.

Démonstration. Découle de la caractérisation de la loi des processus ponctuels de
Poisson par leur transformée de Laplace.

Le théorème suivant fournit une sorte de réciproque.
Théorème 5.6.8 (Indépendance par restrictions). Soit X un processus ponctuel de
Poisson sur E de mesure d’intensité Λ. Si A1, . . . , Ad sont des éléments deux à deux
disjoints de B(E), alors les processus restreints

XA1 , . . . , XAd
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constituent des processus ponctuels de Poisson indépendants sur E de mesures d’in-
tensité respectives

Λ(A1 ∩ ·), . . . ,Λ(Ad ∩ ·).

Démonstration. Pour tous B1 ⊂ A1, . . . , Bd ⊂ Ad dans B(E), les variables aléatoires

XA1(B1), . . . , XAd
(Bd)

s’écrivent également X(B1), . . . , X(Bd). Elles sont donc indépendantes et suivent
des lois de Poisson

P(Λ(B1)), . . . ,P(Λ(Bd)).

Ceci montre que XA1 , . . . , XAd
sont des processus ponctuels de Poisson sur E de

mesures d’intensité Λ(A1 ∩ ·), . . . ,Λ(Ad ∩ ·). D’autre part, les variables aléatoires∫
E

f1dXA1 , . . . ,

∫
E

fddXAd

sont indépendantes pour toutes fonctions étagées f1, . . . , fd : E → R+, et ceci montre
que XA1 , . . . , XAd

sont des processus ponctuels indépendants.

Les amateurs de partition réinterpréteront les propriétés de stabilité par super-
position et restriction des processus ponctuels de Poisson.

5.6.2 Construction
Nous savons que les processus ponctuels de Poisson existent sur R+ avec une

mesure d’intensité proportionnelle à la mesure de Lebesgue. Le théorème suivant
généralise considérablement ce résultat.
Théorème 5.6.9 (Théorème d’existence constructif). Toute mesure Λ sur E locale-
ment finie est la mesure d’intensité d’un processus ponctuel de Poisson sur E.

Démonstration. Soit A ∈ B(E) vérifiant 0 < Λ(A) < ∞. On note ΛA la loi de
probabilité Λ(A∩·)/Λ(A). Soit (Zn) une suite de variable aléatoires indépendantes et
de même loi ΛA, et N une variable aléatoire de loi de Poisson P(Λ(A)), indépendante
de (Zn). Posons à présent XA := δZ1 + · · · + δZN

, et calculons sa transformée de
Laplace pour une fonction mesurable positive f : E → R+ :

E
(

exp

(
−
∫

E

f dXA

))
= E

(
E
(

exp

(
−
∫

E

f dXA

) ∣∣∣∣N))
= E

(
E

(
exp

(
−

n∑
i=1

f(Zi)

)∣∣∣∣N
))

.
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Les hypothèses d’indépendance et de loi sur (Zn) et N permettent donc d’écrire

E
(

exp

(
−
∫

E

f dXA

))
= E

((∫
E

e−f dΛA

)N ∣∣∣∣N
)

= e−Λ(A)

∞∑
n=0

Λ(A)n

n!

(∫
E

e−f dΛA

)n

= exp

(
−
∫

A

(1− e−f ) dΛ

)
.

Ainsi, XA est un processus ponctuel de Poisson de mesure d’intensité Λ(A ∩ ·).
Comme E est un bon espace et Λ localement finie, on construit une partition au
plus dénombrable (An) de E avec des éléments de B(E) qui vérifient 0 < Λ(An) <∞
pour tout n. La méthode précédente permet de construire une suite (Zn) de processus
ponctuels de Poisson sur E, indépendants, de mesures d’intensité (Λ(An ∩ ·)). Leur
somme est un processus ponctuel de Poisson de mesure d’intensité

∑
n Λ(An∩·) = Λ

en vertu de la propriété de stabilité par superposition.

Corollaire 5.6.10 (Structure par localisation). Soit X un processus ponctuel de Pois-
son sur E, de mesure d’intensité Λ. Soit également A ∈ B(E) tel que 0 < Λ(A) <∞.
Alors la restriction XA de X à A vérifie les deux propriétés suivantes :

1. XA est un processus ponctuel de Poisson de mesure d’intensité Λ(A ∩ ·) ;
2. pour tout entier n > 0, et conditionnellement à {X(A) = n}, les atomes

de XA ont une loi échangeable, identique à la loi de n variables aléatoires
indépendantes de même loi Λ(A ∩ ·)/Λ(A).

Démonstration. L’usage de la transformée de Laplace montre que XA est un pro-
cessus ponctuel de Poisson, de mesure d’intensité Λ(A ∩ ·). D’après la preuve du
théorème précédent, ce processus a la même loi que le processus δZ1 + · · · + δZN

où (Zn) est une suite de variables aléatoires indépendantes et équidistribuées de
loi Λ(A ∩ ·)/Λ et où N est une variable aléatoire de Poisson de moyenne Λ(A) in-
dépendante de (Zn). Par conséquent, la loi de XA sachant {X(A) = n} est égale
à la loi de δZ1 + · · · + δZN

sachant {N = n}, qui est exactement la loi produit
(Λ(A ∩ ·)/Λ(A))⊗n.

Dans la preuve du théorème ci-dessus, X = XA + XAc , et cela correspond à la
superposition des processus indépendants XA et XAc .
Remarque 5.6.11 (Simulation et construction). Si X est un processus ponctuel de
Poisson sur E de mesure d’intensité Λ, et si A ∈ B(E) est de mesure finie pour
Λ, la simulation de XA se réduit à la simulation de la loi de Poisson P(Λ(A)), ce
qui fournit un entier n, puis à la simulation de n réalisations indépendantes de loi
Λ(A ∩ ·)/Λ(A). Ainsi, il suffit de savoir simuler Λ pour simuler XA. La simulation
de X s’obtient ensuite par superposition à partir d’une partition de E en ensembles
mesurables de masse finie pour Λ.
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Le théorème suivant découle simplement de la définition et du théorème 5.3.1.
Théorème 5.6.12 (Structure par localisation et conditionnement). Soit X un pro-
cessus ponctuel de Poisson sur E de mesure d’intensité Λ. Si A1, . . . , Ad sont des
éléments deux à deux disjoints de B(E), de mesure finie pour Λ, alors les compo-
santes du vecteur aléatoire

(X(A1), . . . , X(Ad))

sont indépendantes et suivent des loi de Poisson

P(Λ(A1)), . . . ,P(Λ(Ad)).

De plus, pour tout entier n > 0, et conditionnellement à {X(A1)+· · ·+X(Ad) = n},
ce vecteur aléatoire suit la loi multinomiale correspondant au vecteurs des effectifs
de n réalisations indépendantes de loi discrète

p1δ1 + · · ·+ pdδd

avec pi := Λ(Ai)/Λ(A) et A := A1 ∪ · · · ∪ Ad. Cette loi est invariante par multipli-
cation de Λ par une constante.
Exercice 5.6.13 (Estimation de la mesure d’intensité par histogramme). Proposer une
méthode d’estimation « histogramme » de la mesure d’intensité d’un processus ponc-
tuel de Poisson X sur E, à partir d’une réalisation de X et d’une partition fixée de
E (joue le rôle des classes).
Exercice 5.6.14 (Estimation de la mesure d’intensité par lissage). Proposer une mé-
thode d’estimation de la mesure d’intensité d’un processus ponctuel de Poisson X
sur E par lissage (convolution) d’une réalisation de X avec une loi de probabilité
fixée. On pourra penser aux estimateurs à noyau. Cette approche inclue-t-elle l’es-
timateur par histogramme ?
Remarque 5.6.15 (Mesures d’intensité qui sont des lois de probabilité). Soit un X
processus ponctuel de Poisson de mesure d’intensité Λ sur E. Lorsque Λ est une loi
de probabilité, alors les atomes de X sont des réalisations i.i.d. de loi Λ. Récipro-
quement, si Λ est une loi de probabilité, et si X1, . . . , Xn est une suite de variables
aléatoires équidistribuées de loi Λ, alors la mesure ponctuelle aléatoire

∑n
k=1 δXk

suit la même loi qu’un processus ponctuel de Poisson sur E de mesure d’intensité Λ
conditionnellement à {X(E) = n}. Grâce à cette correspondance, l’estimation d’une
mesure d’intensité finie est équivalente à l’estimation d’une densité de probabilité. Il
est utile d’exprimer la vraisemblance associée à une réalisation de X. Bien entendu,
la localisation permet de se ramener à ce cas lorsque la mesure d’intensité n’est pas
finie.

5.6.3 Transformations, marquage, et amincissement
Les résultats suivants permettent de construire des processus ponctuels de Pois-

son par transformation, marquage, et amincissement. Ces stabilités généralisent aux
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processus ponctuels de Poisson ce qui a déjà été établi pour le processus de Poisson
simple de comptage de tops espacés par des durées aléatoires i.i.d. de loi exponen-
tielle.
Théorème 5.6.16 (Stabilité par transformation). Soir X un processus ponctuel de
Poisson sur E de mesure d’intensité Λ. Soit T : E → F est une application me-
surable vers un bon espace F . Si la mesure image de Λ par T est localement finie,
alors la mesure ponctuelle aléatoire Y :=

∑
x∈X δT (x), notée également T (X), est un

processus ponctuel de Poisson sur F dont la mesure d’intensité est la mesure image
de Λ par l’application T .

Démonstration. Il suffit de calculer la transformée de Laplace de Y . Pour toute
fonction f : F → R+ mesurable positive,

E
(

exp

(
−
∫

F

f dY

))
= E

(
exp

(
−
∑
x∈X

f(T (x))

))

= E
(

exp

(
−
∫

E

(f ◦ T ) dX

))
= exp

(
−
∫

E

(
1− e−f◦T ) dΛ).

Notons que si T n’est pas injective sur le support de Λ, alors Y n’est pas simple,
même si X l’est. Les transformations les plus utiles sont injectives.
Remarque 5.6.17 (Homogénéité et isotropie). Un processus ponctuel X sur Rd est
stationnaire ou homogène lorsque X et X + t ont la même loi pour tout t ∈ Rd. Il
s’agit d’une invariance par l’action du groupe des translations. Ici, X + t désigne la
mesure ponctuelle aléatoire obtenue en translatant les atomes de X par t. Le pro-
cessus ponctuel X est isotrope lorsque X et RX ont la même loi pour toute rotation
R ∈ SO(Rn). Il s’agit d’une invariance par l’action du groupe des rotations. Ici, RX
désigne la mesure ponctuelle aléatoire obtenue en considérant l’image des atomes
de X par la rotation R. Un processus ponctuel de Poisson sur Rd est homogène si
et seulement si sa mesure d’intensité est proportionnelle à la mesure de Lebesgue
sur Rd. Il est alors de plus isotrope. Le multiple en question est parfois qualifié
d’intensité du processus de Poisson homogène.

Nous savons qu’un processus ponctuel de Poisson sur R+ de mesure d’intensité
proportionnelle à la mesure de Lebesgue est stable par marquage et amincissement
indépendant de Bernoulli. Le résultat suivant généralise considérablement cette pro-
priété de stabilité.
Théorème 5.6.18 (Stabilité par marquage dépendant et amincissement). Soit X un
processus ponctuel de Poisson sur E de mesure d’intensité Λ. Conditionnellement
à X, on associe à chaque atome x de X une variable aléatoire Yx à valeurs dans
un bon espace F , de sorte que ces variables aléatoires soient conditionnellement
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indépendantes sachant X. Dans ce cas, les propriétés suivantes ont lieu, en notant
νx la loi de Yx :

1. la mesure ponctuelle aléatoire Z :=
∑

x∈X δ(x,Yx) est un processus ponctuel
de Poisson sur E × F de mesure d’intensité Θ donnée pour toute fonction
f : E × F → R mesurable positive par∫

E×F

f(x, y) dΘ(x, y) :=

∫
E

(∫
F

f(x, y) dνx(y)

)
dΛ(x);

2. pour tous A et B disjoints dans B(F ), les mesures ponctuelles aléatoires

RA :=
∑

x∈X;Yx∈A

δx et RB :=
∑

x∈X;Yx∈B

δx

constituent des processus ponctuels de Poisson sur E, indépendants, dont les
mesures d’intensité sont absolument continues par rapport à Λ, de densités
respectives x 7→ νx(A) = P(Yx ∈ A) et x 7→ νx(B) = P(Yx ∈ B).

Démonstration. Pour établir la première propriété, on exprime la transformée de
Laplace de Z pour une fonction f : E × F → R mesurable positive quelconque :

E
(

exp

(
−
∫

E×F

fdZ

))
= E

(
E
(

exp

(
−
∫

E×F

fdZ

) ∣∣∣∣X))
= E

(
E

(
exp

(
−
∑
x∈X

f(x, Yx)

)∣∣∣∣X
))

= E

(
E

(∏
x∈X

e−f(x,Yx)

∣∣∣∣X
))

= E

(∏
x∈X

E
(
e−f(x,Yx)

))

= E

(
exp

(∑
x∈X

g(x)

))

où
g(x) := log

(
E
(
e−f(x,Yx)

))
= log

∫
F

e−f(x,y) dνx(y).

Comme X est un processus ponctuel de Poisson sur E d’intensité Λ, on a

E

(
exp

(∑
x∈X

g(x)

))
= exp

(
−
∫

E

(
1− eg(x)

)
dΛ(x)

)
.
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Par conséquent, on obtient

E
(

exp

(
−
∫

E×F

fdZ

))
= exp

(
−
∫

E

(
1−

∫
F

e−f(x,y) dνx(y)

)
dΛ(x)

)
= exp

(
−
∫

E

(∫
F

(
1− e−f(x,y)

)
dνx(y)

)
dΛ(x)

)
= exp

(
−
∫

E

(∫
F

(
1− e−f(x,y)

)
dΘ(x, y)

))
.

Ceci montre que Z est bien un processus ponctuel de Poisson sur E × F de mesure
d’intensité Θ, comme attendu. La mesure Θ est localement finie car Λ est localement
finie et νx est une loi de probabiltié pour tout x.

Pour la seconde propriété, on constate tout d’abord, en vertu de la propriété de
stabilité par restriction, que les restrictions du processus Z aux ensembles disjoints
E×A et E×B constituent des processus ponctuels de Poisson sur E×F , indépen-
dants, de mesures d’intensité IE×AΘ et IE×BΘ. Maintenant, en vertu de la stabilité
par transformation, leurs images RA et RB par la projection π : (x, y) ∈ E × F 7→
x ∈ E constituent des processus ponctuels de Poisson sur E, indépendants, dont
les mesures d’intensité sont données par les mesures image de IE×AΘ et IE×AΘ par
la transformation π, qui ne sont rien d’autre que les mesures absolument continues
par rapport à Λ de densités respectives x 7→ νx(A) et x 7→ νx(B) (ce sont des lois
marginales !).

Lorsque B = Ac, on retrouve par la stabilité par superposition le processus
X en superposant les deux processus amincis RA et RAc (ils sont indépendants).
Plus généralement, le théorème 5.6.18 ci-dessus fournit une sorte de partition des
processus de Poisson à partir de partition sur l’espace des marques. De point de vue
de la simulation, cela revient à exprimer la loi d’un processus de Poisson comme un
mélange de processus marqués.
Remarque 5.6.19 (Marquage de Bernoulli). L’exemple le plus classique correspond
au cas où F = {0, 1}. La loi νx est alors une loi Bernoulli B(p(x)) = p(x)δ1 + (1 −
p(x))δ0 avec p(x) ∈ [0, 1]. Les seuls processus amincis non triviaux correspondent
aux choix A = {0} et B = {1}. Lorsque x 7→ p(x) est constante, le marquage ne
dépend pas de la position spatiale des atomes, et on retrouve ainsi la propriété de
stabilité par marquage et amincissement des processus de Poisson de comptage des
tops sur R+.
Remarque 5.6.20 (Le marquage comme coloration). Les marques de Bernoulli cor-
respond à F = {0, 1}, qui peuvent s’interpréter comme la coloration en blanc ou noir
de chacun des atomes du processus ponctuel sous-jacent. Plus généralement, lorsque
F = {0, 1, . . . , d}, le marquage correspond à la coloration des atomes en d couleurs
possibles. Plus généralement encore, lorsque F = [0, 1], le marquage correspond à la
coloration des atomes en une couleur dont la fréquence appartient à l’intervalle [0, 1].
La disribution de Poisson-Dirichlet et la formule d’Ewens peuvent s’interpréter aux
moyen de processus avec marquage continu, voir par exemple [Kin93, chap. 9].
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Lorsque le marquage ne dépend pas de la position spatiale des atomes, on obtient
le résultat suivant comme cas particulier.
Corollaire 5.6.21 (Stabilité par marquage indépendant et amincissement). Soit X un
processus ponctuel de Poisson sur E de mesure d’intensité Λ. Conditionnellement à
X, on associe à chaque atome x de X une variable aléatoire Yx sur un bon espace
F , de sorte que ces variables aléatoires soient indépendantes et équidistribuées de loi
ν. Alors les propriétés suivantes ont lieu :

1. la mesure ponctuelle aléatoire
∑

x∈X δ(x,Yx) est un processus ponctuel de Pois-
son sur E × F , de mesure d’intensité Λ⊗ ν ;

2. pour tout A ∈ B(E), la mesure ponctuelle aléatoire
∑

x∈X;Yx∈A δx est un pro-
cessus ponctuel de Poisson sur E de mesure d’intensité ν(A)Λ ;

3. si A,B ∈ B(E) sont disjoints, alors les processus ponctuels
∑

x∈X;Yx∈A δx et∑
x∈X;Yx∈B δx sont indépendants.

Remarque 5.6.22 (Vocabulaire). Amincissement se dit « thinning » en anglais.
Exemple 5.6.23 (File d’attente M/M/∞). Soit λ et µ deux réels strictement positifs.
Considérons le cadre du corollaire 5.6.21 avec E = F = R+ et dΛ(x) = λIR+(x)dx où
dx désigne la mesure de Lebesgue sur R, et ν = E(µ). Les atomes de X correspondent
à des tops sur R+ espacés par des durées aléatoires indépendantes de loi E(λ). La
variable aléatoire Yx correspond à la durée de service de l’atome x. La quantité x+Yx

correspond au temps de fin de service de l’atome x. En vertu do corollaire 5.6.21,
la mesure ponctuelle aléatoire Z :=

∑
x∈X δ(x,Yx) constitue un processus ponctuel de

Poisson d’intensité Λ⊗ ν. Soit à présent t ∈ R+ et

At := {(u, v) ∈ R2
+; (u, u+ v) ∈ [0, t]× [t,∞[}.

La variable aléatoire Z(At) représente le nombre d’atomes en cours de service au
temps t. C’est exactement le nombre de clients en cours de service à l’instant t dans
une file d’attente M/M/∞ issue de 0, d’intensité d’arrivée λ et d’intensité de service
µ. La variable aléatoire Z(At) suit la loi de Poisson P((Λ⊗ ν)(At)) de moyenne

(Λ⊗ ν)(At) =

∫
06u6t

∫
u+v>t

λIR+(u)
1

µ
e−µvIR+(v) dudv = ρ

(
1− e−µt

)
,

avec ρ := λ/µ. On retrouve ainsi la formule P(ρ(1 − e−µ)) pour la loi à l’instant
t ∈ R+ de la file d’attente M/M/∞ issue de 0.
Corollaire 5.6.24 (Stabilité par transformation aléatoire). Soit X un processus ponc-
tuel de Poisson sur E de mesure d’intensité Λ. Conditionnellement à X, on associe
à chaque atome x de X une variable aléatoire Yx sur un bon espace F de loi νx de
sorte que ces variables aléatoires soient indépendantes. Alors la mesure ponctuelle
aléatoire

∑
x∈X δYx est un processus ponctuel de Poisson sur F de mesure d’intensité

donnée pour toute fonction mesurable positive f : F → R+ par∫
E

∫
F

f(y) dνx(y) dΛ(x).
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Démonstration. Considérer le processus marqué
∑

x∈X δ(X,Yx) sur E × F puis la
transformation T : (x, y) ∈ E×F 7→ y. La mesure d’intensité du processus

∑
x∈X δYx

est localement finie car νx est une loi et Λ est localement finie.

Lorsque E = F , le corollaire ci-dessus peut être vu comme un résultat de stabilité
des processus ponctuels de Poisson par transformation des atomes au moyen d’un
noyau de transition markovien P donné par P(x, ·) = νx.

Supposons que E = F = Rd, et que la loi de Yx − x ne dépend pas de x. En la
notant ν, on a νx = δ−x ∗ν pour tout x, de sorte que la mesure d’intensité résultante
s’écrit Λ ∗ ν. Cela conduit au résultat suivant.
Corollaire 5.6.25 (Stabilité par translation aléatoire). Soit X un processus ponctuel
de Poisson sur E = Rd de mesure d’intensité Λ. Conditionnellement à X, on asso-
cie à chaque atome x de X une variable aléatoire Yx de E de sorte que ces variables
aléatoires soient indépendantes et équidistribuées de loi ν. Alors la mesure ponc-
tuelle aléatoire

∑
x∈X δx+Yx constitue un processus ponctuel de Poisson de mesure

d’intensité Λ ∗ ν.
Remarque 5.6.26 (Cas homogène et invariance). Notons que si Λ est un multiple de
la mesure de Lebesgue sur Rd, alors Λ ∗ ν = Λ. Cela correspond à une invariance
des processus ponctuels de Poisson homogènes sur Rd par translation aléatoire.
Remarque 5.6.27 (Observation bruitée). La loi ν peut représenter la loi d’un bruit
d’observation additif pour l’atome x. Au lieu d’observer x, on observe x+Yx. Le cas
typique est donné par un bruit gaussien : ν = N (0, σ(x)2). La mesure d’intensité
apparente Λ ∗ ν est obtenue par « lissage » de la mesure d’intensité réelle. Penser au
« bluring » : le lissage rend flou.

5.7 Processus ponctuels de Poisson sur R+

Soit (En)n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes et loi exponentielle
E(1), et soit Tn := E1 + · · ·+En. La mesure ponctuelle aléatoire

∑
n>0 δTn constitue

un processus ponctuel de Poisson sur R+ dont la mesure d’intensité est la mesure
de Lebesgue sur R+.

Soit λ : R+ → R∗
+ une fonction localement Lebesgue intégrable strictement

positive. La fonction F : R+ → R+ définie par F (t) :=
∫ t

0
λ(u) du est strictement

croissante, et son inverse F−1 : R+ → R+ vérifie (F−1)′ = 1/λ ◦ F−1.
En vertu de la stabilité par transformation des processus ponctuels de Poisson,

la mesure ponctuelle aléatoire
∑

n>0 δF−1(Tn) constitue un processus ponctuel de
Poisson sur R+ dont la mesure d’intensité est l’image par F−1 de la mesure de
Lebesgue sur R+. Un petit calcul montre que cette mesure d’intensité est absolument
continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur R+, de densité de Radon-Nikodym
λ.

Notons que {F−1(Tn) > t} = {Tn > F (t)} = {Tn >
∫ t

0
λ(u) du}, pour tout

n > 0 et tout t ∈ R+. Le processus de comptage de la suite (F−1(Tn)), associé
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à la mesure ponctuelle aléatoire
∑

n>0 δF−1(Tn), constitue un processus de Markov
sur N, inhomogène lorsque λ n’est pas constante. Si (Nt)t>0 désigne le processus de
comptage de la suite (Tn), alors (NF (t))t>0 est le processus de comptage de la suite
(F−1(Tn)). En quelque sorte, le processus inhomogène (NF (t))t>0 s’obtient à partir
du processus homogène en distordant le temps par la fonction d’intensité λ.

Lorsque λ est constante, alors F (t) = λt et F−1(t) = t/λ. Par conséquent, dans
ce cas, F−1(Tn) = Tn/λ = E1/λ+ · · ·+En/λ, et on retrouve le processus de Poisson
d’intensité λ associé au comptage de tops espacés par des durées indépendantes et
de même loi E(λ).

5.8 Quelques exemples classiques
Soit X un processus ponctuel de Poisson sur Rd de mesure d’intensité Λ. Lorsque

Λ est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur Rd, de densité
de Radon-Nikodym λ : R → R+, alors on dit par abus de langage que X est un
processus ponctuel de Poisson sur Rd d’intensité λ. En particulier, pour tout borélien
A de mesure de Lebesgue finie,

X(A) ∼ P
(∫

A

λ(x) dx

)
.

Lorsque d = 1 et A est un intervalle [s, t], cela donne

X([s, t]) ∼ P
(∫ t

s

λ(u) du

)
.

Toute fonction localement Lebesgue intégrable est l’intensité d’un processus ponc-
tuel de Poisson. Lorsque Λ est un multiple de la mesure de Lebesgue, il existe une
constante λ > 0 telle que Λ(A) = λ|A| pour tout borélien A, où |A| désigne la
mesure de Lebesgue de A. les deux formules ci-dessus s’écrivent alors

X(A) ∼ P(λ|A|) et X([s, t]) ∼ P((t− s)λ).

On trouvera quelques exemples (trafic routier et texture des filtres) dans [Bou00,
pages 110-114]. Voici quelques autres exemples classiques de processus ponctuels de
Poisson.

– trajectoires des processus de Markov : la suite des excursions d’une chaîne de
Markov récurrente forme par exemple un processus de Poisson sur l’espace des
boucles. La théorie des excursions des processus de Markov a été développée
suite aux travaux d’Itô dans les années 1970, voir par exemple [RY99, Chapitre
XII] ;

– géométrie stochastique : il est possible de définir des processus de Poisson sur
l’ensemble des parties convexes compactes non-vides de Rd muni de la métrique
de Hausdorff ;

27 mars 2007 – 23:45 – pdfLATEX. Page 90.



5.8. QUELQUES EXEMPLES CLASSIQUES 91

– géométrie stochastique : idem avec l’ensemble des hyperplans de Rd munis de
la métrique habituelle ;

– processus auto-exitatifs (Hawkes-Oakes) consistent à mélanger arbres de Galton-
Watson sous-critiques et processus ponctuels FIXME: tremblement de terres,
amas de galaxies, écarts de gènes dans l’ADN, etc.

Remarque 5.8.1 (Estimation de l’intensité). L’estimation de l’intensité des processus
de Poisson peut être menée de différentes manières. Les approches par histogramme
et plus généralement par lissage sont sans doute les plus naturelles. Les livres [Kut98]
[Rip88], et [MW04] traitent de certains aspects statistiques. Le contrôle adaptatif
des classes de localisation dans l’estimation par histogramme n’est pas facile, comme
le montrent par exemple les articles de recherche récents [RB03, RB06] et [BB06].
Remarque 5.8.2. Les notions suivantes n’ont pas été abordées : processus de Cox
(ponctuels doublement stochastiques : la mesure d’intensité est aléatoire), mesure
de Palm des processus de Poisson stationnaires. On trouve ces développements dans
les livres [Kin93], [Rob03], [SKM87], [Jac06], et [vL00].
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Chapitre 6

Modèles compartimentaux

6.1 Introduction
Un modèle compartimental est avant tout constitué de boites appelées comparti-

ments. Chaque compartiment contient une quantité de matière. Cette quantité peut
varier au cours du temps, selon trois mécanismes :

– transfert de matière entres compartiments (la matière reste dans le système);
– création de matière (la matière nouvelle provient de l’extérieur du système) ;
– destruction de matière (la matière perdue quitte le système) ;

En l’absence des deux derniers mécanismes, le système est dit conservatif. La des-
cription précise de la variation de matière au cours du temps dans chacun des com-
partiments constitue la dynamique du modèle. Les modèles compartimentaux sont
très utilisés en sciences appliquées, comme en biologie, en écologie, en médecine, etc.
Voici trois exemples simples :

1. pharmacologie. Chaque compartiment est un organe particulier d’un orga-
nisme. La quantité de matière correspond à une quantité de médicament ;

2. cancérologie. Chaque compartiment correspond à un stade de maturation
cellulaire. La quantité de matière correspond à un nombre de cellules ;

3. épidémiologie. Chaque compartiment correspond à une zone géographique
ou un état de la maladie. La quantité de matière correspond à une taille de
population.

Le livre [MK00] propose de nombreux exemples concrets. Les modèles comparti-
mentaux possèdent des connections naturelles avec les modèles de dynamiques de
populations, ainsi qu’avec les systèmes de particules en interactions (réseaux de
Petri) dont certains aspects sont présentés par exemple dans [Yca02].

6.2 Modèles déterministes linéaires
Considérons un système comportant un nombre fini de compartiments, indexés

par un ensemble I. La quantité de matière contenue dans le compartiment i ∈ I au
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temps t est représentée par un nombre réel positif ou nul noté Qi(t). On note Q(t) le
vecteur i ∈ I 7→ Qi(t), et on identifie RI à R|I|. On considère ensuite une dynamique
linéaire pour (Q(t))t>t0 , décrite par l’ÉDO linéaire suivante :

∂tQi(t) = λi(t) +
∑

j

ρj,i(t)Qj(t)−Qi(t)

[
κi(t) +

∑
j 6=i

ρi,j(t)

]
, (6.1)

pour tout i ∈ I et tout t > t0, avec condition initiale Q(t0). Ces équations corres-
pondent à un bilan instantané de matière.

1. λi(t) est un taux de création pour le compartiment i. Il agit dans (6.1) comme
un taux de vie ou d’immigration constant ;

2. ρi,i(t) est un taux d’autoreproduction du compartiment i. Il agit dans (6.1)
comme un taux de vie ou d’immigration linéaire ;

3. ρi,j(t) avec i 6= j est un taux de transfert du compartiment i vers le comparti-
ment j. Il agit dans (6.1) comme un taux de transfert linéaire de population ;

4. κi(t) est un taux de destruction pour le compartiment j. Il agit dans (6.1)
comme un taux de mort ou d’émigration linéaire.

Ces taux sont positifs ou nuls, de sorte que si Q(0) ∈ RI
+ alors Q(t) ∈ RI

+ pour tout
t > 0 . Les termes « constant » et « linéaire » concernent la dépendance en Q(t) et
non pas la dépendance en t. Dans l’équation (6.1), les taux κi et ρi,j agissent pro-
portionnellement au contenu du compartiment qui donne de la matière. En termes
vectoriels, la dynamique de Q(t) est de la forme

∂tQ(t) = M(t)Q(t) + λ(t), (6.2)

où λ(t) désigne le vecteur (λi(t); i ∈ I), et où M(t) désigne la matrice définie par

Mi,j(t) :=

{
ρj,i(t) si i 6= j

−
∑

k 6=i ρi,k(t)− κi(t) si i = j

pour tous i, j ∈ I. La théorie classique des ÉDO linéaires donne

Q(t) = R(t, t0)Q(t0) +

∫ t

t0

R(t, u)λ(u) du

pour tout t > t0, où la résolvante R est solution de l’ÉDO matricielle linéaire
suivante :

R(t0, t0) = I, et ∂tR(t, t0) = M(t)R(t, t0) pour tout t > t0.

Dans la littérature, la matrice M est parfois appelée matrice de transfert. Il n’y a
pas de formule explicite pour la résolvante lorsque M dépend du temps (car M(u)
et M(v) ne commutent pas forcément quand u 6= v).

L’ensemble des couples {i, j} pour lesquels ρi,j 6≡ 0 ou ρj,i 6≡ 0 constitue un
graphe orienté et pondéré dont les sommets sont les compartiments. Ce graphe
donne la topologie des interactions entre compartiments.
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Exercice 6.2.1. Donner des conditions nécessaires et suffisantes sur les taux pour que
le système possède une masse totale constante : ∂t

∑
i∈I Qi(t) ≡ 0. C’est par exemple

le cas lorsque le système est conservatif (les taux de création, d’autoreproduction et
de destruction sont nuls).
Exemple 6.2.2 (Tapis roulant). Correspond à un système de n compartiments nu-
mérotés par I = {1, . . . , n}, pour lequel λi ≡ 0 si i 6= 1, et ρi,j ≡ 0 si j 6= i + 1.
Dans ce cas, on note λ pour λ1 et ρi pour ρi,i+1. Dans un tel système, il n’y a qu’une
seule création de matière (premier compartiment). La destruction de matière peut
en revanche avoir lieu dans chaque compartiment. Le système ressemble à une sorte
de tapis roulant avec perte. La matrice M est tridiagonale et triangulaire.
Remarque 6.2.3 (Quelques questions naturelles). Le comportement d’un système
compartimental dépend à la fois des taux et des valeurs initiales. La trajectoire d’un
seul compartiment est appelée cinétique. Plusieurs problèmes sont naturellement
associés aux modèles compartimentaux. En particulier, nous pouvons dès à présent
isoler les problèmes suivants :

1. problème du comportement en temps long, en fonction des taux et des valeurs
initiales. Ce problème peut être posé pour le système de tous les comparti-
ments, pour un seul compartiment, ou pour groupe de compartiments ;

2. problème de l’estimation des taux à partir d’une observation bruitée d’une
trajectoire du système de tous les compartiments, d’un seul compartiment, ou
pour un groupe de compartiments ;

3. problème de l’estimation de la loi des taux à partir d’une observation bruitée
d’une population de trajectoires, pour tout le système, pour un seul comparti-
ment, ou pour un groupe compartiments.

Les deux dernières questions se posent également lorsque l’observation concerne le
système à l’équilibre, c’est-à-dire en temps infini.
Remarque 6.2.4 (À retenir). Les systèmes compartimentaux déterministes linéaires
constituent des systèmes d’ÉDO linéaires particuliers. Par conséquent, leur étude
générale se résume à l’application de la théorie des systèmes d’ÉDO linéaires.

6.3 Modèles déterministes linéaires, taux constants
Lorsque M ne dépend pas du temps, on a

R(v, u) = e(v−u)M.

Dire que M ne dépend pas du temps revient à dire que les taux ρ et κ ne dépendent
pas du temps. En revanche, les taux λ peuvent très bien dépendre du temps. On
obtient l’expression suivante :

Q(t) = e(t−t0)MQ(t0) + etM

∫ t

t0

e−uMλ(u) du
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Cette solution se calcule explicitement lorsque e−uM est explicite (par exemple
lorsque M est nilpotente ou diagonalisable).

Lorsque M est constante et inversible et que λ est constant, on obtient l’expres-
sion simplifiée suivante :

Q(t) = e(t−t0)MQ(t0) +
(
e(t−t0)M − I

)
M−1λ.

L’étude détaillée de ces équations se trouve dans les bons livres de calcul différentiel !

6.3.1 Exemple de modèle à un seul compartiment
Considérons un modèle à un seul compartiment, c’est-à-dire tel que |I| = 1. On

note λ1 = λ, κ1 = κ. Si ρ1,1 = 0 alors ∂tQ(t) = λ(t)− κ(t)Q(t). Lorsque λ et κ sont
constants, cette équation admet la solution suivante :

Q(t) = Q(0)e−κt +
λ

κ
(1− e−κt).

En particulier, Q(t)− λ/κ = (Q(0)− λ/κ)e−κt. Ainsi, quelque soit la valeur initiale
Q(0), on a limt→∞Q(t) = λ/κ, et cette convergence a lieu à vitesse exponentielle.
Le lecteur perspicace remarquera que la formule pour Q(t) ci-dessus coïncide avec
l’expression de la moyenne au temps t d’une file d’attente M/M/∞ d’intensité d’ar-
rivée λ et d’intensité de service κ. La suite du chapitre montre que cette observation
est pertinente.

6.3.2 Exemple de modèle à deux compartiments
Considérons un modèle à deux compartiments numérotés 1 et 2, à taux constants

et dont la structure du graphe est donnée par les identités λ2 = κ2 = ρ1,1 = ρ2,2 = 0.
Le compartiment 2 apparaît ainsi comme un réservoir. Le système ne reçoit et de
perd de la matière qu’à travers le compartiment 1. Le système d’ÉDO associé est :{

∂tQ1(t) = −(ρ1,2 + κ1)Q1(t) + ρ2,1Q2(t) + λ1

∂tQ2(t) = ρ1,2Q1(t)− ρ2,1Q2(t)
.

La matrice M et le vecteur λ sont donc donnés par :

M =

(
−ρ1,2 + κ1 ρ2,1

ρ1,2 −ρ2,1

)
et λ =

(
λ1

0

)
.

La résolution du système s’obtient en diagonalisant M, et se trouve par exemple
dans [MK00, page 105]. Elle est de la forme{

∂tQ1(t) = α1e
a1t + α2e

a2t + α3

∂tQ1(t) = β1e
a1t + β2e

a2t + β3

.
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où les ai sont les valeurs propres de M et les αi et βi s’expriment en fonction des taux.
Il est possible de vérifier que Q1(∞) + Q2(∞) = 2λ1/κ1, ce qui donne la fonction
des taux estimable à partir de l’observation d’un système à l’équilibre. Ce modèle
compartimental est utilisé par exemple pour l’accumulation des métaux lourds dans
les organismes.

De manière générale, un modèle à deux compartiments et à taux constants pos-
sède une solution générale et explicite, car l’exponentielle d’une matrice 2× 2 s’ex-
prime explicitement en fonction de ses coefficients. La formule, un peu lourde, se
trouve dans [MK00, section 8.2.2 page 103], et peut également s’obtenir avec un
logiciel de calcul symbolique comme Maple.

6.3.3 Exemple de modèle à trois compartiments
Un modèle classique utilisé pour l’élimination du calcium dans les organismes est

constitué par trois compartiments numérotés 1, 2, 3, et des taux constants vérifiant
les identités λ1 = λ2 = λ3 = 0, ρ1,1 = ρ2,2 = ρ3,3 = 0, κ1 = κ3 = 0, et enfin ρ1,3 = 0.
Le compartiment 2 représente le plasma, le compartiment 3 représente les os, tandis
que le compartiment 1 représente les autres tissus. Le compartiment 2 est le seul à
perdre de la matière (élimination du calcium). Ce modèle est étudié dans [MK00,
section 8.3.2 page 107].

6.4 Modèles stochastiques linéaires
Considérons un système comportant un nombre fini de compartiments, indexés

par un ensemble I. Chaque compartiment contient des particules, et on désigne
par N i

t le nombre de particules dans le compartiment i ∈ I au temps t > t0.
Les particules sont indistinguables, et peuvent être crées, détruites, ou passer d’un
compartiment à un autre, conformément à une dynamique markovienne du vecteur
d’état

Nt := (N i
t ; i ∈ I).

Le processus de Markov (Nt)t>t0 a pour espace d’états NI . Ses probabilités de tran-
sition sont données pour tous x et y dans E et tout t > s > t0 par les quantités

ps,t(x, y) := P(Nt = y|Ns = x).

Cela permet de définir l’opérateur Ps,t agissant sur les fonctions bornées E → R par

Ps,t(f)(x) :=
∑
y∈E

ps,t(x, y)f(y) = E(f(Nt)|Ns = x).

En particulier, on a Ps,s(f) = f . La markovianité du processus est capturée par
l’équation de Chapman-Kolmogorov :

Ps,u(Pu,t(f)) = Ps,t(f)
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pour tous t > u > s > t0. La dynamique du processus est décrite par les générateurs
infinitésimaux (Lt)t>t0 , définis par

(Ltf)(x) := lim
ε→0+

Pt,t+ε(f)(x)− Pt,t(f)(x)

ε
.

Ici encore, si Lt(x, y) := (LtI{y})(x), on dispose de l’écriture matricielle suivante :

(Ltf)(x) :=
∑
y∈E

Lt(x, y)f(y).

Pour un bon choix de dynamique, le nombre moyen Q(t) := E(Nt |Nt0 = x) de
particules par compartiment est solution d’une ÉDO linéaire de condition initiale x,
comme l’exprime le théorème suivant.
Théorème 6.4.1. Si pour tout t > t0, la fonction

x ∈ E 7→ At(x) :=
∑
y∈E

yLt(x, y)

est affine, alors la quantité

Q(s, t, x) := E(Nt |Ns = x)

définie pour tout x ∈ E et tous t > s > t0 est solution de l’ÉDO linéaire

∂tQ(s, t, x) = At(Q(s, t, x)),

pour tous t > s > t0, avec la condition initiale Q(s, s, x) = x.
FIXME: lien avec les martingales.

Démonstration. L’équation de Chapman-Kolmogorov, combinée à la définition des
générateurs, fournit l’équation suivante, connue sous le nom d’équation « forward » :

∂tPs,t(f)(x) := lim
ε→0+

Ps,t+ε(f)(x)− Ps,t(f)(x)

ε
= Ps,t(Lt(f))(x).

Maintenant, fixons i ∈ I, et considérons la fonction f donnée par f(x) = xi pour
tout x ∈ E. On a alors (Ltf)(x) = At(x)i. Puisque At est affine et que Ps,t est
markovien, ils commutent, et on obtient Pt(Ltf)(x) = At(Ps,t(f)(x))i.

L’équation de Chapman-Kolmogorov qui apparaît dans la preuve du théorème
6.4.1 fournit également l’équation « backward »

∂sPs,t(f)(x) = −Ls(Ps,t(f))(x).

Cette équation conduit à l’ÉDO linéaire suivante :

∂sQ(s, t, x) = −
∑
y∈E

Ls(x, y)Q(s, t, y)
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avec condition initiale Q(s, s, x) = x. Lorsque le processus est homogène en temps,
le générateur Lt ne dépend pas du temps et Ps,t = Pt0,t0+t−s. Ainsi, dans ce cas,

Pu(L(f)) = L(Pu(f))

pour tout u > t0, et les équations forward et backward sont identiques à un signe
près.

6.5 Lien entre déterministe et stochastique
Considérons un modèles compartimental stochastique linéaire, dont les généra-

teurs sont donnés pour tous x, y ∈ E avec x 6= y et tout t > t0 par

Lt(x, y) :=


λi(t) si y = x+ ei pour i ∈ I (naissance d’une particule)
xiρi,j(t) si y = x− ei + ej pour i 6= j dans I (transfert)
xiκi(t) si y = x− ei pour i ∈ I (mort d’une particule)
0 sinon

. (6.3)

Les termes diagonaux de Lt sont donnés par

Lt(x, x) := −
∑
y 6=x

Lt(x, y).

La notation ei désigne le vecteur qui vaut 1 pour le compartiment i et 0 pour les
autres compartiments. La transition associée à ρ peut s’écrire également xjρj,i(t) si
y = x− ej + ei pour j 6= i. Rappelons que Nt est un vecteur à |I| composantes, qui
représente le nombre de particules dans chacun des compartiments au temps t. Un
calcul simple montre que pour tout x ∈ E et tout i ∈ I,

At(x)i :=
∑
y∈E

Lt,x,yyi = λi(t) +
∑

j∈I,j 6=i

xjρj,i(t)− xi

[
κi(t) +

∑
j∈I,j 6=i

ρi,j(t)

]
. (6.4)

On reconnaît l’équation (6.2) des modèles déterministes linéaires.

6.5.1 Files d’attente M/M/∞ en interaction
Lorsque le système ne comporte qu’un seul compartiment, le générateur (6.3) est

exactement celui d’une file d’attente M/M/∞ inhomogène en temps : pour x 6= y

Lt(x, y) :=


λ(t) si y = x+ 1 (naissance d’une particule)
xκ(t) si y = x− 1 (mort d’une particule)
0 sinon

.

Plus généralement, lorsque le système comporte plusieurs compartiments, le géné-
rateur (6.3) suggère d’interpréter le processus (Nt)t>t0 comme des files d’attentes
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M/M/∞ en interaction. La quantité N i
t correspond au nombre de clients dans la

ith file au temps t. Pour chaque i ∈ I, et en absence d’interaction (ρ ≡ 0), le taux
d’arrivée est λi et le taux de service est κi. La linéarité du coefficient xiκi correspond
à la nature M/M/∞ des files. L’interaction ρ permet aux clients de passer de la file
i à la file j avec un taux xiρi,j.

Ces files d’attentes en interaction constituent des réseaux de Petri particuliers
(également appelés systèmes de particules en interaction) cf. par exemple [Dur95]
et [Lig05]. Ces files en interaction ne sont pas en tandem, ne ne constituent pas des
réseaux de Jackson. En mécanique statistique, ces files en interaction constituent
des processus « zero-range » sur le graphe des compartiments.

6.5.2 Superposition de marches aléatoires
Pour simplifier, les taux qui interviennent dans cette section ne dépendent pas

du temps. Considérons une marche aléatoire à temps continu, dont l’espace d’états
est I ∪ {c}, où c est un état supplémentaire qui va jouer le rôle de d’état absorbant
(ou point cimetière). La dynamique de cette marche est décrite par le générateur
infinitésimal suivant : pour i 6= j dans I ∪ {c},

Li,j :=


ρi,j si i 6= c et j 6= c

κi si j = c

0 sinon

Faisons apparaître à présent en chaque compartiment i ∈ I une copie indépendante
de la marche, selon un processus de Poisson d’intensité λi (qui donne les temps
d’apparition). Les processus de Poisson utilisés pour chacun des compartiments sont
choisis indépendants.

Soit Zi
t le nombre de marches se trouvant dans le compartiment i ∈ I au temps

t. Le vecteur Zt := (Zi
t ; i ∈ I) suit la même loi que le processus (Nt)t>t0 généré par

(6.3).
En effet, l’absence mémoire des lois exponentielles et l’interprétation du géné-

rateur infinitésimal en terme d’horloges exponentielles en compétition conduit à
l’expression (6.3) pour le generateur infinitésimal de (Zt).

Lorsque |I| = 1, cette construction correspond à la construction de la file d’at-
tente M/M/∞ à partir de particules créées selon un processus de Poisson, et dé-
truites après une durée de vie exponentielle (ces durées sont indépendantes et indé-
pendantes du processus de Poisson).

Une telle interprétation reste toujours valable lorsque les taux dépendent du
temps.

FIXME: Ajouter un point cimetière conduit à des formules de Feynman-Kac.
On a donc deux interprétation de la dynamique (6.3) de (Nt). Une interprétation

horizontale en terme de superposition de marches aléatoires, et une interprétation
verticale en terme de files d’attente en interaction.
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Remarque 6.5.1 (Modèles individus centrés). Les modèles compartimentaux décrivent
l’évolution temporelle de population d’individus, regroupés en compartiments, plu-
tôt que l’évolution des individus eux-mêmes. A contrario, les modèles individus-
centrés décrivent l’évolution des individus. Chaque individu possède d’une part une
position spatiale, et d’autre part une variable d’état appelée trait (par exemple une
couleur, l’allèle d’un gène, etc). Les positions et les traits évoluent au cours du
temps. Les modèles individus-centrés décrivent l’évolution spatiale des individus,
dictée par des équations de diffusions en interaction. Les interactions entre les diffu-
sions spatiales tiennent compte à la fois de la proximité spatiale des individus et de
leurs traits. Les traits sont également modifiés par les interactions. Pour résumer, il
s’agit de diffusions colorées en interaction. Elles peuvent par exemple être utilisées
en épidémiologie et en écologie. En France, ces modèles ont été étudiés sur le plan
mathématique par Méléard et ses collaborateurs, et donnent lieu par exemple à des
équations aux dérivées partielles non linéaires de type Boltzmann.
Remarque 6.5.2 (Équations de Fisher-Kolmogorov-Petrovski-Piskounov). FIXME: in-
troduire les équations de Fisher-KPP, parler de densités spatiales de gènes, de pro-
pagation de front d’onde.
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Chapitre 7

Modèles de maturation-survie

Ce chapitre est consacré à l’étude d’un modèle simple de maturation/survie,
faisant intervenir des processus ponctuels, des renormalisations en espace continu,
et des modèles compartimentaux.

7.1 Tapis roulant et maturation/survie
Il s’agit de décrire le mécanisme de maturation d’une particule. Ce mécanisme

correspond à la traversée successive d’un nombre fini de stades de maturation, nu-
mérotés de 0 à n. À chaque stade, la particule peut mourir et être placée dans un
état absorbant (cimetière) c 6∈ {0, 1, . . . , n}. Cela correspond à l’étude d’un modèle
compartimental de type tapis roulant avec perte.

La maturation est modélisée par un processus de Markov (Xt)t>0 d’espace d’état

S := {0, 1, . . . , n} ∪ {c} avec c 6∈ {0, 1, . . . , n}

et de générateur infinitésimaux (Lt)t>0 donnés pour tous i 6= j dans S et tout t > 0
par

(Lt)i,j =


ρ si i 6= c et j = i+ 1,

κ(t, i) si i 6= c et j = c,

0 sinon.
(7.1)

Le taux ρ est un nombre réel strictement positif, tandis que la fonction

κ : R× {0, . . . , n} → R+

est lisse en la première variable (temps). Ce taux de mort dépend à la fois du temps et
du stade de maturation. Le processus (Xt)t>0 décrit la position d’une particule, qui
passe de l’état 0 à l’état n en avançant d’une unité. À chaque transition, la particule
peut être tuée et placée dans l’état absorbant c. Lorsque κ ≡ 0, le processus (Xt)t>0

est un processus de Poisson simple d’intensité ρ, arrêté à l’état n.
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La probabilité de traversée du système de maturation est donnée par

p := P(∃t > 0;Xt = n |X0 = 0).

Le temps de maturation est donné par

τ = inf{t > 0;Xt = n}

Ce temps est aléatoire.
Remarque 7.1.1 (Formule de Feynman-Kac). Il est possible d’exprimer la loi de
(X)t>0 avec une formule de Feynman-Kac, en utilisant le processus de Poisson sous-
jacent. De manière générale, ce procédé reste valable pour les processus de Markov
perturbés par l’adjonction d’un potentiel (fonction κ) et d’un état cimetière (absor-
bant).

Nous allons à présent faire tendre n vers l’infini, de sorte que l’espace d’état de-
vienne [0, 1]∪{c}. Soit Xn le processus décrit ci-dessus, d’espace d’état {0, 1, . . . , n},
avec taux ρn et κn. On définit ensuite le processus (Y n) par

Y n
t :=

1

n
Xn

t .

Théorème 7.1.2. Pour tout x ∈ [0, 1], si Y n
0 = bnxc, si limn→∞ ρn/n = ρ et si

lim
n→∞

sup
i∈{0,...,n};t∈R

|κn(t, i)− κ(t, i/n)| = 0

pour une fonction continue par morceaux et bornée

κ : R× [0, 1] → R+,

alors le processus Y n converge en loi lorsque n→∞ vers un processus de Markov à
temps continu Y à valeurs dans [0, 1] ∪ {c}, vérifiant Y0 = x, et de générateurs

Lt(f)(x) =

{
ρf ′(x) + κ(t, x)(f(c)− f(x)) si x 6= c

0 si x = c
.

Démonstration. Il s’agit d’un cas particulier des méthodes de passage à la limite étu-
diées dans les premiers chapitres. L’ingrédient supplémentaire ici est l’inhomogénéité
en temps des processus.

Remarque 7.1.3. Le processus vérifie pour tous t > s > 0 et tout x ∈ [0, 1],

L(Yt |Ys = x) =

{
p(s, t, x) δx(t−s) + (1− p(s, t, x)) δc si x 6= c

δc si x = c
,

où x(u) := min(1, x+ ρu),

p(u, v, x) := exp

(
−
∫ v

u

κ(w, x(w − u)) dw

)
,
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et p(u, v, c) := 0 pour tout x 6= c. Ces formules constituent un cas particulier
des formules de Feynman-Kac, pour une diffusion déterministe de générateur f 7→
ρf ′ (dérive uniquement). L’aléa provient uniquement du “potentiel” κ. L’état c est
absorbant.

Dans le modèle continu obtenu, la maturation correspond à un mouvement rec-
tiligne uniforme de vitesse ρ le long de l’intervalle [0, 1]. À tout moment, la particule
peut être tuée et placée dans l’état cimetière (point absorbant) c.

Pour tout t ∈ R et tout x ∈ [0, 1], posons

g(t, x) := κ(t, x)I[0,1)(x) et µ(t) := κ(t, 1)

de sorte que
κ(t, x) = g(t, x)I[0,1)(x) + µ(t)I{1}(x).

La fonction g correspond à l’action de κ pendant la maturation (i.e. sur l’intervalle
d’états [0, 1[), tandis que µ correspond à l’action après maturation (i.e. après arrivée
à l’état final 1).

Le temps de maturation est donné par la constante τ := 1/ρ. Il n’est pas aléatoire.
La probabilité de survie pendant la maturation est donnée par

p := exp

(
−
∫ τ

0

g(w, ρw) dw

)
.

Bien entendu, si g ≡ 0, alors p = 1, et plus généralement, p décroît quand g croit.

7.2 Comptage et maturation/survie
Considérons un modèle de maturation de particules dans lequel la maturation

prend un temps déterministe τ > 0. Une particule qui commence sa maturation à
l’instant t ∈ R achève sa maturation à l’instant t + τ . Supposons également que la
particule peut mourir pendant le processus de maturation, avec probabilité 1−p(t),
où p(t) ∈ [0, 1] et où t désigne le temps de début de maturation de la particule.
Dans ce schéma de maturation/survie, une particule qui commence sa maturation au
temps t ∈ R peut soit mourir avec probabilité 1−p(t), soit survivre avec probabilité
p(t) et achever sa maturation au temps t+ τ .
Théorème 7.2.1 (Maturation/survie = translation/amincissement). Considérons des
particules qui commencent leur maturation à des instants répartis selon un processus
ponctuel de Poisson sur R d’intensité λ : R → R+. Si τ désigne la durée déterministe
de la maturation et si p(t) désigne la probabilité de survie d’une particule pendant
maturation (sachant qu’elle a commencé sa maturation à l’instant t), alors en suppo-
sant que les survies sont indépendantes, les temps de fin de maturation des particules
survivantes suivent un processus ponctuel de Poisson d’intensité λ̃ : R → R+ donnée
pour tout t ∈ R par

λ̃(t) := λ(t− τ)p(t− τ).
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Démonstration. Découle immédiatement de la propriété de stabilité par amincisse-
ment et translation des processus ponctuels de Poisson.

Remarque 7.2.2 (Durées de vie). Soit µ : R+ → R+ une fonction localement
Lebesgue intégrable. On dit qu’une variable aléatoire Z à valeurs dans R+ est
d’intensité µ lorsque pour tous s 6 t dans R+,

P(Z > t|Z > s) = exp

(
−
∫ t

s

µ(u) du

)
.

La variable aléatoire Z suit la même loi que F−1(E) où E est une variable aléatoire
exponentielle de moyenne 1, et où F−1 est l’inverse généralisée de la fonction continue
et croissante F : R+ → R+ définie pour tout t ∈ R+ par

F (t) :=

∫ t

0

µ(u) du.

De manière équivalente, F (Z) suit la loi exponentielle de moyenne 1. Lorsque µ
est constante, cela signifie tout simplement que Z suit une loi exponentielle de
moyenne 1/µ. Ces variables aléatoires (ou plutôt ces lois) associées à une fonction
d’intensité sont souvent utilisées pour modéliser des durées de vie. Les temps de
sauts d’un processus de Poisson simple sur R+ sont de cette forme (voir chapitre sur
les processus ponctuels).

Supposons à présent qu’après maturation, chaque particule survit pendant une
durée aléatoire d’intensité µ : R+ → R+, indépendamment de toutes les autres. Le
théorème suivant exprime la loi du nombre Nt de particules matures et encore en
vie au temps temps t ∈ R+.
Théorème 7.2.3. Pour tous 0 6 s 6 t et tout m ∈ N,

L(Nt |Ns = m) = B(m,α(s, t)) ∗ P(β(s, t))

où

α(s, t) := exp

(
−
∫ t

s

µ(w) dw

)
et β(s, t) :=

∫ t

s

λ(u− τ)p(u− τ)α(u, t) du.

En particulier, pour tous 0 6 s 6 t et tout m ∈ N,

E(Nt |Ns = m) = mα(s, t) + β(s, t).

Il y a trois sources d’aléa qui sont indépendantes : le temps de début de matura-
tion (processus de Poisson), le fait de survivre pendant maturation (amincissement
Bernoulli), la durée de survie après maturation (amincissement par durée de vie).

Démonstration. Lorsque λ et µ sont constantes, alors (Nt)t>0 est une file d’attente
M/M/∞ (homogène en temps). Plus généralement, le processus (Nt)t>0 est une file
d’attente M/M/∞ inhomogène en temps. Le résultat découle de la stabilité des
processus ponctuels de Poisson par marquage et amincissement, comme pour la file
d’attente M/M/∞ homogène en temps.
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7.3 Tapis roulant et comptage
Considérons le processus de maturation/survie (Xt) introduit précédemment,

avec vitesse de maturation ρ et fonction d’élimination κ : R × [0, 1] → R+. La
maturation a lieu pendant une durée déterministe τ . Une particule qui débute sa
maturation au temps T peut soit mourir avec probabilité 1−p(T ) soit survivre avec
probabilité p(T ) et finir sa maturation au temps T + τ . Maintenant, considérons
des particules indépendantes qui débutent leur maturation aux temps T0, T1, . . . Ces
particules survivent avec probabilités p(T0), p(T1), . . ., et achèvent leur maturation
aux temps M0 = T0 + τ,M1 = T1 + τ, . . . à condition que les probabilités p(Ti)
soient non nulles. Les durées de survie après maturation sont des variables aléatoires
indépendantes de taux commun µ : R+ → R+ où µ(t) := κ(t, 1). Supposons que les
temps initiaux T0, T1, . . . sont aléatoires et distribuées selon un processus ponctuel
de Poisson indépendant sur R d’intensité λ : R → R+. Pour tout t > 0, soit Nt le
nombre de particules matures encore en vie à l’instant t. Le résultat suivant est un
corollaire des résultats précédents.
Théorème 7.3.1. Pour tout 0 6 s 6 t et tout m ∈ N,

L(Nt |Ns = m) = B(m,α(s, t)) ∗ P(β(s, t)),

où
α(s, t) := exp

(
−
∫ t

s

µ(w) dw

)
et

β(s, t) :=

∫ t−τ

s−τ

λ(u) exp

(
−
∫ τ

0

g(u+ w, ρw) dw

)
α(u+ τ, t) du.

En particulier, pour tout 0 6 s 6 t et tout m ∈ N,

E(Nt |Ns = m) = mα(s, t) + β(s, t). (7.2)

Le processus (Nt)t>0 n’est rien d’autre qu’une file d’attente M/M/∞ inhomogène
en temps. Lorsque g ≡ 0 et µ est constant, on a p ≡ 1, et (Nt)t>0 devient alors une
file d’attente M/M/∞ d’intensités constantes λ et µ. Lorsque de plus λ est constant,
la loi de Poisson P(λ/µ) est invariante et symétrique (et donc réversible).

Le rôle joué par la file M/M/∞ dans ce modèle est du au fait que les particules
sont indépendantes. L’adjonction d’une interaction entre particules, avant, pendant,
ou après maturation conduirait à un processus de comptage différent, dont les taux
ne sont pas affine.
Remarque 7.3.2 (Valeurs négatives de κ et amplification). L’expression de β donnée
ci-dessus fait encore sens lorsque κ prend des valeurs négatives sur l’intervalle [0, 1).
Dans ce cas, la quantité p(u) = exp

(
−
∫ τ

0
g(u+ w, ρw) dw

)
peut dépasser 1 et ne

peut donc plus être interprétée comme une probabilité de survie. De telles valeurs
négatives de κ peuvent être vues comme une sorte d’amplification de l’intensité
d’arrivée, par opposition à l’élimination, et peuvent être par conséquent incorporées
à λ.
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Cas sans élimination après maturation

Supposons que µ ≡ 0 (pas d’élimination après maturation). Dans ce cas, α(s, t) =
0 pour tout 0 6 s 6 t, et la formule exprimant β(s, t) devient

β(s, t) =

∫ t−τ

s−τ

λ(u) exp

(
−
∫ τ

0

g(u+ w, ρw) dw

)
du.

Dans ce cas, t ∈ R+ 7→ β(s, t) est croissante puisque la fonction intégrée ne dépend
pas de t. Cela n’est pas surprenant car les particules ne sont pas tuées après matu-
ration. Ainsi, sur l’événement {Ns = 0}, le processus t ∈ R+ 7→ Mt est croissant,
et en particulier sa valeur moyenne β(s, t) est croissante également. Lorsque λ est
constant et g ≡ 0, on retrouve le processus de Poisson simple de comptage des tops,
d’intensité λ.

Cas sans élimination pendant maturation

Supposons que g ≡ 0 (pas d’élimination pendant maturation). Dans ce cas, la
formule exprimant β(s, t) pour 0 6 s 6 t devient

β(s, t) =

∫ t−τ

s−τ

λ(u)α(u+ τ, t) du.

Lorsque de plus λ et µ sont constants, on retrouve la file d’attente M/M/∞ homo-
gène en temps d’intensités λ et µ, pour laquelle

α(s, t) = e−(t−s)µ and β(s, t) =
(
1− e−(t−s)µ

)λ
µ
. (7.3)

La loi P(λ/µ) est invariante et symétrique (et donc réversible) pour (Nt)t>0.

Élimination partielle pendant maturation et constante après maturation

Considérons à présent le cas particulier où λ est constant et où κ est de la forme

k(t, x) = g(t)I[0,δ)(x) + µI{1}(x), (7.4)

où δ ∈ [0, 1], µ ∈ R+, et où g : R+ → R+ est une fonction lisse. Il correspond
à une élimination qui dépend du temps avant le stade de maturation δ, et à une
élimination constante après maturation. Il n’y a pas d’élimination pour les stades
de maturation après δ. La formule pour β(s, t) lorsque 0 6 s 6 t devient

β(s, t) = λ

∫ t−τ

s−τ

exp

(
−µ(t− τ − u)−

∫ δτ

0

g(u+ w) dw

)
du. (7.5)

Lorsque g ≡ 0, on retrouve la file d’attente M/M/∞ homogène en temps. Supposons
a contrario que g ne s’annule qu’à l’infini. Dans ce cas, les deux formules (7.5) et
(7.3) pour β se confondent lorsque t tends vers ∞. En particulier, la loi de Poisson
P(λ/µ) est une loi stationnaire de (Nt)t>0.

27 mars 2007 – 23:45 – pdfLATEX. Page 108.



7.3. TAPIS ROULANT ET COMPTAGE 109

Identifiabilité et invariance par certaines transformations

La dynamique de N := (Nt)t>0 est complètement décrite par le quadruple
(τ, µ, g, λ), où τ := 1/ρ. Il est naturel de s’intéresser à l’injectivité de la fonctionnelle

(τ, µ, g, λ) 7→ L(N |N0).

En vertu du théorème 7.3.1, la loi L(N |N0) est complètement déterminée par le
triplet (τ, µ, λg), où λg : R → R+ est définie par

λg(t) := λ(t)p(t) = λ(t) exp

(
−
∫ τ

0

g(t+ w, ρw) dw

)
.

Par conséquent, le couple (λ, g) ne peut pas être identifié, car il agit sur la loi du
processus à travers l’alliage λg. L’action de g peut être compensée par λ et vice
versa. Supposons par exemple que g s’écrit g = g1 + g2, où g1 et g2 sont positives.
Alors les modèles correspondants respectivement à (τ, µ, g, λ) et à (τ, µ, g2, λg1) sont
indistinguables. Le cas extrême correspond à (τ, µ, 0, λg), pour lequel l’intégralité de
la fonction d’élimination g est intégrée dans l’intensité d’arrivée λ.

Analysons quelques cas particuliers. Pour tout θ > 1, considérons la transforma-
tion qui remplace (λ, g) par (λθ, gθ) défini par

λθ := θλ et gθ := g + ρ log(θ).

La fonction µ et le paramètre ρ sont inchangés, et on peut vérifier que λθ
gθ = λg.

Par conséquent, la dynamique est invariante par cette transformation, et les deux
modèles correspondant à (τ, µ, g, λ) et (τ, µ, gθ, λθ) sont indistinguables, malgré leur
interprétation différente. Une perturbation multiplicative de l’intensité d’arrivée λ
correspond à une perturbation additive de la fonction d’élimination pendant ma-
turation g. Cela suggère de normaliser la paramétrisation en prenant par exemple
λ ≡ 1.
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