INSA de Toulouse, 4AGMM-MMS Mardi 24 avril 2012

Controle de Modéles et algorithmes stochastiques 1 et 2

Durée 1h30
Les documents, les calculatrices et les téléphones portables sont interdits.
Le baréme sur 20 est approximatif.

Exercice 1 (13 points)

On considére une population de taille constante IV, pour laquelle la transmission des génes d’une
génération & une autre se fait suivant le modéle de Moran, qui peut étre décrit comme suit.

A chaque génération, deux individus de la population sont choisis au hasard, avec remise.

— Si les deux individus choisis sont distincts, alors le premier individu a deux descendants,
le second individu n’a aucun descendant, et tous les autres individus ont exactement un
descendant dans la génération suivante.

— Si les individus choisis sont les mémes, alors tous les individus de la population ont un seul
descendant dans la génération suivante.

1. On considére un géne qui peut s’exprimer sous la forme de deux alléles différentes, A et a.
On suppose que lalléle A a un avantage sélectif s > 0 sur lalléle a, dans le sens suivant :

a chaque génération, quand on choisit I’individu destiné a avoir deux descendants, chaque
individu portant l’alléle A a une probabilité proportionnelle & 1 + s d’étre choisi, alors que
chaque individu portant 1’allele a a une probabilité proportionnelle & 1 d’étre choisi.

Pour n > 0, soit X, le nombre d’individus portant ’alléle A dans la population a la génération
n. On note P = (p;;)o<i,j<n la matrice de transition de la chaine de Markov (X,)n>0.

(a) Pour tout 1 <7 < N —1, donner p; ;41 et p; ,_1 et montrer ensuite la relation :
Piit1 = (1 + 8)pii—1-

(b) Donner la matrice de transition P. Y-a-t-il des états absorbants ?

Montrer que (X,,),>0 est une sous-martingale par rapport a la filtration naturelle.
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(d) Montrer que (X,,), converge presque surement, quand n — oo, vers une variable aléa-
toire Xo. Quelles valeurs peut prendre X, 7

On cherche a déterminer ¢; := P(Xo = N | X = i), la probabilité de fixation de 1’alléle
A sachant que dans la population initiale on a ¢ individus qui portent ’alléle A.

(e) Donner gg et gn. Montrer ensuite que pour tout ¢ = 1,..., N — 1 on a une relation de
récurrence du type :
¢i = aiqi—1 + bigi + ¢igit1,
avec des suites a;, b; et ¢; qu’il faudra préciser.
(f) Montrer que pour tout i =1,.... N —lona: ¢y —q¢ = (1+35)" (g —q_1).
(g) En déduire que pour tout i =0,..., N on a

o 1—(1+s)7?
qz_l—(l—ks)—N'

2. On s’intéresse maintenant & l'arbre généalogique d’un échantillon de m < N individus de la
population présente. On note T, I'instant du premier événement de coalescence dans ’arbre
généalogique des m individus, i.e. le nombre de générations qu’il faut rémonter en arriére
jusqu’a ce que deux individus parmi les m trouvent leur ancétre commun.

(a) Montrer que la probabilité que deux individus donnés aient le méme parent dans la
génération précédente est égale a % Donner ensuite la loi de Tj.



(b) Pour m quelconque, déterminer la probabilité que, dans un échantillon de m individus, il
y ait deux individus avec le méme parent dans la génération précédente. Donner ensuite
la loi de T7,.

/

(c) Montrer que, pour m fixé, si la taille de la population N — oo, alors 2;5” converge en
loi vers une variable aléatoire T, de loi exponentielle dont on précisera le paramétre.

(d) Si on mesure le temps en unités de NTQ générations et la taille de la population est
trés grande (N — 00), déterminer la hauteur moyenne de Parbre généalogique de m
individus.

Exercice 2 (Observations dépendant du futur) (7 points)
On considére (X,,)n>0 une chaine de Markov & valeurs dans E fini de matrice de transition P et
de loi initiale v. On suppose qu’a l'instant n, on observe une variable aléatoire Y,, définie par :

(Xn + Xn11)Unga

Y, =
2

Vn € N.

(Un)n>1 est une suite indépendante de la suite (X,,) de variables aléatoires .i.d. On suppose que
U est a valeurs dans {—1,0,1} et que P(U; =1) =P(Uy = —1) =p € (0,1/2).

1. Déterminer le noyau d’observation  associé a ce modéle, i.e. déterminer pour tous z, z’,
Q(x,x',y) = P(Yn = y|Xn = Z’,Xn_t,_l = xl)

en fonction de y.
2. Montrer que, conditionnellement a X,, et X, 11, Y,, est indépendant de Yj.,,_1, i.e. montrer
que pour tous z, ', y et Yo.n_1,

P(Yn = y|Xn =2, Xpt1 = 1'/) = P(Yn = len =z, Xn41 = xlv Yoin-1= yO:n71)~

3. Soit n > 1. On cherche a prédire la valeur de X,, connaissant les observations Yp,...,Y,_1 :
calculer

7rn/n—1(y0:na LL‘) = P(Xn = x‘YE)n = yO:n)
en fonction de P, Q) et
7Tn—1(y0:m ) = ]P(Xn—l = -\Yo:n—l = yO:n—l)-

4. Exprimer P(Yy = o) en fonction de P, Q et v. En déduire o (yo, ).

5. Pour n > 1, calculer 7, (yo.n, z) en fonction de P, Q et m,/,_1.



