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1. On considere le disque unité
D? ={uecR*: |jul| <1}
et la relation d’équivalence ~ dont les classes sont
- les singletons {u} pour [jul| <1
- les doubletons {u, —u} pour |lu|| = 1.
Montrer que 'espace topologique quotient D?/ ~ est compact. A quel espace connu

(sphere, tore, espace projectif, bande de Md&bius, bouteille de Klein, boule ...) est-il
homéomorphe (on démande une démonstration) ? D?/ ~ est-il une variété ?

2. Montrer que la sphére S? est homéomorphe & 'espace obtenu en recollant deux tores
"pleins” D? x St et S x D? au moyen de I'application identique

D?x 8' 5 8" x 81 4 51 x St ¢ St x D2,

3. Soit V = —ya% + :L'a% un champs de vecteurs de R2.

(a) Montrer que V' est un champ complet.

(b) Calculer I'indice indyV de V' a l'origine 0 = (0, 0).

(c) Montrer que V induit un champ de vecteurs V de Pespace D?/ ~.

(d) Est-ce que V est le champ-gradient d'une fonction de Morse sur D?/ ~?
4. Soit X = RP?4RP? la somme connexe de deux plans projectifs réels.

(a) A quel espace connu est-il homéomorphe X ? Justifier la réponse.

(b) Construire un complexe cellulaire homéomorphe a X.

(c) Calculer I'homologie de X a coefficients dans Z et dans Zy = Z/27Z.
5. Soit [rg, x1, 73] des coordonnées homogenes du plan projectif RPP2. On pose
2 2

fiRP? — R
[$0 Mo T CL'Q] = f(anx1>$2) = x%ﬁ-lgc_;fm%

(a) Calculer les points critiques de f. Est-ce que f est une fonction de Morse sur RP? ?
(b) On admet que f est de Morse. Calculer les indices des points critiques de f.
(c) En déduire la caractéristique d’'Euler x(RP?) de RP2.

6. On désigne par K2, S? la bouteille de Klein et la sphere de dimensiion deux.

(a) Existe-t-il un espace topologique M et un revétement S? — M d’ordre deux,
quatre ?

X1ste-t-11 un espace topologique et un revetemen — ordre quatre !
b) Existe-t-il topologique M et et t K? — M d’ord tre?



