Corrigé de la premiere épreuve de controle continu de Maths
I

Exercice 1

(i) Lorsque x = 0, on a z = 2 qui est un réel positif, de module 2 et d’argument 0
(mod 27).

Lorsque = 7/2, on a z = 0, dont le module est 0 et qui n’a pas d’argument.

(i) On met e en facteur et I'on utilise I'une des formules d’Euler :

2=l 41 =€ (eiz + e_iz) = €% (2cosz) = 2cos x e

(iii) Lorsque = € |—m/2,7/2[, on sait que cosx est strictement positif, donc 2cosz
également. D’apres la question précédente, le module de z est alors 2 cos z et son argu-
ment est x (mod 27).

(Lorsque par exemple x = 7, on a 2cosx = —2, qui n’est certainement pas le module
de z; et z = 2, dont 'argument n’est pas x (mod 27).)

Exercice 2

(i) I1 s’agit d’une transformation de la forme z +— 2’ := az+b, avec a = 1+1# 1 : c’est
donc une similitude directe.

(ii) Le centre de cette similitude est son unique point fixe :

b 1
= = — =1
S

Son rapport est le module de a, soit |1 +i| = v/2. Son angle est Pargument de a, soit
arg(l +1i) = g (mod 2m).

(iii) On calcule :

*(2) = ¢(8(2)) = L +1)(#(2)) + 1= (L+1)((L +i)z+1) + 1 = 2iz + (2 +1).

Puisque 2i # 1, ¢’est encore une similitude non triviale. Puisque ¢(¢(zo)) = ¢(20) = 20,
elle a encore pour centre zy = i. Son rapport est |2i| = 2 (le carré du rapport précédent)
et son angle est arg(2i) = 7w (mod 27) (le double de I’angle précédent).

Exercice 3
2 _ 12
a®—b2=0
(i) L’équation (a+bi)? = —i équivaut au systeme : S ) " De plus, les solutions
ab = —1.

doivent avoir pour norme algébrique la racine carrée de la norme algébrique de —i, c’est-

a-dire 1. On a donc a? +b2 =1, ce qui, joint a la premiere équation, donne a? = b? = 2

donc a = \/7 et b= \/7 i— Enfin, ’égalité 2ab = —1 implique que



a et b sont de signe contraire. On trouve donc les deux racines carrées :

V2 V2 V2 V2.
— ——1let — — + —1.
2 2 2 2

(ii) La mise sous forme canonique de I’équation donne :
(z—i)2 =22 -2z —1=—i.

On trouve donc les deux solutions :

2 2 2

(iii) L’expression f(z) est bien définie lorsque son dénominateur z —i est non nul, c’est-
a-dire lorsque z € C\ {i}.

L’équation f(z) = z équivaut alors (en chassant les dénominateurs) a iz + (1 —1i) =
z(z —1i), autrement dit, & 22 —2iz+ (i—1) = 0. Cette derniére équation a pour solutions
les complexes z; et z9, qui sont bien éléments de C \ {i}, donc sont les solutions de
l’équation f(z) = z.

Exercice 4

(i) La fonction f a pour dérivée la fonction exponentielle, qui est strictement positive
sur R. La fonction f est donc strictement croissante sur R.

Puisque f(0) = e” — 1 =0, la fonction f est strictement négative sur |—oc,0[, nulle en
0 et strictement positive sur ]0, +o0.

La fonction g a pour dérivée la fonction f. Dapres I’étude précédente, la fonction g
est donc strictement décroissante sur |—oo, 0], elle admet un minimum en 0, et elle est
strictement croissante sur |0, +o00].

Puisque g(0) = e — 1 — 0 = 0, la fonction g est strictement positive sur |—oo, 0[, nulle
en 0 et strictement positive sur ]0, +o0].

La fonction h a pour dérivée la fonction g. Dapres I’étude précédente, la fonction A est
donc strictement croissante sur |—o0,0] (car elle est continue) et strictement croissante
sur [0, +o00[. Elle est donc strictement croissante sur R.

Puisque h(0) = ¢” — 1 —0 = 0, la fonction h est strictement négative sur |—oo, 0[, nulle
en 0 et strictement positive sur ]0, 4+o0].

(ii) D’apres I’étude de la fonction h, on a sur R4 'inégalité :

1
V:EER+,€$—(1+ZL‘+§332)ZO.

On en déduit I'inégalité demandée :

1
Ve Ry, ez21+x+§aj2.



