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Partie I : Différentielle du déterminant

Soit n un nombre entier strictement positif.
On note M, (R) l'espace des matrices n x n réelles, I,, la matrice unité, Gl,(R) le sous-ensemble de
M, (R) constitué des matrices inversibles, det la fonction déterminant et ¢r la fonction trace sur M, (R).

Pour toute matrice M de M,,(R), on note ‘M la transposée de M et com(M) la comatrice de M.
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On rappelle que M ‘com(M) = tcom(M) M = det(M)I, , que exp(M) = o et que la
k=0

R — Ma(R) est de classe €' (et méme C*) sur R et vérifie h'(x) = M exp(zM)

fonction A : s exp(zM)
1. Montrer que det est de classe C! sur M, (R).

2. Montrer que, pour tout H € M,,(R), D det (I,,) . H =tr(H).

3. Soit X € Gl,,(R). Montrer que, pour tout H € M,,(R), D det (X).H = tr(‘com(X) H).

4.a. Soit M € M, (R). Quel est le degré du polynéme caractéristique de M ? Montrer qu’il existe un

1
nombre entier kg > 0 tel que, pour tout entier k > ko , M — EI" soit une matrice inversible. En déduire
que Gl (R) est dense dans M, (R).

M,(R) — L(M,(R),R)

- 3 2 . N
X D det(X) est-elle continue ? (Justifier brievement)

4.b. L’application

4.c. Soit X € M,,(R). L’application linéaire gx ‘ I s tr(fcom(X) H)

une matrice Gx. Combien de lignes et de colonnes possede la matrice Gx 7 Que peut-on dire des coef-
M,p(R) — L(Mn (R), R)
X —  gx

4.d. Soit X € M, (R). Montrer que, pour tout H € M,(R), D det (X).H = tr(tcom(X) H)

5. Application : Soit A € M, (R). On définit la fonction f: R — R par f(z) = det(exp(zA)).

peut se représenter par

ficients de G'x 7 L’application est-elle continue ? (Justifier brieévement)

5.a. Montrer que f est de classe C! sur R, puis, pour tout x € R, calculer la différentielle de f en x.
5.b. Quelle est 'équation différentielle vérifiée par f? Que vaut f(0)?
5.c Montrer que, pour tout z € R, f(z) = exp (z tr(A)). En déduire que det(exp(A)) = exp (tr(A)).

Partie II : Différentielle en dimension infinie

On note I le segment [0, 1], F' 'espace des fonctions continues de I dans R et E le sous-espace de F'
formé des fonctions de classe C! sur I et nulles en 0.
Pour tout x € F, on pose ||z||r = sup |xz(t)] et, pour tout z € E, on pose ||z||p = sup |2’ (t)|.

tel tel

On considere I'application f : E — F définie par f(z) = 2’ + 2.

1. Montrer que ||.||r est une norme sur F et que ||.||g est une norme sur E.
Dorénavant, on munit E de la norme ||.||g, F de la norme ||.||p et L(E, F) (espace des applications
linéaires continues de E dans F') de la norme d’application linéaire continue.

2. Montrer que Vo € E ||z||r < ||z||g et que Vz € FVy € F |lzy||r < ||z||F||yl|F-
3. Soit a € E. Montrer que f est différentiable en a et calculer la différentielle de f en a.

4. Montrer que f est de classe C' sur E.



