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1 Di�érentielles

1.1 Dé�nition

Soient E,F deux espaces vectoriels normés sur le corps K = R ou C et
Ω ⊂ E un ouvert. l'espace des applications linéaires continues L : E → F est
noté par L(E,F ).

Dé�nition 1 Une application f : U → F est dite di�érentiable au point
a ∈ Ω s'il existe une application linéaire L ∈ L(E,F ), telle que

f(a+ h) = f(a) + L(h) +R(h)

où ||R(h)|| = o(||h||).

Notation : on note Df(a) = L la di�érentielle de f en a. Rappelons que la
notations de Landau ||R(h)|| = o(||h||) signi�e que ||R(h)|| est "beaucoup
plus petit que " ||h|| au sens

lim
h→0

=
||R(h)||
||h||

= 0.

Proposition 1 Lorsque la di�érentielle Df(a) existe, elle est unique.

Exemple 1. Soit E = F = R, K = R.

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
= f ′(a)⇔ f(a+ h) = f(a) + f ′(a).h+ o(|h|).

Cela signi�e que (vu l'unicité) Df(a)(h) = f ′(a).h. La di�érentielle Df(a)
est une fonction linéaire

Df(a) : R→ R

qui s'identi�e à un scalaire f ′(a), c'est à dire l'espace vectoriel L(E,F ) s'iden-
ti�e à l'espace R.

Exemple 2. Soit E = Rm, F = R, K = R et (e1, e2, . . . , em) la base
canonique de Rm. Nous avons

Df(a)(h) = Df(a)(h1.e1 + h2.e2 . . . hm.em)

= h1.Df(a)(e1) + h2.Df(a)(e2) + . . . hm.Df(a)(em).
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Par conséquent

lim
hi→0

f(a1, . . . , ai + hi, . . . , am)− f(a1, . . . , ai, . . . , am)

hi

= lim
hi→0

hi.Df(a)(ei) + o(|hi|
hi

= Df(a)(ei).

Par conséquent la dérivée partielle ∂if(a) = ∂f
∂xi

(a) de la fonction

f = f(x1, x2, . . . , xm)

par rapport à la variable xi existe et

∂if(a) = Df(a)(ei).

Nous en déduisons que

Df(a)(h) = h1.∂1f(a) + h2.∂2f(a) + . . . hm.∂mf(a).

La di�érentielle Df(a) est une application linéaire

Df(a) : Rm → R

et dans ce contexte on utilise la notation df(a) = Df(a), dai = Df(a)(ei).
Ainsi

df(x) =
m∑
i=1

∂if(x) dxi. (1)

formule que nous utiliserons dans la suite.
Si Rm est muni d'un produit scalaire < ., . >, alors il existe un vecteur

unique, noté grad f(a) ou ∇f(a), et appelé gradient de f en a, tel que

Df(a)(h) =< grad f(a), h > .

Naturellement, si < x, y >= x1.y1 + . . . xm.ym est le produit scalaire cano-
nique, alors

grad f = (∂1f(a), ∂2f(a), . . . , ∂mf(a)).

Il convient dans ce cas d'écrire le vecteur gradient comme un vector ligne, de
façon à ce que

< grad f(a), h >= grad f(a).h
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(produit d'un vecteur ligne et d'un vector colonne) et le vecteur-gradient
devient un cas particulier de la matrice Jacobienne de décrite dans l'exemple
suivant

Exemple 3. Soit E = Rm, F = Rn, K = R. L'espace L(E,F ) s'identi�e
à l'espace des matrices réelles de dimension m × n. La di�érentielle Df(a)
s'identi�e par conséquent à une matrice, notée Jac(f)(a) ou J(f)(a), qu'on
appelle matrice jacobienne de f en a

Df(a)(h) = Jac(f)(a).h

(produit d'une matrice de m colonnes et n lignes avec le vecteur colonne h).
On calcule facilement que si f est représentée par un vecteur colonne dont les
composants sont f1, f2, ..., fn, alors les vecteurs lignes de la matrice Jac(f(a)
sont les vecteurs gradients des fonctions fi en a

Jac(f)(a) = (∂jfi(a))n,mi=1,j=1.

1.2 Composition des di�érentielles

Soient E,F,G trois espaces normés et f, g deux applications

f : U → F, g : V → G,U ⊂ E, V ⊂ F.

On suppose que f est di�érentiable en a ∈ U et que g est di�érentiable en
b = f(a) ∈ V .

Théorème 1 (di�érentiation des applications composées)

D(g ◦ f)(a) = Dg(f(a)) ◦Df(a). (2)

Démonstration. Les di�érentielles Df(a), Dg(f(a)) sont des applications
linéaires continues, ce qui veut dire qu'il existent des constante réelles c1, c2
telle que

||Df(a)(h)|| ≤ c1||h||, ||Dg(f(a))(h)|| ≤ c2||h||.
On en déduit que

g(f(a+ h)) = g(f(a) +Df(a)(h) + o(||h||))
= g(f(a)) +Dg(f(a))(Df(a)(h) + o(||h||)) + o(||Df(a)(h) + o(||h||))
= g(f(a)) +Dg(f(a))(Df(a)(h)) +Dg(f(a))(o(||h||)) + o(||h||)
= g(f(a)) +Dg(f(a))(Df(a)(h)) + o(||h||)
= g(f(a)) + (Dg(f(a)) ◦Df(a))(h) + o(||h||).
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La formule (2) est démontrée.
Corollaire.(Di�érentiation des fonctions composées) Si E = Rp, F =

Rq, G = Rr alors

Jac(g ◦ f)(a) = Jac(g)(f(a)).Jac(f)(a)

Dans le cas particulier r = 1 nous avons g(f(x)) = g(f1(x), f2(x), ..., fq),
x = (x1, x2, ..., xp). Notons yi = fi(x), z = g(y). D'après la formule (1)

dz =
∂g

∂y1

dy1 +
∂g

∂y2

dy2 + . . .
∂g

∂yq
dyq (3)

dyi =
∂fi
∂x1

dx1 +
∂fi
∂x2

dx2 + . . .
∂fi
∂xp

dxp (4)

En substituant (4) dans (3) on obtient

dz = (

q∑
j=1

∂z

∂yj

∂yj
∂x1

)dx1 + · · ·+ (

q∑
j=1

∂z

∂yj

∂yj
∂xp

)dxp (5)

D'un autre coté

dz =
∂z

∂x1

dx1 +
∂z

∂x2

dx2 + · · ·+ ∂z

∂xp
dxp

ce qui implique (en identi�ant les coe�cients de dxi)

∂z

∂xi
=

q∑
j=1

∂z

∂yj

∂yj
∂xi

, i = 1, 2 . . . , p.
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2 Applications linéaires. Applications de classe

C1.

2.1 Applications Linéaires continues

Soit E,F deux espaces vectoriels normés sur K = R ou K = C, L : E →
F une application linéaire.

Proposition 2 Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) L est continue sur E

(ii) L est continue en 0 ∈ E
(iii) L est bornée sur la boule unité de E (i.e. sup‖x|≤1 ‖L(x)‖ <∞)

(iv) L est bornée sur la sphère unité (i.e. sup‖x|=1 ‖L(x)‖ <∞)

(v) il existe une constanteM > 0 telle que ‖L(x)‖ ≤M‖x‖ pour tout x ∈ E.

La preuve est laissée en exercice.
On désigne par L(E,F ) l'espace vectoriel des applications K-linéaires

continues. L'application

|||.||| : L(E,F ) → R+

L 7→ |||L||| = supx 6=0
‖L(x)‖
‖x‖ = sup‖x‖≤1 ‖L(x)‖ = sup‖x‖=1 ‖L(x)‖

= inf{M ≥ 0 : ‖L(x)‖ ≤M‖x‖,∀x ∈ E}

est une norme sur L(E,F ). Rappelons qu'un espace vectoriel normé est dit
complet, ou espace de Banach, si toute suite de Cauchy converge.

Théorème 2 Si (F, ‖.‖) est complet, il en est de même de (L(E,F ), |||.|||).

Preuve. Soit (Ln)n une suite de Cauchy dans L(E,F ). La suite (Ln(x))n est
de Cauchy dans F est donc converge. Notons sa limite L(x). Ceci est une

application linéaire. Nous allons véri�er que L est continue et Ln
|||.|||→ L.

Pour tout ε > 0 il existe n0 > 0 tel que si m,n ≥ n0

|||Lm − Ln||| < ε.

Il s'en suit que ‖Lm(x)− Ln(x)‖ < ε‖x‖ et, en passant à la limite m→∞

‖Ln(x)− L(x)‖ < ε‖x‖,∀n ≥ n0. (6)
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On en déduit que
‖L(x)‖ < ε‖x‖+ ‖Ln(x)‖

et L est une application continue en 0. D'après (6), pour tout ε > 0 il existe
n0 tel que si n ≥ n0 alors

|||Ln − L||| ≤ ε

c'est à dire Ln
|||.|||→ L. �

Théorème 3 Si E est de dimension �nie, toute application linéaire de E
dans F est continue.

Preuve. Il su�t de considerer le cas E = K. Soit (xn)n une suite convergente
vers 0. Nous avons L(xn) = xnL(1)→ 0.�

2.2 Applications de classe C1 et di�érentielles partielles.

Soit E,F espaces vectoriels normés, U ⊂ E un ouvert, f : U → F .

Dé�nition 2 On dit que l'application f est de classe C1 sur U , ou continû-
ment di�érentiable sur U , si Df(a) existe en tout point a ∈ U et si l'appli-
cation linéaire a 7→ Df(a) est continue de U dans l'espace normé L(E,F ).

Soit E = E1×E2×. . . Em, a = (a1, a2, . . . , am) ∈ E, fa,k : xk 7→ f(a1, . . . , xk, . . . , am).

Dé�nition 3 On dit que l'application f admet une di�érentielle partielle
par rapport à la k-ème variable an a, si la di�érentielle de l'application fa,k :
Ek → F en a existe. On note cette di�érentielle

∂f

∂xk
ou Dkf(a) ou ∂kf(a).

Si f est di�érentiable en a, alors pour tout k Dkf(a) existe et

Df(a)(h1, h2, . . . , hm) = D1f(a)(h1) +D2f(a)(h2) + · · ·+Dmf(a)(hm).

De plus, si f est de classe C1 sur U , alors pour tout k la di�érentielle Dkf(a)
est continue de U dans l'espace normé L(Ek, F ). La réciproque est vraie aussi

Théorème 4 L'application f est de classe C1 sur U si, et seulement si, les
di�érentielles partielles de f existent et sont continues sur U .
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Preuve. Pour simpli�er les notations nous supposons que E = E1 × E2, le
cas général est traité de la même manière. Nous supposons aussi que les
di�érentielles partielles D1f,D2f existent et sont continues sur U , a ∈ U est
�xé. Nous avons

f(a+ h)− f(a) = f(a1 + h1, a2 + h2)− f(a1, a2 + h2) (7)

+f(a1, a2 + h2)− f(a1, a2) (8)

= D1(a1, a2 + h2)(h1) +R1(h1;h2) (9)

+D2(a1, a2)(h2) +R2(h2). (10)

Nous avons ‖R2(h2)‖ = o(‖h2‖) (par dé�nition de di�érentielle). Pour R2

on véri�e que D1R1(0; 0) = 0. La continuité de la di�érentielle partielle et
le théorème des accroissements �nis (voir la section suivante) montrent que
R1(h1;h2) = o(||h||).

3 Théorèmes des accroissements �nis.

Soit E,F espaces vectoriels normés, U ⊂ E un ouvert, f : U → F . On
suppose que f est continue en tout point de l'intervalle

[a, b] = {(1− t)a+ tb : t ∈]0, 1[} ⊂ U

et di�érentiable en tout point de ]a, b[. Alors

Théorème 5

||f(b)− f(a)|| ≤ ||b− a|| sup
c∈]a,b[

||Df(c)||.

Ce théorème est un corollaire simple du

Théorème 6 Soit

f : [a, b]→ F, ϕ[a, b]→ R, [a, b] ⊂ R.

On suppose que f et ϕ sont continues sur [a, b] et di�érentiables sur ]a, b[, et
véri�ent

||f ′(t)|| ≤ ϕ′(t),∀t ∈]a, b[.

Alors
||f(b)− f(a)|| ≤ ϕ(b)− ϕ(a).
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Démonstration. On va montrer que

(a < u < v < b)⇒ (||f(v)− f(u)|| ≤ ϕ(v)− ϕ(u)).

On va raisonner par absurde. Supposons qu'il existent u, v tels que

||f(v)− f(u)|| − [ϕ(v)− ϕ(u))] =: E > 0

et posons a0 = u, b0 = v.l'inégalité triangulaire montre que

||f(v)− f(
u+ v

2
)|| − [ϕ(v)− ϕ(

u+ v

2
))] ≥ E

2

ou bien

||f(
u+ v

2
)− f(u)|| − [ϕ(

u+ v

2
))− ϕ(u)] ≥ E

2
.

Appelons [a1, b1] celui des deux segments où l'inégalité est réalisée et réitérons
le procédé. On construit ainsi une suite de segments emboîtés [an, bn] tels que

a0 ≤ a1 ≤ . . . an ≤ bn ≤ · · · ≤ b1 ≤ b0, bn − an =
b0 − a0

2n

et

||f(bn)− f(an)|| − [ϕ(bn)− ϕ(an))] ≥ E

2n
.

Il en résulte que les suites (an), (bn) convergent vers la même limite c ∈]a, b[
et que

lim
n→∞

||f(bn)− f(an)|| − [ϕ(bn)− ϕ(an))]

bn − an
=
||f ′(c)||
ϕ′(c)

≥ E

b0 − a0

.

Théorème 5 est démontré.
Preuve du Théorème 6. Si g(t) = f((1− t)a+ tb), alors

g′(t) = Df((1− t)a+ tb)(b− a)

et
|g′(t)| ≤ ||b− a||. sup

c∈]a,b[

||Df(c)||.

On pose ϕ(t) = t.||b− a||. supc∈]a,b[ ||Df(c)|| et on en déduit

||f(b)− f(a)|| = ||g(1)− g(0)|| ≤ ||ϕ(1)− ϕ(0)|| = ||b− a||. sup
c∈]a,b[

||Df(c)||.
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4 Point Fixe

Soit X, d un espace métrique complet. Par exemple, X ⊂ E, E - espace
de Banach et X = X.

Théorème 7 Soit f : X → X une application contractante, c'est à dire : il
existe k ∈ R, 0 < k < 1, telle que

d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y)

pour tous x, y ∈ X. Alors il existe un point a ∈ X unique (le point �xe) tel
que f(a) = a. De plus si x0 ∈ X

lim
n→∞

fn(x0) = a, d(fn(x0), a) ≤ knd(f(x0), x0).

Preuve.

d(fn(x0), f
n+m(x0)) ≤ d(fn(x0), f

n+1(x0)) + . . . d(fn+m−1(x0), f
n+m(x0))

≤ (kn + kn+1 + · · ·+ kn+m−1)d(f(x0), x0) ≤
kn

1− k
d(f(x0), x0).

Ceci montre que (fn(x0))n est une suite de Cauchy et par conséquent f
n(x0)→

a. En passant à la limite m→∞ on obtient l'inégalité

d(fn(x0), a) ≤ kn

1− k
d(f(x0), x0).

5 Théorème Inversion Locale

5.1 Le cas f : R→ R
Dé�nition 4 On dit qu'une fonction f : R → R est un di�éomorphisme
local de classe Ck au voisinage de a ∈ R lorsque

� il existe un ouvert U contenant a, tel que V = f(U) est un ouvert
� f : U → V est une bijection (est par conséquent f−1 : V → U existe)
� f ∈ Ck(U)
� f−1 ∈ Ck(V )

(on appelle di�éomorphismes les C1 di�éomorphismes)

Théorème 8 Si f est de classe C1 au voisinage de a ∈ R et f ′(0) 6= 0, alors
f est un di�éomorphisme local au voisinage de a.
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Sans perte de généralité nous supposons que a = 0, f(0) = 0, f ′(0) > 0.
Première preuve. Puisque f ′ est une fonction continue, il existe ε > 0,

tel que dans ]−ε, ε[ la dérivée f ′x) soit strictement positive et par conséquent
f soit strictement croissante. Il s'en suit que f : [−ε, ε]→ [a, b], où a = f(−ε),
b = f(ε), est une bijection. Soit g(x) = f−1(x), x = f(g(x)). On véri�e
facilement que g est continue dans [−ε, ε] : dans le cas contraire il existe
une suite xn → x0, telle que (quitte à extraire une sous-suite) g(xn) → y0,
y0 ∈ [ε, ε], y0 6= g(x0). On en déduit que xn = f(g(xn)) → f(y0) et donc
f(y0) = x0, en contradiction avec y0 6= g(x0). Finalement

1 = lim
y→0

f(g(x+ y))− f(g(x))

(x+ y)− x
= lim

y→0

f(g(x+ y))− f(g(x))

g(x+ y)− g(x)

g(x+ y)− g(x)

(x+ y)− x

et puisque

lim
y→0

f(g(x+ y))− f(g(x))

g(x+ y)− g(x)
= f ′(g(x)) 6= 0

nous en déduisons que g′(x) existe dans ]− ε, ε[ et

g′(x) =
1

f ′(g(x))
.

La continuité de f ′, g implique g = f−1 ∈ C1(]a, b[). �
La démonstration ci-dessus est simple, mais ne se généralise pas en di-

mension supérieure. Nous allons présenter une deuxième qui est facilement
adaptable en dimension quelconque (même in�nie).

Deuxième preuve. D'après la formule de Taylor f(x) = f ′(0)x− F (x)
où F (x) = o(|x|). Sans perte de généralité nous supposons que f ′(0) = 1,
f(x) = x − F (x). Si la fonction inverse g de f existait, alors g′(0) = 1
et g(x) = x + G(x), G(x) = o(|x|) et x = f(g(x)) = g(x) − F (g(x)) =
x+G(x)− F (x+G(x)). Nous en déduisons que

F (x+G(x)) = G(x). (11)

Si nous pouvions résoudre l'équation "fonctionnelle" (11), le théorème serait
démontré (on prouve aisément que G est de classe C1). On remarque que G
est le point �xe de l'application

Φ : G→ F ◦ (id+G) (12)
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Nous allons utiliser le Théorème du point �xe (voir la section précédente).
Soit

E = {G ∈ C0([−ε, ε]) : |G(x)| ≤ |x|}.
E est un espace vectoriel normé avec la norme ||G|| = supx∈[−ε,ε]|G(x)|. De
plus il est complet (le théorème suivant a été prouvé au premier semestre :
toute suite uniformément convergente de fonctions continues converge vers
une fonction continue). Pour appliquer le Théorème du point �xe nous devons
véri�er que Φ est contractante. Pour cela nous supposons que ε est si petit
que

- la fonction F est dé�nie dans ]− 2ε, 2ε[
- |F (x)| < |x|/2, ∀x ∈]− 2ε, 2ε[
Nous en déduisons que Φ(G(x)) = F (x+G(x)) est bien dé�nie ∀x ∈ [−ε, ε]

et

‖Φ(G1)− Φ(G2)‖ = sup
x∈[−ε,ε]

|F (x+G1(x))− F (x+G1(x))|

= sup
x∈[−ε,ε]

|F ′(ξ(x)|.|G1(x)−G2(x)|, ξ(x) ∈]x+G1(x), x+G1(x)[

Puisque F ′(0) = 0 et F est continue en x = 0 nous pouvons supposer que
ε > 0 est si petit que supx∈[−ε,ε] F

′(x) < c < 1. Il s'en suit que

‖Φ(G1)− Φ(G2)‖ ≤ c sup
x∈[−ε,ε]

|G1(x)−G2(x)| = c ‖G1 −G2‖

et donc Φ est une application contractante. D'après le Théorème du point �xe
il existe une fonction unique G ∈ E telle que Φ(G) = G et par conséquent
g(x) = x + G(x) est l'inverse à f(x) = x − F (x) : f(g(x) = x, ∀x ∈] − ε, ε[.
De plus g est dérivable, car

1 =
f(g(x+ δ))− f(g(x))

x+ δ − x
=
f(g(x+ δ))− g(x)

g(x+ δ)− g(x)

g(x+ δ)− g(x)

x+ δ − x

et

lim
δ→0

f(g(x+ δ))− f(g(x))

g(x+ δ)− g(x)
= f ′(g(x).

Il s'en suit que

lim
δ→0

g(x+ δ)− g(x)

(x+ δ − x)
= 1/f ′(g(x),

c'est à dire g est dérivable, g′(x) = 1/f ′(g(x) et g ∈ C1(]− ε, ε[).
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De la même manière on prouve que, étant donné une fonction g de classe
C1 au voisinage de 0, il existe une fonction h de de classe C1 au voisinage de
0, telle que g(h(x)) = x. Nous avons

g(h(x)) = x⇒ f(g(h(x))) = f(x)⇒ h(x) = f(x).

Ainsi, g(f(x)) = f(g(x)) = x et g est la fonction inverse de f . En particulier
f est bijective (localement) et donc g est unique.�

5.2 Le cas général

Soit E,F deux espaces de Banach (e.v.n. complets).

Dé�nition 5 On dit qu'une application f : E → F est un di�éomorphisme
local de classe C1 (ou tout simplement di�éomorphisme) au voisinage de
a ∈ E lorsque

� il existe un ouvert U contenant a, tel que V = f(U) est un ouvert
� f : U → V est une bijection (est par conséquent f−1 : V → U existe)
� f ∈ C1(U)
� f−1 ∈ C1(V )

Il se peut que U = E, V = f(U) = F , alors on dit que f est un di�éo-
morphisme global. Un di�éomorphisme linéaire local L est nécessairement
global. On dit que L est un isomorphisme. En�n, un di�éomorphisme (local
ou global) de classe C0 est dit homéomorhisme.

Théorème 9 (de l'application inverse) Soit E,F deux espaces de Ba-
nach L : E → F une application continue linéaire bijective. Alors L est un
isomorphisme.

Démonstration. Puisque c = inf ||x||=1 ||f(x)|| > 0 existe (L est une bijection)
alors ||f(x) ≥ c||x|| et ||f−1(x)|| ≤ ||x||/c.�

Voici un autre résultat garantissant l'existence d'une application inverse.

Théorème 10 Soit h : E → E une application linéaire continue, ||h|| < 1.
Alors l'application linéaire f = id− h est un isomorphisme, et

(id− h)−1 = id+ h+ h2 + . . .
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Théorème 11 (d'inversion locale) Soit f : E → F une application de
classe C1 au voisinage de a ∈ E. f est un di�éomorphisme local au voisinage
de a si et seulement si Df(a) est un isomorphisme.

Preuve. Si f est un di�éomorphisme local, alors Df(a), D[f−1](a) sont des
applications linéaire continues et Df(x) ◦ D[f−1](x) = id. Ainsi, Df(a) est
un isomorphisme.

Supposons que Df(a) est un di�éomorphisme. Pour monter que f est un
di�éomorphisme local, nous allons généraliser la deuxième preuve ci-dessus .
Puisque f est de classe C1 au voisinage de a, nous avons

f(a+ x) = f(a) +Df(a)(x) + o(‖x‖).

Sans perte de généralité nous supposons que a = f(a) = 0. La di�érentielle
Df(a) est un isomorphisme. En remplaçant Df(a)(x) par x (changement de
la variable) nous pouvons supposer aussi que

f(x) = x− F (x), où F (x) = o(‖x‖), E = F.

Nous allons construire une application continue g au voisinage de 0 ∈ E,
telle que f ◦ g = id. L'identité f(g(x)) = g(x) + o(||g(x)||) ≡ x montre que
g(x) = x+ o(||x||). On pose pour la suite

f(x) = x− F (x), F (x) = o(‖x‖), g(x) = x+G(x), G(x) = o(‖x‖).

Nous allons utiliser le Théorème du point �xe pour résoudre l'équation fonc-
tionnelle (12)

f(g(x)) = x⇔ F (x+G(x)) = G(x)⇔ Φ(G) = G

Soit

E = {G ∈ C0(B(0, ε)) : ‖G(x)‖ ≤ ‖x‖}, B(0, ε) = {x ∈ E : ‖x‖ ≤ ε}.

E est un espace métrique avec induite par la norme ‖G‖ = supx∈B(0,ε) ‖G(x)‖.
De plus il est complet (à justi�er). Pour appliquer le Théorème du point �xe
nous devons véri�er que Φ est contractante. Pour cela nous supposons que ε
est si petit que

- la fonction F est dé�nie dans la boule ouverte B(0, 2ε)
- ‖F (x)‖ < ‖x‖ /2, ∀x ∈]B(0, 2ε)
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Nous en déduisons que Φ(G(x)) = F (x + G(x)) est bien dé�nie ∀x ∈
B(0, ε) et

‖Φ(G1)− Φ(G2)‖ = sup
x∈B(0,ε)

|F (x+G1(x))− F (x+G1(x))|

≤ sup
ξ∈B(0,2ε)

‖DF (ξ)‖ . sup
x∈B(0,ε)

‖G1(x)−G2(x)‖

(nous venons d'utiliser le Théorème d'accroissements �nis ).
Puisque DF (0) = 0 et F est continue en x = 0 nous pouvons supposer

que ε > 0 est si petit que supξ∈B(0,ε) ‖DF (ξ)‖ < c < 1. Il s'en suit que

‖Φ(G1)− Φ(G2)‖ ≤ c sup
x∈B(0,ε)

‖G1(x)−G2(x)‖ = c ‖G1 −G2‖

et donc Φ est une application contractante. D'après le Théorème du point �xe
il existe une fonction unique G ∈ E telle que Φ(G) = G et par conséquent
f(g(x) = x, ∀x ∈ B(0, ε) où g(x) = x+G(x).

Montrons que g est de classe C1 sur la boule ouverte B(0, ε). D'abord, g
est di�érentiable en 0 :

x = f(g(x)) = g(x)−F (g(x)) = x+G(x)+o(||x+G(x)||) = x+G(x)+o(||x||)

et donc g(x) = x+o(||x||). De la même manière on prouve la di�érentiabilité
de g en tout a ∈ B(0, ε). Il s'en suit que

Df(g(x)) ◦Dg(x) = id et Dg(x) = [Df(g(x))]−1.

Puisque l'application

L→ L−1 : Isom(E)→ Isom(E)

est même di�érentiable (Théorème 10), alors [Df(g(x))]−1 dépend continû-
ment de x et Dg est de classe C1.

De la même manière on prouve que, étant donné une application g de
classe C1 au voisinage de 0, il existe une application h de de classe C1 au
voisinage de 0, telle que g(h(x)) = x. Nous avons

g(h(x)) = x⇒ f(g(h(x))) = f(x)⇒ h(x) = f(x).

Ainsi, g(f(x)) = f(g(x)) = x et g est l'application inverse de f . �
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6 Théorème des fonctions implicites

Soient E1, E2, F des espaces vectoriels normés (espaces de Banach), et

f : E1 × E2 → F : (x, y) 7→ f(x, y), x ∈ E1, y ∈ E2

une application de classe C1 au voisinage de (a, b) ∈ E1 × E2.

Théorème 12 On suppose que f est de classe C1 au voisinage de (a, b) ∈
E1 × E2 et que la di�érentielle Dyf(a, b) : E2 → F est un isomorphisme.
Alors l'équation f(x, y) = f(a, b) peut être résolue localement par rapport à
la variable y au voisinage de (a, b) : il existe un voisinage ouvert U de a et un
voisinage ouvert V de b, et une application ϕ : U → V de classe C1, unique,
telle que

(x ∈ U, y ∈ V, f(x, y) = f(a, b))⇔ (x ∈ U, y = f(x))

Preuve. Comme dans la section précédente nous pouvons supposer que a =
b = 0, f(a, b) = 0, Dyf(0, 0) = id, F = E2. Soit Φ l'application auxiliaire

Φ : E1 × E2 → E1 × E2

(x, y) 7→ (x, f(x, y)).

L'application linéaire

DΦ(0, 0)(h1, h2) = (h1, Dxf(0, 0)(h1) +Dyf(0, 0)(h2))

est continue, inversible, et l'inverse est continue. Ainsi, DΦ(0, 0) est un iso-
morphisme et nous pouvons appliquer le Théorème des fonctions inverses.
L'application inverse Φ−1 existe et si (ξ, η) = (x, f(x, y)), alors il existe une
application ϕ de classe C1, unique, telle que au voisinage de (ξ, η)

(x, y) = (ξ, ϕ(ξ, η)).

On en déduit que y = ϕ(x, 0) est l'application unique ayant la propriété
énoncée

f(x, ϕ(x, 0)) ≡ 0.
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