Notions élémentaires de topologie

Exercice 1 N : (z,y) — |5z + 3y| est-elle une norme de R?? Quelles sont toutes les normes sur le R-espace
vectoriel R ?

Exercice 2 Pour tout (x1,72) € R?, on pose
1
X[l = |za| + 2] [ X2 = (27 +23)2 , [ X]loo = max{|a1],|z2]}.

Montrer que ||.||1, ||-]l2;]|-|lcc Sont des normes sur R? Représenter graphiquement les boules unités de chacune
d’entre elles. Peut-on “comparer” ces trois normes? Ecriver les définitions des distances dy,ds et do, associées
a chacune d’entre elles.

Exercice 3 (Normes sur R?) Pour tout (z,y) € R%, on pose Ny (z,y) = Max(\/z2 + y2, |z —yl|) et No(z,y) =
Vx2/9+y?/4.

1. Montrer que N; et Ny sont des normes sur R? et représenter les boules unités fermées associées a ces
normes.

2. Montrer que No < ||-]|oo < |I.]l2 < N1 < ||-|l1 < 4No.

Exercice 4 Montrer que chacune des applications suivantes défini une norme sur R" = {& = (21,29, ..., Ty :
x; € R}

n
g |22,z — max |z
P 1<i<n

n
xHZ|xi|,xﬂ
i=1

Indication : utiliser l'inégalité de Cauchy-Schwarz (admise).

Exercice 5 Soit E l’espace vectoriel des fonctions & valeurs dans R, définies et continues sur [-1,1].

1. Montrer que les trois applications suivantes sont des normes sur FE :

+1 )
fenfnl:/_l F@)lds, f—flla=(] fA(x)dz)}

f—lflloc = sup {[f(=)[}
€l-1,41]

x

2. Montrer que (FE, ||.]|o) est un espace complet.

Exercice 6 Soit (E,d) un espace métrique complet, et f une application de E dans F telle qu'il existe ke
R, 0 < k <1 tel que d(f(z),f(y)) <kd(xz,y) Vxee FE, Vy€ E.

1. Montrer que f est continue sur (E, d).
2. Soient xg € E et pour n > 0, z,41 = f(x,). Montrer que la suite (x,,),>0 est de Cauchy dans (E, d).

3. Montrer que cette suite converge vers un point fixe de f, c’est-a-dire une solution de f(I) = I. Montrer
que ce point fixe est unique.

4. Application : montrer que le systéme { il -
2

R2.

(2sinzy + cosza)
(cosxy + 3sinxs)

(S

admet une solution unique (x1, z2) €

Exercice 7 Représenter graphiquement et déterminer si les ensembles suivants sont des ouverts.
A={(z,y) eR?|0< |z -1 <1}; B={(z,y) e R? |0 <2 < 1};

C={(z,y) eR?||z[ <L, |y <1}; D={(2,y) eR* | 2 € Q,y € Q};

E={(z,y) eR? |2 ¢ Quy¢Q}; F={(a,y) eR? [2® +y> <4} .



Exercice 8 On définit un sous-ensemble A de R? en posant

A={(z,y) eR* |2 +y* <2} \ {(z,y) € R? | (z — 1)* + 3 < 1}.
Déterminer 'intérieur et I’adhérence de A.
Exercice 9 Les sous-ensembles de R? suivants sont-ils ouverts ? Fermés ? Compacts ?

A= {(z,y) € R* | 2® —sin(y) < 4}
B ={(z,y) € R? | 2® — 4e¥ > 4}
C={(z,y) €[0,1] x [0,1] | cos(x) = 0}
Exercice 10 Soit F un espace vectoriel normé. Soient A et B deux parties de E. Montrer :
1. Cﬁ Cy, Cz=Cy
2. AUB=AUB
—~— o o
En déduire AN B=AN B.
Exercice 11 Soit
2\ {(0,0)} - R __ oy
:R = )
FER0.0} =R f@) = it

Démontrer que
hm hm flz,y) = hm hm flz,y)=0
z—0y—0

et que lim, ,)_(0,0) f(z,y) n'existe pas.

Exercice 12 Soit

+y)sinisint  siay#£0
'R2 - R [ @ Sty

Démontrer que les deux limites itérées

lim hm flz,y) et lim lim f(x,y)
y—0xz—0

z—0y—0

n’existent pas, et que

lim T,
(z,y)—(0,0) f@y)

existe et est égale a 0.

Exercice 13 Etudier la continuité des fonctions définies sur R2 par

ey = s () # (0,0)
£1(0,0) = 0.

oty . 0.0
fz(x,y)*m si (z,y) # (0,0),
£2(0,0) = 0.
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I. Continuité :

1. Pour la fonction suivante, trouver le domaine de définition €2, montrer que c’est un ouvert, et étudier la
continuité de f sur cet ouvert.
f: R* — R
(z,y) +— 3

T—

<

2. La fonction suivante est-elle continue en (0,0) ?
f: R — R
@) — { W @) #00)

3. Examiner la continuité de f sur R2.
f: R* — R

(z,y) — {wQ?,yz 7 foy2

II. Dérivées partielles, classes de fonctions, théoreme de Schwarz :

1. Pour la fonction suivante, étudier sa continuité dans R? et calculer ses dérivées premieres. Cette fonction
appartient-elle & C! ?

f: R3 — R
i 5 (%,9,2) #(0,0,0)
w2+y2+z2 ’ » I b
(IayVZ) — { 0 . —

2. Prouver que f n’est pas continue en (0,0) mais qu’elle admet une dérivée en (0,0) selon tout vecteur non
nul de R?.La fonction f est-elle de classe C* ?

f: R — R
(z+y)® .
(@y) — § e 7Y
0 ;o r=1y

3. Pour la fonction suivante, déterminer son domaine de définition, calculer ses dérivées partielles et dire si

elle est C1.
f: R — R

(x,y) +— xziyz’

4. Pour la fonction suivante, déterminer son domaine de définition, calculer ses dérivées partiellles du premier
et du second ordre, puis trouver un ouvert dans lequel elle est de classe C2.

f: R — R
(y) — 1-—a?—y?
5. Montrer que 92, f(0,0) et 97, f(0,0) existent et sont distinctes. Que conclure ?
f: R — R

WD (2,y) £ (0,0)
— z2+y ’ ’ ’
(9] { 0 s (zy) =



. Trouver une condition suffisante et nécessaire sur (a,b,c) € R? tel que f soit solution de I’équation de
Laplace :
Orof +05,f +02.f =0
f: R3 — R
(z,y,2) +—— e FWsin(cz)

III. Dérivées partielles de fonctions composées :

. Soit F une fonction de classe C*(R,R). Exprimer a I'aide de la dérivée de F, les dérivées partielles de la

fonction f. f est-elle C' ?
2z + 3y

f(%y)ZF(m

)

. Soit ¢ € C*(R).On pose, pour (x,y,2) € R : r = /a2 + y2 + 22.S0it : F(x,y,z) = ¢(r). Montrer que,
dans Pouvert R3 — {(0,0,0)} :

(927 = (@.F) +(0,F)? + (0.F)?

. Soit U ouvert de R? et u,v deux fonctions de classe C(U) tq :
Ozu=0yv et OJyu= —0yv
Montrer que si f désigne u ou v, on a :
02 f+ 8§yf =0

Soient z = x+iy € C, avec u(x,y) = Re(2?) et v(x,y) = Im(2®). Montrer que u, v vérifient les hypotheses
ci-dessus.

. Soient u,v, f € C*(R?). On pose F(x,y) = f(u(x,y),v(z,y)). Calculer les dérivées partielles du second
ordre de la fonction F.
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Différentielles :

Exercice 1 : On munit R? de sa norme Euclidienne que I’on note || - ||2. On considere la fonction f : R*? — R
définie pour tout (z,y) € R? par f(z,y) = 22 — 2.

1. Soient (z,y) € R? et (h, k) € R?, calculez f(x + h,y + k) — f(z,y).

2. On définit pour tout (z,y) € R?, application (dépendant de x et y)

R2 — R

(hk) ( f;y > : ( Z ) =22h—2yk.

3. Montrez que L, , = Df(z,y) pour tout (z,y) € R

L

Ty -

Montrez que L, , est continue.

Exercice 2 : Calculer la différentielle des fonctions suivantes

f: R —= R g : R3 — R
(z,y) = e"sin(y), (z,y,2) — 2%eY"h(y, 22),

ol h est une fonction différentiable de R? dans R.
Exercice 3 : La troisieme loi de Kepler donne la relation
v
a3 GM’
entre la masse M du soleil, la période T de révolution d’une planete autour du soleil, a la longueur du petit axe

de l'orbite, et G la constante de gravitation. En supposant qu’on connait des mesures de a, T et G a Aa, AT
et AG pres, on veut en déduire la masse du soleil, ainsi que 'incertitude liée a celles sur a, T et G :

1. Exprimez M en fonction des autres variables.
2. Calculez M (a + Aa,T + AT, G + AG) en fonction de M (a,T,G), de Aa, AT, AG et d’un reste.

3. Quels termes peut-on négliger dans la formule précédente si les incertitudes sont suffisamment petites ?
Déduisez en une estimation de I'incertitude AM sur la masse du soleil (i.e majorer AM = |M(a+ Aa, T+
AT, G+ AG) — M(a, T, G)|.

Changement de variables :

Exercice 4 : Déterminer toutes les fonctions de C1(R?; R) solution de I’équation aux dérivées partielles (EDP)
suivante :

amf - 8yf =0,

en utilisant le changement de variables u(z,y) = 4+ y, v(z,y) = x — .
Exercice 5 : Soit D = {(z,y) € R?,z > 0}. On veut déterminer les fonctions de C''(D;R) telles que
20, f +y0yf =0.

1. Vérifier que ¢(z,y) = £ est solution.
2. Soit g € C*(R,R). Montrer que g o ¢ est solution.



3. Soit f une solution, montrer que F'(u,v) = f(u,uv) ne dépend que de v.

4. Donner toutes les solutions.

Formule de Taylor - Calculs d’extrema :

Exercice 6 : Ecrivez le développement de Taylor & I'ordre 2 au point (1,2) de la fonction de R? dans R définie
par f(x,y) = 23 + xy* + y? pour tout (z,y) € R?.

Exercice 7 : Déterminer si les matrice suivantes peuvent étre des matrices Hessiennes. Si oui, trouver toutes
les fonctions de C?(R?,R) qui ont ces matrices comme matrices Hessiennes :

. 1 r+y (1 =zy - 23 6xy?
A= (x -y 2 ) B= (a:y x2 ¢= 6xy® 623y "
Exercice 8 : Déterminer les extrema locaux et globaux des fonctions :

f: R — R g: R — R
(z,y) — flz,y) =22 —zy+y?+a, (z,y) — glz,y) = (2® +y* = 8)(z* + ).

Exercice 9 : Soit f : R? — R définie par f(z,y) = 23 — 3z + xy2. Déterminez les points critiques de f et leur
nature (minimum local ? maximum local ? point selle ?...)
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Fonctions composées :

Exercice 1 : Soient f € C1(R3,R), u € C*(R,R) et v € C}(R% R).
1. Soit g(z) = f(x,u(x),x). Calculer ¢'.
2. Soit h(z,y) = f(u(z),v(x,y),z). Calculer d;h et dyh.
3. Soit j(z) = f(u(z),z,v(z,z)). Calculer j'.

Théoréme d’inversion locale :

Exercice 2 : Montrer que I'application f : R? — R? définie par f(z,y) = (z3+3ze¥,y —2?) est une bijection
de R? sur R? puis que c’est un C'-difféomorphisme de R? sur R2.

Exercice 3 : Soit I'application f : (r,0) — (x,y) = (rcos®,rsind) de R? dans R%. En quels points peut-on
appliquer le théoreme d’inversion locale ? Utiliser ce théoreme pour calculer facilement 9,6 et 0,6.

Théoreme des fonctions implicites :

Exercice 4 : On pose f(z,y) = 2* + 22 + y* + 2y? — 5. Trouver une fonction ¢ de classe C! sur un intervalle
ouvert I contenant 1, définie implicitement par I’équation f(x,y) = 0 et vérifiant p(1) = 1.
Préciser U'intervalle I et dire si la fonction ¢ est unique.

Exercice 5 : Soient I =] — oo, 1[ et U = I x R. On définit

f: U — R
(z,y) — 2’4y’ -1

a) Montrer en utilisant le théoréme des fonctions implicites que, pour tout (xg,yo) € U vérifiant f(zg,yo) =0, il
existe une fonction ¢ : 2 — y = p(z) définie implicitement au voisinage de ce point par la relation f(z,y) = 0.
b) Montrer en la calculant qu’il existe une unique fonction ¢ : I — R définie implicitement par f(z,y) = 0.
Vérifier que ¢ est de classe C3 et satisfait ’équation

y2y/// 4 6yy’y” + Q(y/):} 192=0

Exercice 6 : Soit f(z,y,2) = 2* — 2* — 222 + 22 — 4% — 1. Montrer que, pour tout (z,y) € R?, 1’équation

f(z,y,2) = 0 a une unique solution z = ¢ (x,y) > 0.
Montrer que cette fonction est de classe C!.
Calculer les dérivées partielles de cette fonction en (2, 2).
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Courbes planes :

Exercice 1 : Soit a > b > 0 et E = {(z,y) € R? i—erZ—j =1}
1. Montrer que la courbe E peut étre paramétrée par
z(0) = acosb,
y(0) = bsind
pour 6 € [0,27[ et dessiner E dans le plan.

2. Calculer le vecteur vitesse en un point M = (x,y) € E relatif a la paramétrisation précédente. Calculer le
vecteur unitaire normal & E sortant en un point M = (z,y) € E.

3. On pose c = Va2 — % e =c/a=, h=a%/c, F = (c,0), F/ = (—¢,0), D la droite x = h et D' la droite
x = —h. Montrer que

M = (z,y) € E <= MF =edist(M,D) < MF' = edist(M,D’).

4. En déduire que M = (z,y) € E <= MF + MF' = 2a.

5. Soit My = (z0,y0) € E avec yp # 0 et P le point d’intersection de D et de la perpendiculaire & (MyF)
passant par F'. Montrer que (PMj) est tangente a E.

Exercice 2 : Soit f : R? — R définie par f(z,y) = 222y + 222 + y%. Montrer que 'équation f(z,y) = f(1,1)
définit, au voisinage du point (1,1), une courbe dont on précisera la tangente en (1,1).

Surfaces dans R? :
Exercice 3 : Soit S = {(z,y,2) € R?| 2(2% + y?) = 22 — y® + 1}.

1. Montrer que S n’a pas de point singulier.

2. Donner 'expression du vecteur normal et I’équation du plan tangent en tout point de S.

Exercice 4 : Soit D = [0,27]? et S’ la surface paramétrée sur D par
F(t,0) = ((1 — cost)cosb, (1 —cost)sinf,t — sint).
1. Déterminer les points singuliers de S’.

2. Donner 'expression d’un vecteur normal et I’équation du plan tangent en tout point régulier.

Exercice 5 : Soit lellipsoide £ = {(z,y,2) € R3| fi + %j + %; =1}
1. Déterminer les plans tangents & £ qui coupent les axes en trois points A, B, C tels que OA = OB = OC.

2. A quoi ressemble l'intersection de £ avec un plan qui passe par l'origine 7
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Intégrales multiples

Exercice 1- Calculer les intégrales doubles suivantes : I = [ [, (2—2 + g—j) dzdy, ou D = {(x,y) € R?| 22+

y? <r?}, avec a,b,r > 0. K = [ [\ Va2 +y?dedy, ot A ={(z,y) e R*| 2® +9y* =2y >0, 2 +y* <1, = >
0,y > 0}.

Exercice 2- . .
Pour 7 > 0, on pose I, = [ [ e @tV ) dady, J, = [ [, e @+ on A, =]0,7[x]0,7[ et D, = {(z,y)| 2> +
y?<r? x>0, y>0}.

1. A l’aide des coordonnées polaires, calculer J,., puis lim,_, 4o J;.

2. Comparer I, J,. et Iz

/ . . o . . . . T _p2
3. En déduire 'existence et les valeurs des limites suivantes : lim,_, oo I, lim, 1 fo e~ dux.

Exercice 3- Soient 0 <a <bet A= {(z,y) R} 2>0,y>0,a<zy<b, z<y<Va2+1}.
1. Représenter A et montrer que A est un ouvert borné.

2. A laide du changement de variable (X = y2 —22, Y = zy), calculer I'intégrale J = I a2y —2?)™ (2* +
2
y?) dz dy.

Exercice 4-(Examen juin 2001)

1. Soit Q = {(x,y) € R%,x > 0,y > 0}. On considere I'application (z,y) € Q — F(z,y) = (u(z,y),v(x,y)) €
R? définie par u(z,y) = ;—Z et v(z,y) = % Montrer que F' est un difféomorphisme de € dans lui-méme
et calculer sa matrice jacobienne.

2. On considere les domaines Dy = {(z,y) € R%,y > z,x > /y}, D2 = {(z,y) € R%,y < V2z,2 < iy}
et D = D1 N Dy. Représenter D et montrer brievement que D € ().

3. A T'aide du changement de variables du 1), calculer l'aire de D.
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Intégrales triples, intégrales de surfaces et intégrales curvilignes

Exercice 1. Calculez le volume du tonneau T' = {z? + y* < ¢(2)?, —h < z < h}, de hauteur
2h et de petit et grand rayon R; et Ry, ou ¢(z) = %22 + R .

Exercice 2. (examen juin 2001)
Soient 0 < p < R. On considere la surface S C R?® paramétrée de la facon suivante : z =
(R+ pcos)cosh, y = (R+ pcos)sinb, z = psin ¢, avec ¢,0 € [0, 27].

a) Donnez l'expression du vecteur normal N (¢,0) en un point quelconque de S.

b) Calculez l'aire de S.

¢) Déterminez 'ensemble des points de S en lesquels le plan d’équation z = p est tangent.

Exercice 3. Soit la surface S définie par z = 2% + y? < 2

a) Représentez S.

b) Calculez le vecteur normal & S.

c) Calculez l'aire A de S.

d) Calculez le flux ¢ du vecteur (0,0, 1) a travers S.

e) Calculez I = [[(z+y+2z)dS et J= [[J(z+y+2)drdy.

f) Si S représente un récipient, quelle est la contenance de V' 7

g) Calculez K = [[[,(x +y + z)dzdydz ot V est le volume délimité par S et le plan
d’équation z = 2.

Exercice 4. (examen juin 2003)
On considere la surface ¥ paramétrée par F(t,0) = (R(1 — cost) cosf, R(1 — cost)sin 6, R(t —
sint)), ou R est une constante > 0 et t et # sont des parametres qui varient entre 0 et 2.

a) Déterminer ’ensemble des points réguliers de X..

b) En tout point régulier de X, donner I'expression du vecteur normal et 1’équation du plan
tangent.

c¢) Calculer l'aire A de la surface ¥ (indication : on a 4sin® a = 3sina — sin3a).

Exercice 5. Calculez [, gyzdydz+zzdrdz+rydrdyous estlaface extérieure du tétracdre
délimité par les plans t =0,y =0, 2 =0, x + y + 2z = 3.

Exercice 6. Calculer le périmetre de l'astroide, courbe paramétrée par z(t) = 4acos®t et
y(t) = 4asin®t, avec t allant de 0 & 2.

Exercice 7. (examen juin 2001)
C™ désignant le cercle de R? de centre (0,0) et de rayon R > 0 parcouru dans le sens positif,
calculez l'intégrale curviligne I = [, 2* dy — y° du.

Exercice 8. a) Soit D un domaine fermé par un arc . En utilisant la formule de Green-
Riemann, montrer que 'aire de D vaut A = % fﬁ rdy —ydx.

b) Soit l'arc AB définit en coordonnées polaires par v < 6 < [ et r = r(0) qui est une
fonction donnée. Soit D le domaine compris entre le segment OA, 'arc AB et le segment BO.
En utilisant la question précédente, montrer que A = % / f r(0)%do.



