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Pendant du cours

Régles évidentes : iU
o Assiduité (cours obligatoires)
e Arriver a I'’heure, s’installer rapidement
e Prendre tout le cours sur le chapitre
e Respecter les autres :
e Propreté de I'amphi
e Bruit

I faut étre actif :
e se poser des questions
d’'ou sort ce résultat?
ou ai-je déjavu ga ?
aquoicasert?---
e chercher un exemple (contre exemple)
e ne pas hésiter a “interrompre” le professeur
e ne pas sortir avec des questions sans_réponses
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Apres le cours

Il faut s’approprier le cours :
e relire le cours le plus souvent possible

(idéal: le jour méme, le lendemain, - - -)
arriver en ayant en téte les cours (TD) passés
travailler le cours en se posant des questions
faire le lien entre le cours et les exercices vus en TD
formuler et noter des questions
présenter ses problémes aux autres, au professeur
faire un résumé ? lire des livres ? - --

Ce module joue un réle important dans les poursuites
d’études.
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Plan du cours

@ Fonctions de R? dans R
Quelques définitions

@ Représentation

@ Limite, continuité

@ Composition
°
°

Changement de variable
Fonction de R"” dans RP
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Fonctions de R? dans R

Quelques définitions

Une fonction de 2 variables est une application de RxR dans R.
A tout couple de nombres réels (x, y) € R x R on associe un
nombre réel f(x,y) € R.

Notation ‘ f:(x,y) — f(XJ’)‘

Exemples :

e f(x,y) = ax + by fonction linéaire

o f(x,y)=ax + by +c fonct|on affine

e f(x,y) = ax® + 2bxy + cy? fonction quadratique
(X, y) =

o f \/ X2+ y2 ..

X,y
X,y

)
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Domaine de définition
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Définition

f est définie sur D (C R?) si f(x, y) existe pour tout (x, y) € D,
D est appelé domaine de définition de f

Exemples :

o f(x,y)=+/x2 — y? est définie pour x et y tels que |x| > |y|

e f(x,y) = ——'—— est définie pour |x| < 1, |y| < 1

1—x24/1—y2 >




Exemples de domaine de définition
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o f(x,y)= ﬁyz est définie dans tout le plan sauf en 0

o f(x,y)= x+1ﬁ est définie dans tout le plan sauf aux points
de la droite A : x+y—1=0 (droite d’équation y = —x + 1)

o f(x,y)= \/ﬁ est définie dans tout le demi-plan situé au

dessus de la droite A, droite exclus.

e f(x,y)=+/x+y— 1 estdéfinie dans tout le demi-plan situé
au dessus de la droite A, droite inclus.
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Représentation d’'une fonction a 2 variables

e Rappel (2D) Pour une fonction f a 1 variable, A /
on associe I'ensemble des couples (x, f(x)) appelé
graphe Cy de f

e (3D) Pour une fonction a 2 variables, on associe I'ensemble
des triplets (x, y, f(x, y)). Lensemble des points de R®
correspondants est la surface représentative Sy de f

St = {M(x,y,z)€R® tels que z=f(x,y)} ) e

e Lensemble des points de R? définie par .})‘{ SR
’ f(x,y) = K est appelé ligne de niveau(courbe)‘ A b
Une ligne de niveau correspond a la projection sur le plan
(xOy)dela section de la surface Sy par le plan de cote K.

_intersection _
e S; peut étre représentée par un ensemble de lignes de

niveaux. C’est le principe des abaques cartésiennes
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Exemples de représentations

e f(x,y) = x? + y2. On fait des sections par des plans :
— coupe par le plan x=0=—>z = y? parabole (O min.),
— coupe par le plan y=0=z = x? parabole (O min.),
— coupe par le plan x=xy =z = y? + Cte parabole,

— coupe par le plan y =y, =z = x? + Cte parabole.
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[e]e] lelele]

Exemples de représentations

o f(x,y)=9—(x—2)?—(y—3)>
On fait des sections par des plans - - -

\
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Exemples de représentations

o f(x,¥) = /X2 + y2cone

0 0

f(x,y) = ax + by un plan passant par 'origine,
f(x,y) = ax + by + c un plan,
f(x,y) = ax? + bxy + cy? paraboloide,
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[e]e]ele] Je]

Equation de plan

Important : Attention piege
La surface associée a I'ensemble des points M(x, y, z) tel que

ax+by+cz+d=0

(a, b, c, d étant des constantes)

danS |’eSpaCe c’est un plan

Exemple :
Dans I'espace y = 2x + 1 est I'’équation d’un plan.
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Fiche récapitulative

Une fiche récapitulative est disponible au téléchargement.
Cette fiche parle aussi de surfaces paramétrées qui ne sont
pas au programme.
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Limite et continuité
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Définition "non rigoureuse”
e lim f(M)=L

M— My
Si M "se rapproche" de My (leur "distance diminue") alors f(M)
se rapproche de L.
La notion de distance d(M, My) est trés générale.
Pour fixer les idées on peut considérer la distance Euclidienne
d(M, Mo) = \/(x — Xx0)2 + (¥ — ¥0)>?.
e festcontinueen Mysi lim f(M)=1f(M)

M— M,

Remarque :
f(x,y)=x et g(x, y)=y sont continues en tout point My(xo, ¥o)-

Pour aller plus loin - Théorie



Continuité, Applications partielles
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Théoreme
Si f et g sont continues au point M, alors

f+g,af (acR), fget ; si g(Mp) # 0 sont continues

Définition

Soit My = (xo,yo) un point donné.

Les applications # : x —» f(x, yo) et by — f(xo, y) sont
appelées applications partielles au point My = (xo, ¥o)

Théoreme
Si f est une fonction continue en My = (Xo, o) alors f;(x) est
continue en xg et f(y) est continue en yy



Fct de fct - Fonction composée
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Définition

Soit u une fonction de deux variables x et y on note : u(x, y)
et f une fonction de la variable u on note : (u).

On définit F la fonction de fonction des deux variables x et y
par F : (x,y) — u(x,y) — f(u(x,y)) on note :

[F(x.y) = f(u(x,y))|

Théoréeme
Si u est continue au point My(xo, ¥o)
et f continue au point vy = u(x, ¥o)
alors F(x,y) = f[u(x,y)] est continue au point My



Fonction composée
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Définition

Soit f(u, v) une fonction de deux variables u et v, soit u = g(x)
et v = h(x) deux fonctions de la seule variable x. On définit F
fonction composée de x par

F:x — (9(x), h(x)) — f(g(x), hx)) on note :

|F(x) = f(u, v) = f(g(x), h(x))]

Théoréme
Si u(x) et v(x) sont continues au point x et
si f(u, v) est continues au point (uy = u(xp), Vo = v(Xo))
alors F(x) = f(u(x), v(x)) est continue au point Xp.
Quelques remarques



Changement de variables

19/69

Soient u(x, y) et v(x, y) deux fonctions de 2 variables x et y,
et f(u, v) une fonction de 2 variables u et v (u(x, y) et v(x, y)),
on a donc (va) — (U(X7.y)> V(va)) — f(U(X,y), V(va)) on
note :

[F(x,y) = Fu(x,9), v(x,))]

On parle de changement de variables dans f défini par

‘u:u(x,y) et v:v(x,y)‘

Théoreme

Si u et v sont continues au point (X, yo)

et si f est continue au point (uy = u(xo, o), Yo = V(Xo, ¥0))
alors F est continue au point (xo, ¥o)



Fonctions de R” dans RP
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e Toutes les notions développées dans la section précédente
peuvent s’étendre

e Non développé dans ce cours.

e Exemple:
En un point de 'espace on cherche une fonction qui donne une
vitesse, une température et une pression ?
f: RS — R®
(x,y,2) — (V,T,P)



Plan du cours

e Dérivées Partielles
@ Définition
@ Dérivée de fonction composée
@ Dérivées de fonctions composées
@ Plan tangent
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Dérivées Partielles
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Définition - Théoreme

e Soit f(x, y), on peut définir 2 dérivées au point My(xo, o), ce
sont les dérivées des applications partielles f et b au point My
(on fixe une composante — fonction d’une variable) :

F(x) =F = f(x,y0) et G(y) = (y) = f(x0,¥)

e On appelle dérivée partielle de f par rapport a la variable x
au point My(xo, yo) la dérivée F’(xo) si elle existe.

of
F'(x0) = f(x0, o) = a(xo,,\’o)

e De méme la dérivée partielle de f par rapport a la variable y
au point My(Xo, ¥o)-

of
G (yo) = fy(x0, ¥0) = @(Xod/o)




Dérivées partielles (suite)
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e Siles dérivées partielles existent en d’autres points que My,
elles définissent a leur tour deux nouvelles fonctions de deux
variables appelées les fonctions dérivées partielles :

(x,y) — f(x,y) et (x,y) — f(x,y)

e Ces fonctions peuvent elles aussi admettrent des dérivées
partielles par rapport a x et y.

e Nous les appellerons dérivées partielles secondes de f(x, y)
et nous les noterons :

/!

Fe(X,¥); By (X 1), (X, ¥), (X, y)



Dérivées partielles (exemple)
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Remarque : De la méme fagon, on définit des dérivées
partielles d’ordre quelconque

Exemples : Soit f(x, y) = 5x2 — 3xy + y? alors
f(x,y) =10x — 3yetf( ,y)=-3x+2y

f2(x,y) =10

fy(X.y)=—38  On vérifie bien que : fy(x,y) =
(. y) = =8 fu(x.y)

fyz(X7Y) =2

Notation de Monge |p=f,,q=f,,r = f,y,5 = fxy, f’y

On appelle matrice HeSSIen de f (derlvees secondes)

(¢ 7)



Dérivées partielles et continuité

Théoréme

Si dans le voisinage de My, la fonction f admet des dérivées
partielles premiéres continues et

si les dérivées partielles secondes f,, et f,, existent et sont
continues .,

alors f,, (X0, Yo) = fyx(Xo, ¥0)

Démonstration
Admise
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Dérivée d’une fonction composée
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Théoréme

On suppose que les fonctions u(x) et v(x) sont dérivables en
Xp et que la fonction f(u, v) admet des dérivées partielles
continues au point My

alors la dérivée de la fonction composée F(x) = f (u(x), v(x))
au point xg est égale a

F'(x0) = f,(to, vo)U' (x0) + I, (Uo. Vo) V' (Xo)

Démonstration



Dérivées partielles d’une fonction composée
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Dérivées partielles d’'une fonction composée

e Soit F(x,y) = f(u(x,y), v(x,y)) obtenue par changement de
variables u(x, y) et v(x,y)

e Si au point xo, les fcts x — u(x, yo), x — v(X, ¥o) sont
dérivables

e Si au voisinage de My(up, Vo), f(u, v) a des dérivees
partielles continues en My, (uo=u(xo, ¥o0), Vo= V(Xo, Yo))

e D’apres le théoréeme (dérivée de fonction composée)
Fy (X0, ¥o) = f;(Uo, vo)Ux(Xo, Yo) + £, (o, vo) Vi (X0, ¥o)
e De méme sous des conditions analogues

Fy (X0, ¥o) = fy(Uo, vo)uy (X0, ¥o) + fi(Uo, Vo) vy (X0 Yo)




Plan tangent en un point d’une surface
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Dérivée suivant une direction
Définition - Théoréme
Soit la surface S d’équation z = f(x, y) et Mo(Xo, Yo, f(X0, o))
un point de S. Les tangentes en My aux courbes de la surface
S passant par My appartiennent au plan tangent a S en M.
Ce plan est défini par le point M et les deux vecteurs
U= (1,0, f)/((XOvyO)) et v= (0,1, f},/(XOa ¥))
Maple: planTgt.mws
Le plan tangent a pour équation cartésienne
z — 29 = fy(X0, Y0)(X — Xo) + £}(X0, Yo)(¥ — ¥o)
Autre Démonstration




Interprétation graphique




Interprétation graphique

20/69



Plan tangent - Commentaires

Ce qu'il faut retenir

e la nature de d et v
U tangent a la coupe y = yp
V tangent a la coupe x = X

¢ la notion de vecteur normal au plan :
-
N=unv

e la ﬂstr_u)ction de I'équation du plan :
MoM.N =0
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Plan du cours

e Développements Limités
@ Accroissements finis
@ Développement Limité d’ordre 1
@ Taylor
@ D.L. ordre 2
@ Application au calcul numérique
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Développements Limités

e Soient M(x, y) et My(xo, o) avec x=xo+h,y=yo+k
e Soit le segment [MyM)] et un point P € [MyM]

Formule des accroissements finis
Théoréme

Si f(u, v) posséde des dérivées partielles continues dans un
voisinage de My (x €]xo — h,Xo + h[ et y €]yo — Kk, ¥o + K]) alors

f(Xo + h, Yo+ k) — (X0, Yo) = hfy(Xo +6h, yo +0k) + kfj)(xo + 0h, yo + 0k)

oul<6<1

23/69

Démonstration



Développement Limité d’ordre 1
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Ecriture avec un reste (revoir les cours sur les D.L. d’'un
fonction a une variable).

Théoréme

Si f(x, y) admet des dérivées partielles continues dans un
carré ouvert contenant MyM alors

f(XO +h»}’0 +k) =
f(x0, ¥0) + hf (X0, Yo) + ki (X0, Yo) + vV h? + k2<(h, k),
ou (h, k) tend vers 0 quand (h, k) tend vers (0, 0)

Démonstration



Formule de Taylor

Théoreme

Si f(x, y) admet des dérivées partielles secondes continues

dans un carré ouvert contenant M, alors

f(Xo+h, Yo+k) = f(xo, ¥o) + hfx(xo, o) + Kf} (X0, Yo)

+5 (FPE(x0+0h, yort0K)+2hkfy, (xo+0h, Yo +0K)+ K21 (xo+0h, Yo t0K) )

oul0 <6 <1
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Démonstration




Développement limité d’ordre 2

Théoreme
Si les dérivées partielles secondes de f(x, y) sont continues au
voisinage de (xo, Vo) alors

1 /! /! /!
F(x0+h, Yo+-k) = (X0, Y0) + i, + kfy, + 7 (P +2hkf, +K2F )

+pPe(h, k)

ol p = V2 k2 (distance MyM) et lim oy =0

(hk)—(

Démonstration
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Notation de Monge

Avec la notation de Monge (voir matrice Hessien ( ; ? )),

/! /!

t=f1

oup="fy,q="f r:f)’(’g,s:f 2

Yo’ XoYo’

le D.L. d’ordre 2 peut s’écrire sous la forme

f(xo+h, yo+k)=f(x0, Yo) +hp+kq+% (PPr+2hks+k?t) +p2e(h, k)
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Application au calcul numérique
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(a) Calcul de f(x, y) connaissant x et y par des valeurs
approchées a et b

e La formule A.F. = majoration de I'erreur quand on remplace
f(x,y) par f(a,b). Sionnote h=x —aetk =y — balors
f(x,y)—f(a, b) = hfy(a+0h,b+ 0k) + kfy(a+0h, b+ 0k), 0 <
0 <1

e En connaissant des bornes d’erreur de het k : |h| < « et

k| <B (<= [x—al <a, |[y—b]<p)

et en supposant que sur ce domaine les dérivées partielles
sont bornées |fy| < Met |[fj| < N

e Nous obtenons

|f(x,y) — H(a,b)| < |hllfy| + |Kl|fy| < aM + BN.



Exemple
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2xy? — 1 ,
Calculer f(x,y) = xy# connaissant les valeurs

approchées de x et y a4 1072 prés,

par exemple a=2.31etb=1.52 (|]x —2.31| < 102 et
ly —1.52| < 1072)
Onaf(ab)=2ab—}=2x2.31x153— ;& ~6.36
Or |fe] = 12y, Ify] = [2x+ &
Par hypothése : 1.51 < y < 1.53 d’'ou |f}| < 4.
De mémeon a |fj| < 6 =

|f(x,y)~f(a,b)| < 10x 1072 = = 6.26 <f(x, y) <6.46




Autre applications
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(b)- Calcul de f(xo + h, yo + k) connaissant Xg, Yo, h, k en
prenant pour valeur approchée

f(Xo, Yo) + h3L (X0, o) + k%(xo, Yo)

D’apres la formule de Taylor, I'erreur commise est bornée par :
3 [PPF 5 (Xo+0h, yo+0K)+2hkf,, (Xo+0h, Yo+ 0K)+

K282(x0+0h, Yo -+ OK)
Ainsi lorsque A, B, C désignent des bornes des dérivées
secondes dans le rectangle
|x —Xxo| < h, |y — yo| < k, I'erreur est bornée par
3 (Ah? + 2B|h||k| + Ck?)



Exemple
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Calculer f(x, y) = sin(x) cos(y) pour x = 0.01 radian et
y = 0.02 radian avec xp=yp=0,h=0.01,k=0.02

Ona f(xp,¥) =0
fy =cos(x) cos(y), f;, =—sin(x) sin(y)
f'» =—sin(x) cos(y), f, = — cos(x) sin(y),
f}’/’2 =—sin(x) cos(y). On vérifie que hf; + kf, = 0.01.
D’ou la valeur approchée de f(x, y) est 0.01.
Sachant que les dérivées 2nd sont bornées par 1
= l'erreur est bornée par }(h? + 2|h||k| + k?).
Onadonce = J(h+k)2=3.10"% =
f(x,y)=0.01 a 103 prés Autre application



Plan du cours

0 Extremums
@ Définitions
@ Conditions Nécessaires d’extremum
@ Conditions Suffisantes d’extremum
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Extremums relatifs
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Définitions : ¢ f: R?2 — R admet en (xp, ¥p) un extremum
(maximum ou minimum) local si et seulement si
il existe un voisinage V de ce point ((xo + h, yo + k) € V) ou
f(xo + h,yo + k) < f(xo,¥) Maximum
f(XO + h, yo + k) > f(Xo,yo) Minimum
En pratique: On regarde si f(xo+h, yo+k)—f(Xo, ¥o) garde un
signe constant pour tous h et k.
e On parle d’extremum strict si de plus
f(Xo + h, yo + k) # f(Xo, o) pour tous (h, k) # (0,0)
e On parle d’extremum global quand il n’est plus question de
voisinage




Conditions Nécessaires d’extremum
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Théoréme : Soit f : R? — R de classe C'

(C' signifie : f continue et ses dérivées partielles premiéres
continues).

Pour que f admette un extremum local en (xg, yo)

il est nécessaire mais non suffisant que

of of
5()(07}’0) =0 et a*y(xov}’o) =0

Définition : Soit f : R?> — R de classe C'. On dit que (xo, ¥o)
est un point critique ou point stationnaire de f lorsque

of of
a(xoy}’o) =0 et a*y(xoa}’o) =0



Conditions Suffisantes d’extremum
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Théoréme :

Soient f : R2 — R de classe C? et (Xp, ¥p) un point critique de
f.

En utilisant la notation de Monge :

e Sis?—rt<0, r>0alors f présente un minimum en (X, yo)
e Sis?—rt <0, r<0alors f présente un maximum en (X, yo)
e Sis? — rt > 0alors (xg, yo) est un point col (ni min. ni max.)
pour f

Démonstration: Application de la formule de Taylor



Nature des extrémas

" 0808

Regarder la nature des points (0,0, 0)
zZ=x%+4y? z=—x2—y>2 7= x2_ )P

Minumum Maximum Point Col
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Exemple
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Préciser quand ils existent, la nature des extrémums de
f(x,y)=x+xy+y—3x—6y

rx,y)=2x+y 3,5 (x,y)=x+2y -6,

2
PL(x9)=2, Zh(x,y)=2, 525, (x, y)=T1
e Condition Necessalre
{2x+y—3:0 {X:O
=

X+2y—-6=0 y=3
d’ou si f admet un extremum c’est le point (0, 3)
o Condition Suffisante :
r=2,s=1,t=2dous®?—rt=-3<0etr=2>0
e Conclusion (0, 3) est un minimum local




Plan du cours

© Différentielles
@ Différentielles
@ Propriétés
@ Formes différentielles
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DI EEREES

Introduction et définition

o Sif, et fy sont continues f(xo, yo) + hfy, + kf, est une valeur
approchée f(xo + h, yo + k),

e Avec la formule de Taylor, on a une borne d’erreur

e Ainsi une valeur approchée de I'accroissement Af est
donnée par

Af = f(xo + h, yo + k) — (X0, Yo) ~ hfi(x0, ¥0)" + Kfy (X0, ¥o) = df(xo, o)

différentielle
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Différentielles (suite)
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Définition La fonction : (h, k) — hfy + kf, définit une
application linéaire notée df de R?> — R appelée différentielle
de la fonction f au point (X, ¥o)-

Notation : Par abus de langage, nous confondrons souvent la
différentielle et sa valeur que nous noterons encore df.

Si f est la fonction définie par f(x, y) = x :
onafy=1etf,=0doudf =dx=h.

Si f est la fonction définie par f(x,y) =y :
onafy=0etf,=1doudf =dy =k.

Pour une fct f quelconque, nous écrirons donc :

df = fy dx + f; dy




Différentielles (suite)
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6.2- Propriétés

Lapplication f — df est linéaire :
Sif=f+6,df =dfy +db

Si g = M (A € R), dg = Adf.

Si f = uv alors df = udv + vdu.

Sif= u alors df = M
v

Invariance par changemgnt de variable :
— 1 variable : x = ¢(t) et F(t) = f(¢(1))
—2variables : x = x(u,v),y = y(u,v) et F(u,v) = f(x,y)
Dans les deux cas = df = dF



Interprétation graphique
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On considere deux points Py et P de la surface Sy d’équation
z=1f(x,y)

e Po(Xo, Y0, 20) et P(xo + dx, yo + dy, 2)

e H(x,y,2) z

, M)
On peut démontrer que R

df = fi(x0, Yo)dx + f,(Xo, yo)dy = HT

e T étant le point d’intersection de la droite (MP) et du plan
tangenten Py a S¢



Différentielles (suite)
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e Laccroissement de la fonction a pour valeur :
Af = f(xo + dx, yo + dy) — f(x0, ¥o) = HP
ce qui permet d’écrire avec un DL d’ordre 1 :

Af =df + pe(dx, dy)

ou p = /dx? + dy? et e(dx, dy) est une fonction qui tend vers
0 quand dx et dy tendent vers 0.

e dx est appelé accroissement de la variable x et dy
accroissement de la variable y
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Soit la fonction f(x, y) et le point (xo, ¥o)
e La différentielle de f dite totale en ce point s’écrit :

dfixo,y0) (dX, dy) = £ dx + f) dy

e Sile point (xp, ¥o) est un point variable (x, y), cette fonction
linéaire varie et s’écrit avec P(x, y)=fi(x, y) et Q(x, y)=f,(x, y)

df = P(x, y)dx + Q(x, y)dy

/!

o Sif posséde des dérivées partielles continues: f,, = f,,
L 0A_oB
dy  Ox

e Si A(x, y) et B(x, y) sont des fonctions quelconques on
aboutit & la notion de forme différentielle
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e Une forme différentielle w est dite exacte s'il existe une
fonction de plusieurs variables f telle que

w = df

e Une condition nécessaire et suffisante pour que la forme
différentielle w = P(x, y)dx + Q(x, y)dy soit exacte est que les
fonctions P et Q possédent des dérivées partielles continues
telles que

Py(x,y) = Q(x,y)

e Nous n’approfondira pas la notion de différentielle. Mais il
faut savoir qu’elle est largement utilisée en physique comme
par exemple dans le calcul d’'intégrales curvilignes (intégration
le long d’une courbe). (voir le programme de S4)
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Compléments

La suite est un complément de cours (hors programme).

57/69



Compléments - Limite et continuité

58/69

Définition (théorique)

e Soit f définie dans un voisinage de M, (qui peut étre vu comme un
carré ouvert de centre Mp).

On dit que f(x, y) = f(M) tend vers L quand M = (x, y) tend vers

Mo = (X0, yo) lorsque pour tout e > 0, il existe « > 0 tq

O<|x—X| <o, 0<|y—yo| <a=|f(x,y) — L] <e.

Notation : lim f(M) = L.
M— My

e Si L existe alors L = f(Mp). On dit que la fonction f est continue en
My si pour tout e > 0, il existe a > 0 tel que
0<[x—X|<a, 0<|y—y| <a=|f(x,y) - f(x0, )| <e.

Retour au cours



Exemples de limites

59/69

(a@)- f(x,y)=1—x—2y et My =(0,0).
Ona |f(M)—f(My)| =1 —x—2y —1| < |x|+2|y|.
Or x| < /X2 + y2 =d(M, M) et |y| < d(M, M)
d’ou |f(M) — f(Mp)| < 3d(M,My) — 0 quand M — M.
(b)- f(x,y) =3x — y + 1 tend vers 2 quand M(x, y) tend vers
Mo(1,2).
(c)- f(x,y) = (x + y)sin (ﬁﬁ) tend vers 0 quand M(x, y)
tend vers 0 avec M +# 0 (la fonction f n’étant pas définie en ce
point).

Retour au cours
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1 - Dans la déf. de la limite les conditions indiquées par les accolades
peuvent étre remplagées par

Ve > 0,38 telque MoM < 8 = |f(x,y) — L| <e.

En effet la 1ére condition entraine la 2nd en considérant 3 = « car le
carré de coté 2« est inclus dans le cercle de rayon a.
Réciproquement, il suffit de prendre o= 2.

2 - Cette nouvelle déf. utilise la longueur MyM qui correspond a la
norme euclidienne (d(My, M)) entre les pts M, et M. Il existe bien
d’autres “normes”,- - - (toutes les normes sont “équivalentes” en dim
finie) - - -

3 - Pour montrer la continuité de f au point My, on vérifiera

impl li f(M) — f(Mp)| = 0. R
(simplement) qued(M’Al/Iror;HOH ) — f(My)| =0 etour au cours



Complément - Normes

Soit E un espace vectoriel sur R (...). On appele norme sur R, toute
application notée ||.| de E dans R™ (X — || X||) telle que VX, Y € E

on ait :

(1) [[X]| =0 = X = 0O,

(2) [IMX1[ = [A[IIXl, VA € R,

B) IX+ Y| <|IX||+ Y], (inégalité triangulaire).
Exemples :

(@)- (x,¥) X2+ y?
(0)- (x, y) — max{[x], |y[}
(©)- (x,¥) — x|+ Iyl

Retour au cours
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e Ce théo permet de retrouver le théo portant sur la continuité des
applications partielles en un point que I'on rappelle :

Si f est continue au point (xo, yo) les fcts £, (x) = f(x, yo) et

f, (X) = f(Xo, y) sont continues aux points xo et yo.

e Attention, la réciproque est fausse.

Considérons f(x,y) = v définie en dehors de 0 et f(0,0) = 0.
X2 +y2

Les restrictions de f a (Ox) et (Oy) sont identiguement nulles et donc
continues en 0. La restriction de f a la droite y = 2x vaut % six#0
et 0 si x =0, elle n’est donc pas continue en 0 ce qui entraine
d’'aprés le théoréeme que f n’est pas continue en 0.

Retour au cours
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Posons u(xg) = up, V(Xp) = Vo, U(Xg + h) = Ug + Au, et v(xg + h) = vy + Av. Laccroissement de F(x) s'écrit
alors F(xg + h) — F(xg) = f(up + Au, vo + Av) — f(ug, vo)-
<= F(xg + h) — F(xg) = f(ug + Au, vy + Av) — f(ug, Vo + AV) + f(up, vo + Av) — f(ug, Vo)

Appliquons la formule des A.F. a la fct : ¢ (u) = f(u, vy + Av), en supposant I'existence de la dérivée partielle f;
de f(u, v) dans le voisinage de Mj :

f(up+Au, vo+Av)—f(up, v0+Av):Aqu:(uo+61Au, Vo+Av),0 <61 <1

De méme en supposant I'existence de la dérivée partielle f,: dans le voisinage de My avec ¢»(v) = f(up, v) :
fug, Vo + AV) — (g, Vo) = AVE, (Up, Vo + 02Av),0 < 85 < 1ol :

7':()(0%;:’:%) = %f;(uo + 014U, v + Av) + %f;(uo, Vo + 62Av)

En faisant tendre h vers 0. Si u(x) et v(x) sont dérivables au point xg, les rapports % et % tendent vers u’ (xg)

et v/(xg). u(x) et v(x) sont alors continues et Au, Av, 61 Au, 62 Av tendent vers 0. Si 'on suppose les dérivées

F(xo + h) = F(xo)
’ ’ h

limite est égale & f, (up, vo)u’ (Xo) + £, (Ug, Vo)V’ (xo) Retour au cours

’ ’
partielles f, et f, continues au point M, alors admet une limite quand h tend vers 0 et cette
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Nous définissons une courbe (C), tracée sur S par une projection horizontale, ce qui revient a définir la
représentation paramétrée suivante :

X =x(t), y = y(t), z=f(x(t), y(1))

Ainsi, sur cette courbe, z est fonction composée de t par x(t) et y(t).

Si de plus nous imposons a (C) de passer par le point My, il existe un nombre ty tel que x(ty) = xg, ¥(f) = Yo
Supposons que f admette au voisinage de (xp, ) des dérivées partielles, continues en (xg, ygp), et considérons
les courbes (C) passant apr My dont la projection horizontale admet une tangente en (xp, yo). Les fonctions x(t) et
y(t) sont alors dérivables en M, et d’aprés le théoréme portant la dérivée de fonction composée, il en est de méme
de la fonction z(t) = f(x(t), y(t)). (C) admet donc une tangente en M. Nous avons donc

2'(t) = f(x0, ¥0)X' (to) + f (X0, ¥0)y' (to) Le vecteur tangent (x'(tp), ¥’ (), 2’ (o)) appartient par conséquent
au plan passant apr M et défini par les deux vecteurs :

(1,0, (X0, %)), (0,1, Iy’(xo, ¥o)) Ce plan est indépendant du choix de la courbe (C) : c’est le plan tangent & la

surface au point M.

Retour au cours
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Les coordonnées d'un point P € MM sont: u = xg + ht, v = yg + kt, (0 < t < 1), et la fonction

f(P) = f(xo + ht, yo + kt) = F(t) est une fonction de la variable t composée au moyen de f(u, v) et des fonctions
u=Xxp+ ht, v = yy + kt. Ces fonctions u(t) et v(t) ont des dérivées respectivement égales a h et k.

Si la fonction f(u, v) possede des dérivées partielles continues dans un carré ouvert contenant My M, nous pouvons
appliquer le théoréme sur la dérivée de fonction composée et écrire :

F'(t) = hfy(xo + ht, yo + kt) + Kfy (xo + ht, yo + Kt).

La formule des accroissements finis pour la fonction F donne alors :

F(1) — F(0) = (1 — 0)F’(#) avec 0 < 6 < 1 d'ou
f(xo + h, Yo + k) — f(x0, Yo) = hfy(xo + 6h, yo + 0K) + kfy’(xo +0h,yy +6k), 0< 6 < 1.

Retour au cours
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Si les dérivées f, et fj; sont continues dans un carré et en particulier en My, nous pouvons écrire que :

fe(xo + 6h, yo + 6k) = (X0, ¥o) + e1(h, k), f(xo + 6h, yo + 6k) = f,(X0, ¥o) + e2(h, k), ol 1 (h, k) et
eo(h, k) sont des fonctions qui tendent vers 0 quand (h, k) tend vers (0, 0). La formule des accroissmentrs finis
devient alors : f(xo + h, yo + k) = f(xo, ¥0) + hfy (X0, ¥0) + Kf}(x0, Yo) + he1(h, k) + kea(h, k). Introduisons la
distance MyM = p = \/h2 + k2, nous avons alors h = p cos(a) et k = p sin(a) et

heq(h, k) + keo(h, k) = p (g1 cos(a) + e sin(a)) = pe(h, k), o la fonction e(h, k) tend vers 0 quand (h, k)
tend vers (0, 0) ce qui permet de conclure.

Retour au cours
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Sous les hypothéses du théoréme, nous pouvons appliquer a F la
formule de Taylor jusqu’a I'ordre 2 sachant que

F'(t) = hfy(xo + ht, yo + kt) + Kf;(Xo + ht, yo + kt), et F"(t) =

1o (Xo + ht, o + kt) + 2hkfy, (X0 + ht, yo + kt) + k2F, (X0 + ht, yo + kt)
d’'ot F(1) = F(0) + F'(0) + 1F"(6), 0 < 6 < 1 ce qui permet de
conclure. Retour au cours



Démo D.L. ordre 2
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Sous les hypotheses du théoreme nous pouvons écrire f;;(xo + 6h, yo + 6k) = f;é(x(],yg) + e1(h, k),
" " 1 " N .
fyy (X0 + 0h, yo, 0k) = £, (X0, Yo) + €2(h, k), f 5 (Xo + 6h, yo, k) = f 5 (X0, Yo) + €3(h, k), oui les fonctions

e1(h, k), i = 1,2, 3tendent vers 0 quand (h, k) tend vers (0, 0). La formule de Taylor s’écrit alors

1% + b, Yo + K) = 1(x0, yo) + hfyo + Kty + 3 (21 +2nky + 121 ) + 3 (WPeq + 2hkep + KPe3). Le
0 s Yo = (X0, Yo X0 o T 2 Xg X0%0 Yg 2 1 2 3)-

dernier terme peut ensuite s’écrire (comme pour démontrer le théoréme portant sur le DL d’ordre 1) sous la forme :

2
& (a1 cos?(a) + 2¢5 cos(a) sin(a) + e3 sinz(a)) ou encore (h2 + k2) e(h, k) ce qui permet de conclure.

Retour au cours
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Application aux polynémes du second degré
Considérons un polynéme du second degré en x et y

f(x,y) = Ax? + 2Bxy + Cy? + 2Dx + 2Ey + F
D’apres la formule de Taylor (ses dérivées secondes sont constantes), nous obtenons
’

" 123
f f fo
f(xo + h, Yo + k) = f(xo,y0)+hf;0 + kfy/u + XT2,72 +2 (%) hk + L k2

= (x0, ¥0) + hiy + Kfy -+ AH® + 2Bhk + CK*

En posant ¢(x, y) = Ax® + 2Bxy + Cy?, nous pouvons alors écrire :

f(x0 + h, Yo + k) = f(x0, ¥o) + hfy + Kty + o(h, k).

En particulier, si f(x, y) = ¢(X, y), nous avons

@(Xo + h, yo + k) = (X0, Yo) + hf;0 + kfy’o + (h, k)

En échangeant les couples (g, ¥p) et (h, k) dans cette derniére formule, le membre de gauche reste invariant ce
qui permet d’égaler le membre de droite avant et aprés le changement ce qui donne :

hap)l(o + kapjvo = Xo®h + Yo¥k-

La premiere expression s’appelle la forme polaire de la forme quadratique ¢(x, y) par rapport au couples de
variables (xg, ¥o) et (h, k). Lidentité exprime quand & elle la symétrie de la forme polaire par rapport aux deux

couples. Retour au cours
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