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La thématique générale des travaux effectués au cours de cette thèse est l’étude théorique et numérique des écou-
lements de mélanges de deux fluides (ou phases). Parmi les divers modèles que l’on peut trouver actuellement dans la
littérature, on peut distinguer deux grandes classes :

- Les modèles de type “fluides non homogènes” [18, 19, 22] qui prennent en compte les phénomènes hydrodyna-
miques mais qui ne rendent pas compte des échanges à l’interface. Ce sont par exemple des problèmes à frontière
libre, ou des équations de Navier-Stokes non homogènes.

- Les modèles de type “Cahn-Hilliard” [14, 15, 24] qui, à l’inverse des précédents, modélisent les phénomènes
d’interface entre les deux phases mais ne prennent pas en compte l’écoulement. Dans certains cas, les travaux
existants ne considèrent que le problème stationnaire de séparation de phase.

Ces deux types de modèles ne suffisent pas à explorer les divers cas physiques où les deux sortes de phénomènes
sont présents. Ainsi, on trouve dans des articles récents [11, 20] une nouvelle classe de modèles qui couplent les deux
types de phénomènes précédents. C’est dans ce cadre généralque se situe les travaux présentés dans la suite

Parmi les expériences physiques qui motivent cette étude, citons par exemple, le cas d’un mélange de polymère et
de solvant sous cisaillement dans une cellule de Couette. Les résultats expérimentaux montrent l’apparition de struc-
tures macroscopiques (décomposition spinodale) puis sousl’effet du cisaillement, l’organisation de ces structuressous
forme de bandes régulièrement espacées [20]. Nous montrerons que notre modèle peut rendre compte de ce type de
comportement.

L’étude mathématique de tels modèles est aujourd’hui de première importance car les travaux théoriques sur des
problèmes de fluides complexes restent encore rares. Les techniques d’étude et de discrétisation de ces équations sont
issues des méthodes déjà connues sur les problèmes de la mécanique des fluides et sur l’équation de Cahn-Hilliard mais
nécessitent de bien appréhender les phénomènes de couplage.

Cette étude s’inscrit également dans la lignée d’une classede travaux actuels dans les domaines de la mécanique des
fluides et de la chimie. La modélisation a fait l’objet d’une collaboration avec M. Quintard (Institut de Mécanique des
Fluides de Toulouse) sur l’aspect mécanique des problèmes étudiés et avec A. Colin (Centre de Recherche Paul Pascal)
et P. Panniza (Centre de Physique Moléculaire Optique et Hertzienne) sur les aspects en relation avec la chimie et les
phénomènes expérimentaux. Des expériences d’écoulementslamellaires sous cisaillement sont effectuées dans ces deux
laboratoires et les résultats numériques que nous avons obtenus sont en concordance qualitative avec les expériences
menées. Ces contacts nous ont permis en particulier de s’assurer de la pertinence physique du modèle proposé, et de
connaître les divers types de situations expérimentales dont on peut mener l’étude théorique et numérique.
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Première partie - Modélisation : Dérivation et simulations

Chapitre 1 - Dérivation du modèle

Dans ce premier chapitre (publié dans [8]), à la suite de travaux précédents de Chella et Viñals [11], de Doi [13],
ou encore de Onuki [20], on précise la modélisation et en particulier la mise en équations du modèle. Une mise sous
forme adimensionnelle permet de dégager les termes significatifs pour une large gamme de situations physiques. On
met en évidence par ce biais la dépendance des divers paramètres adimensionnels qui apparaissent dans les équations en
fonction des conditions expérimentales (température, densités des deux phases, etc ...).

Nous nous plaçons dans le cas où les phases sont incompressibles et de densités différentes. Nous introduisons les
champs de vitesse propres de chaque phasev1 etv2, et le paramètre d’ordre' qui est une renormalisation (entre�1 et1)
de la fraction volumique d’une des phases. On définit à partirde ces variables, par un processus de moyenne pondérée,
des inconnues globales pour le mélange : une densité� (qui est une fonction connue du paramètre d’ordre'), un champ
de vitessev et une fluctuation en vitessew sous la forme� = 1 + '2 �01 + 1� '2 �02;v = 1 + '2 v1 + 1� '2 v2;w = v1 � v2:

Ensuite, on écrit l’équation de conservation de la masse pour chacune des phases, à partir desquelles on déduit une
équation pour le paramètre d’ordre � '�t + v:r'� � div

�1� '22 w� = 0;
et une condition d’écoulement isovolume sur la vitessev

div (v) = 0:
La deuxième étape consiste à écrire une équation de Navier-Stokes pour chacune des deux phases en tenant compte

dans les termes de forces extérieures des potentiels chimiques de chacune d’entre elles. C’est dans ces termes que le
potentiel chimique de Cahn-Hilliard� intervient [20] :� = ��2�'+ F 0(');
où� est le rapport entre l’épaisseur d’interface entre les deuxphases et la longueur caractéristique qui a servi a adimen-
sionner les équations, etF est un potentiel ayant une structure en double puits [13] dèsque la température est inférieure
à la température critique.

0 1-1

états métastables
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On déduit ensuite des deux équations surv1 et v2, une équation sur la vitesse moyennev et une équation sur la
fluctuationw. Après mise sous forme adimensionnelle des équations et en évaluant l’ordre de grandeur des divers
coefficients qui apparaissent dans celles-ci pour une gammede paramètres physiques donnés [12, 20], on obtient deux
équations simples surv etw :�(')�� v�t + v:rv�� 1Re div (2�(')D(v)) +rp = K�r'+ "K1� '24 r� ��(')�+ �(')g;

div (v) = 0;w = ('2 � 1)(1� ")4�(')�(') r� ��(')� :
L’équation env n’est autre qu’une équation de Navier-Stokes non-homogèneincompressible à densité et viscosité

dépendant du paramètre d’ordre' (c’est-à-dire de la composition locale du mélange) et comprenant un terme de cou-
plage de type “forces capillaires”K�r' localisé à l’interface. L’équation enw montre que la fluctuation en vitesse est
reliée au potentiel de Cahn-Hilliard� et à son gradient. On obtient alors le système final en remplaçantw par sa valeur
dans l’équation en', ce qui donne en introduisant un nombre de PecletPe :� '�t + v:r'� 1Pe div

�B(')�(') r� ��(')�� = 0:
On reconnaît ici une équation de Cahn-Hilliard couplée à l’équation de Navier-Stokes par un terme de transport. Dans
cette dernière équationB(') est un coefficient de diffusion appelé :mobilité, qui dépend de'.

Remarquons d’ores et déjà que' � 1 est solution de l’équation précédente et qu’alors l’équation obtenue surv se
réduit à une équation de Navier-Stokes homogène incompressible. Ainsi, le modèle proposé dégénère de façon cohérente
avec le modèle de Navier-Stokes lorsqu’une seule des phasesest présente.

Dans tout ce qui suit,' et � sont soumis à des conditions aux limites de Neumann (aucun flux ne doit traverser
le bord du domaine, et l’interface est supposée perpendiculaire aux bords physiques du domaine) et la vitesse à des
conditions de Dirichlet. Eventuellement, on pourra remplacer ces conditions par des conditions de périodicité dans une
direction pour étudier par exemple les problèmes de cisaillement dans un canal.

Une fois le modèle ainsi établi, on s’intéresse dans un premier temps à sa validation par le biais d’une méthode
numérique qui permet de s’assurer qualitativement de la pertinence des résultats. Dans un second temps, on mène
l’étude théorique du système d’équations obtenu dans deux grandes directions : les problèmes d’existence et d’unicitéde
solutions tenant compte des diverses possibilités physiques pour la mobilitéB('), et pour le potentiel de Cahn-HilliardF (') d’une part, et les propriétés de stabilité de diverses solutions particulières d’autre part.

Chapitre 2 - Validation numérique du modèle

Dans le second chapitre (en partie publié dans [8]), on a mis en oeuvre un schéma numérique par différences finies en
2D qui confirme la pertinence du modèle. Le point-clé de ce travail est le choix de la manière dont on discrétise le terme
de transport. En effet, nous savons que la discrétisation usuelle par un schéma décentré amont (ou schéma de Murman)
induit une forte diffusion numérique, ce qui dans le cadre d’un suivi d’interface n’est pas satisfaisant.

Nous avons donc implémenté un schéma dû à P. Rasetarinera [21] qui propose une discrétisation antidiffusée du
terme de transport vraiment bidimensionnelle. Nous montrons que ce schéma apporte effectivement une amélioration
réelle des résultats dans le cas d’une cavité entraînée par exemple. Nous montrons aussi que le terme de Cahn-Hilliard
(et en particulier le terme déstabilisantF 0(') dans le potentiel�) joue un rôle d’antidiffusion important en comparaison
avec la discrétisation d’une équation de transport simple (i.e.Pe = +1).

On souhaite alors mettre en évidence le rôle des forces capillaires dans des écoulements classiques et vérifier que le
modèle et le schéma peuvent en rendre compte. Rappelons que ces forces apparaissent au second membre de l’équation
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de Navier-Stokes sous la formeK�r'. C’est donc une force normale à l’interface, proportionnelle àK et on peut
montrer qu’elle est essentiellement proportionnelle à la courbure de l’interface (voir [11, 16, 17]).

Dans la figure suivante, sur le problème de la cavité entraînée, on compare (toutes choses étant égales par ailleurs) les
résultats obtenus pour diverses valeurs du coefficient de capillaritéK. Nous observons que lorsque ces forces deviennent
prépondérantes devant les forces visqueuses, elles créentune certaine “rigidité” de l’interface qui va à l’encontre de l’ef-
fet d’étirement. Enfin, lorsque nous augmentons suffisamment la valeur deK par rapport à la viscosité, nous constatons
que les forces visqueuses ne suffisent plus à créer le mouvement d’enroulement et de mélange des deux fluides.K = 10�1Re K = 10Re K = 100Re

.
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Une autre situation physique classique dont le modèle peut rendre compte est celui de l’instabilité de Rayleigh-
Taylor. Cette instabilité apparaît lorsqu’on dépose un fluide lourd au-dessus d’un fluide plus léger et que l’on perturbe
légèrement l’interface initialement parfaitement plane.L’instabilité va se propager et au final les deux fluides vont
échanger leurs places dans la cavité.

On montre les différents comportements du système quand la capillarité varie à des temps équivalents. On vérifie
que le terme de forces capillaires a pour action de rendre l’interface aussi plate que possible.

Enfin, nous nous intéressons à deux autres situations physiques : la décomposition spinodale sous cisaillement et
l’étude de gouttes ou de bulles.

Dans le premier cas, nous partons d’un mélange quasi-homogène entre deux phases (on peut penser à un polymère
dans un solvant) et nous imposons des conditions aux limitesde cisaillement. Nous observons alors les phénomènes qui
motivent en partie cette étude : tout d’abord la formation destructures macroscopiques (petites zones où chaque phase
est presque pure) séparées par une interface de taille�, puis l’organisation de ces structures en bandelettes parallèles à
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la direction de cisaillement. Nous observons de plus un phénomène physique connu : le nombre de bandelettes créées
augmente avec la vitesse de cisaillement.

Ces résultats sont à la base d’une direction de recherche théorique dont les premiers résultats obtenus font l’objet
du chapitre 5. La question sous-jacente à l’apparition de telles structures en bandes est la suivante : dans quelle mesure
une solution monodimensionelle de l’équation de Cahn-Hilliard (dans la direction transverse à l’écoulement) est-elle
stable quand elle est soumise à cisaillement ? En effet, une solution de l’équation de Cahn-Hilliard 1D jointe au champ
de vitesse de cisaillement stationnaire forment à l’évidence une solution particulière du système 2D.

Cisaillement = 1 Cisaillement = 10

.

.

.

.

.

.

.

.

Dans le cadre de la chute d’une goutte, nous mettons en évidence la nécessité de faire dépendre la viscosité du
paramètre d’ordre dans l’équation de Navier-Stokes.
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A viscosité variable, la goutte s’écrase dans le liquide disposé au fond de la cavité, puis l’équilibre s’établit assez
rapidement :

t=0.2 t=0.25 t=2

.

.
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.

.

.

.

.

.

.

A viscosité constante, la goutte touche le liquide qui est aufond de la cavité et crée un phénomène de vaguelettes
horizontales entre le centre et le bord de la cavité, l’équilibre étant beaucoup plus long à atteindre :

t=0 t=0.25 t=0.6

.

.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.

On constate de même, des différences fondamentales de comportement et de dynamique sur le problème d’une bulle
de gaz qui remonte à la surface d’un liquide. Dans les deux cas(goutte ou bulle), les résultats sont qualitativement tout
à fait comparables à des résultats existants dans [23] par exemple.

Enfin, à la fin du chapitre, on expose comment, grâce à une méthode de domaine fictif et de pénalisation, on peut
adapter la méthode numérique proposée au cas d’un écoulement dans un domaine avec obstacle ou dans un domaine non
rectangle. Pour l’équation de Cahn-Hilliard on met en placeune condition aux limites discrète originale qui assure la
conservation numérique de la masse et pour l’équation de Navier-Stokes on emploie la méthode de pénalisation proposée
et analysée dans [2].
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Seconde partie - Etude mathématique du modèle : existence etcomportement
qualitatif des solutions

Nous décrivons maintenant les résultats théoriques que nous avons obtenus.

Dans un premier temps (chapitre 3), nous étudions un modèle simplifié dans lequel la densité des deux phases est
la même. Cela revient, après adimensionnement, à prendre�(') � 1 dans les équations. Nous obtenons des résultats
d’existence globale de solutions faibles (y compris quand la mobilitéB(') dégénère), et un résultat d’existence et
d’unicité de solutions fortes (globales en 2D et locales en 3D).

Ces résultats peuvent s’étendre à des potentiels singuliers (logarithmiques par exemple) avec une mobilité non-
dégénérée comme dégénérée [5, 6]. Dans ce cas on obtient, en outre, une estimationL1 sur le paramètre d’ordre
prouvant que la solution est physiquement acceptable.

L’étude de la stabilité asymptotique des états stationnaires est une question de grand intérêt du point de vue physique.
Si nous considérons uniquement l’équation de Cahn-Hilliard, il existe très peu de résultats dans ce sens en dimension
supérieure à1 où les solutions stationnaires non constantes sont difficiles à obtenir [24]. En dimension1, quelques
études qualitatives sont menées [1, 4, 10] en particulier enétudiant les minimums de la fonctionnelle de l’énergie de
Cahn-Hilliard. Ainsi, en 1D trois types de solutions stationnaires monotones se dégagent : les constantes, les solutions
de type couche limite, et les solutions de type couche de transition.

A l’inverse de ces travaux, nous nous intéressons ici essentiellement aux dimensions physiques2 et3, et à la stabilité
des mélanges homogènes.

Ainsi, toujours sur le modèle homogène, nous montrons la stabilité asymptotique sous cisaillement des états méta-
stables, c’est-à-dire des mélanges homogènes dont la composition' � ! est un point de convexité deF .

Dans le chapitre 4, nous étudions le modèle complet, en particulier dans le cas où les densités des deux phases
sont proches (" petit). Nous montrons dans ces conditions l’existence de solutions faibles globales et de solutions fortes
(locales en 2D et globales en 3D) ainsi qu’un résultat de stabilité asymptotique similaire à celui obtenu dans le cadre
homogène.

Enfin, nous montrons dans le chapitre 5, des résultats de persistance de solutions monodimensionnelles dans un
domaine étiré et à grand cisaillement correspondant aux conditions expérimentales des cellules de Couette. Ces résultats
constituent une première étape en vue de l’étude de la stabilité des solutions en bandelettes sous grand cisaillement.

Chapitre 3 - Préliminaires et étude du cas homogène

Dans le cas homogène le système s’écrit :� '�t + v:r'� 1Pe div (B(')r�) = 0;� = ��2�'+ F 0(');� v�t + v:rv � 1Re div (2�(')D(v)) +rp = K�r';
div (v) = 0:

Sans perte de généralité, nous avons pris le terme sourceg = 0, le moteur de l’écoulement étant assuré par les conditions
aux limites suivantes :
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v=(U,0)

v=(-U,0)

y=1

y=-1

Les difficultés rencontrées lors de l’étude de ce système sont multiples. Il y a bien sûr celles inhérentes à l’équation
de Cahn-Hilliard et à celle de Navier-Stokes, mais il y a en plus les problèmes posés par les conditions aux limites
non-homogènes et les termes de couplage, en particulier le terme de forces capillaires.� Existence et unicité

Nous étudions tout d’abord le cas non dégénéré (paragraphes4.2 et 4.3), c’est-à-dire quand la mobilité vérifie8x 2 R; 0 < B1 � B(x) � B2;
avec un potentiel de Cahn-HilliardF défini surR et essentiellement polynômial à l’infini.

Nous montrons alors les deux résultats suivants en dimension d = 2 etd = 3.

Théorème
Pour toutes donnéesU > 0 (vitesse de cisaillement),v0 2 L2 , tel quediv (v0) = 0, '0 2 H1 vérifiant les conditions
aux limites, il existe une solution faible globale du système telle quev 2 L1(R+ ;L2 ) \ L2lo(R+ ; H 1 );' 2 L1(R+ ;H1) \ L2lo(R+ ;H3):
Théorème
Pour toutes donnéesU > 0, v0 2 H 1 , tel quediv (v0) = 0, '0 2 H2 vérifiant les conditions aux limites, on a

– Sid = 2 : il existe une unique solution forte globale du problème. Elle vérifiev 2 L1(R+ ; H 1 ) \ L2lo(R+ ; H 2 );' 2 L1(R+ ;H2) \ L2lo(R+ ;H4):
– Sid = 3 : il existe une unique solution forte locale. Elle satisfaitlocalement aux mêmes résultats de régularité que

dans le cas 2D précédent.

En outre, nous établissons dans le paragraphe 4.4 un résultat d’existence si l’on choisit un potentielF logarithmique
[3], i.e.de la forme F (x) = �(1� x2) + �((1 + x) log(1 + x) + (1� x) log(1� x));
où la température� est strictement inférieure à la température critique�.
Théorème
Supposons que le potentielF soit défini comme ci-dessus. Pour toutes donnéesU > 0, v0 2 H 1 , tel quediv (v0) = 0,
et'0 2 H1 vérifiant les conditions aux limites etj'0j1 � 1 et jm('0)j < 1;
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il existe une solution faible globale du problème vérifiantv 2 L1(R+ ;L2 ) \ L2lo(R+ ; H 1 );' 2 L1(R+ ;H1) \ L2lo(R+ ;H2):
Cette solution vérifie de plusj'(t; x)j < 1 pour presque tout(t; x) dansR+ �
;

et F 0(') 2 L2lo(R+ ; L2(
)):
Ce résultat est fondamental puisqu’en réalité chimistes etphysiciens [15] considèrent que c’est ce type de potentiels

logarithmiques qui est physiquement réaliste (au sens de lathermodynamique) et que les potentiels polynomiaux ne sont
que des approximations de ces potentiels au voisinage du point critique.

Nous étudions ensuite (paragraphe 4.5) le cas dégénéré [14], où l’on accepte queB s’annule pour les valeurs�1 de'. Au vu de la définition du paramètre d’ordre, les seules valeurs physiques pour' sont dans[�1; 1℄ et les valeurs�1
représentent les cas limites où une seule des deux phases estprésente. Le cas typique d’application des résultats suivants
estB(') = j1� '2jr avecr = 1 ou2. Nous montrons alors :

Théorème
Pour toutes donnéesU > 0, v0 2 L2 , tel quediv (v0) = 0, '0 2 H1 telle quej'0j1 < 1 et pour toutT > 0 il existe
une solution faible du problème sur[0; T [ vérifiantv 2 L1(0; T ;L2 ) \ L2lo(0; T ; H 1 );' 2 L1(0; T ;H1) \ L2lo(0; T ;H2);j'(t; x)j � 1; pour presque tout(t; x):

En fait, ce théorème reste vrai si on supposej'0j1 = 1 etB suffisamment dégénérée (i.e.B0(�1) = 0). Il est aussi
valable avec un potentiel de Cahn-HilliardF logarithmique comme celui considéré plus haut.

Dans les deux théorèmes précédents (B non-dégénérée avec potentiel logarithmique etB dégénérée), nous souli-
gnons l’intérêt de l’estimationL1 obtenue sur'. Elle prouve que quandB dégénère ou quandF est logarithmique, les
valeurs de' restent dans l’intervalle[�1; 1℄ des valeurs physiquement admissibles.

Ce type de résultat semble hors d’atteinte dans le cas non dégénéré si l’on choisit un potentiel de Cahn-HilliardF régulier (polynômial d’ordre pair à coefficient dominant positif). Ceci est lié à la non-existence d’un principe du
maximum pour l’opérateur biharmonique.� Stabilité asymptotique des états métastables

Dans le paragraphe 4.6 nous ne faisons aucune hypothèse spécifique surB (de type dégénérescence) etF . En
particulier le résultat qui va suivre est valable dans les cas dégénérés et non dégénérés, mais aussi pourF polynômiale
ou logarithmique. On s’intéresse à la stabilité asymptotique de la solution stationnaire du problème donnée par'1 � !; vU1 = Uyex;
où! est un réel donné.
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Théorème
Soit ! 2 [�1; 1℄. On suppose queB(!) > 0 et F convexe dans un voisinage de!. Alors pourU > 0 suffisamment
petit, la solution stationnaire('1; vU1) du problème est asymptotiquement stable.

C’est-à-dire que pour toute donnée suffisamment proche de cette solution stationnaire, il existe une unique solution
forte globale (y compris sid = 3 !) du système et celle-ci converge vers la solution stationnaire considérée quandt tend
vers+1.

Remarque :Nous insistons sur le fait que ce théorème complète le théorème d’existence de solutions fortes dans le cas
3D puisque nous prouvons ici l’existenceglobaled’une telle solution. De plus, ce théorème montre que la décomposition
spinodale mise en évidence dans les expériences numériques, ne peut avoir lieu que si la composition moyenne du
mélange de départ n’est pas dans un état métastable deF (i.e.F est concave en!).

Chapitre 4 - Cas faiblement non-homogène

Dans ce chapitre, publié dans [7], nous étudions le modèle complet (en supposant la mobilité constanteB(') � 1
par exemple) : � '�t + v:r'� 1Pe div

� 1�"r� ��"�� = 0;� = ��2�'+ F 0(');�" �� v�t + v:rv�� 2Re div (�(')D(v)) +rp = K�r'+ "K1� '24 r� ��"�+ �"g;
div (v) = 0;�" = �"(');

Rappelons que la densité est donnée dans la dérivation du modèle comme une fonction linéaire du paramètre d’ordre�" = �"(') = 1 + "'� 12 ;
où, dans ce paragraphe, on reprend la notation" = j�01 � �02jmax(�01; �02) ;
où �01, et�02 sont les densités des deux constituants dans les conditionsde l’étude. Quand" = 0, on retrouve le modèle
homogène étudié précédemment.

En fait, comme on ne sait pas montrer que les valeurs de' restent dans l’intervalle[�1; 1℄, on doit, pour assurer que
la densité reste positive, introduire une fonction�" qui coïncide avec l’expression linéaire précédente sur[�1; 1℄ mais
qui vérifie j�0"j1 � "; et0 < �min � �"(x) � �max; pour toutx 2 R;
où�min; �max sont indépendantes de".� Existence et unicité

Nous ne sommes pas en mesure de montrer l’existence de solutions faibles pour ce problème dans le cas général(i.e.
pour tout" > 0). Ceci est essentiellement dû au fait que la densité� ne vérifie pas l’équation de transport� ��t + v:r� = 0;
à cause du terme de diffusion de Cahn-Hilliard. En revanche,nous montrons le résultat d’existence locale et d’unicité de
solutions fortes suivant
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Théorème
Pour toutes donnéesU > 0, v0 2 H 1 , tel que div (v0) = 0, '0 2 H4, vérifiant les conditions aux limites, il existeT > 0 (dépendant deU; kv0kH1 et dek'0kH4 ) tel que pour tout" > 0 il existe une unique solution forte du problème('"; v") définie sur[0; T [, telle quek'"kL1(0;T ;H4) + kv"kL1(0;T ;H1 ) + kv"kL2(0;T ;H2 ) � C;
où la constanteC est indépendante de".

Pour obtenir des solutions faibles globales nous allons nous placer dans le cas“faiblement non-homogène”, c’est-
à-dire que l’on étudie le régime asymptotique où" est supposé petit. Dans ces conditions nous avons

Théorème
SoientU > 0, v"0 2 L2 , tel quediv (v"0) = 0, '"0 2 H3 vérifiant les conditions aux limites et tels qu’il existeC0 > 0
indépendant de" tel que k'"0kH1 + " 12 k'"0kH2 + " 34 k'"0kH3 + kv"0kL2 � C0:
Alors il existe"0 > 0 dépendant uniquement deC0 et deF tel que pour tout" < "0 il existe une solution faible globale(v"; '") du problème (avec la condition initiale(v"0; '"0)) qui vérifiek'"kL1(R+;H1) + " 12 k'"kL1(R+;H2) + " 34 k'"kL1(R+;H3) + kv"kL1(R+;L2) � C;

pour toutT > 0, k'"kL2(0;T ;H3) + kv"kL2(0;T ;H1 ) � C(T );
oùC etC(T ) sont indépendantes de".

De plus, si on a '"0 ! '0 dansH1 etv"0 ! v0 dansL2 ;
quand" tend vers 0, alors quitte à extraire une sous-suite, la solution (v"; '") converge vers une solution faible du
problème homogène (" = 0).

Remarquons que la donnée initiale'"0 est supposée dansH3 mais que plus" est petit et plus les normes de'"0 dansH2 etH3 sont autorisées à grandir de sorte que l’on retrouve formellement pour" = 0 la régularité des données initiales
nécessaire à l’existence de solutions faibles pour le modèle homogène.

Dans le cas de mélanges faiblement non-homogènes, on améliore le résultat d’existence de solutions régulières
exposé plus haut.

Théorème
SoientU > 0, v0 2 H 1 , tel que div (v0) = 0, '0 2 H3 vérifiant les conditions aux limites, alors il existe"0 > 0
dépendant dekv0kH1 , k'0kH3 et deF tel que pour tout" < "0 il existe une unique solution forte du problème('"; v")
pour la condition initiale('0; v0).

- si d = 2 : cette solution est globale et vérifiek'"kL1(R+;H3) + kv"kL1(R+;H1 ) � C;k'"kL1(0;T ;H4) + kv"kL2(0;T ;H2 ) � C(T ); pour toutT > 0;
oùC etC(T ) sont indépendants de".

- si d = 3 : cette solution existe sur un tempsT > 0 indépendant de" et vérifie sur[0; T [ les mêmes résultats de
régularité que dans le cas 2D précédent.
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De façon similaire à l’étude menée dans le cadre homogène, nous montrons enfin la stabilité asymptotique des états
métastables, toujours sous l’hypothèse de mélanges presque homogènes. Le théorème suivant est établi aussi bien en
dimension 2 que 3, si l’on suppose que le terme de forces extérieuresg est un gradient (ce qui est bien sûr valable dans
le cas de la gravité).

Théorème
Soit! 2 R, un état métastable deF ( i.e.F 00(!) > 0). Alors il existe"0 > 0 tel que pourU > 0 assez petit et pour tout" < "0, la solution stationnaire(vU1; '1) est asymptotiquement stable.

En particulier, pour toute donnée initiale suffisamment proche de cette solution stationnaire, il existe une unique
solution forte globale.

Chapitre 5 - Persistance des perturbations de solutions 1D àgrand cisaillement

Dans ce chapitre, le paramètre" n’est pas celui représentant le contraste de densité comme dans le chapitre précédent.

Une cellule de Couette est formée de deux cylindres concentriques dont la différence des rayons est petite (d’ordre1)
devant le rayon moyen de la cellule (d’ordre� 1" ). Si on fait tourner les cylindres à des vitesses angulairesopposées et
de l’ordre de1, la vitesse de cisaillement obtenue est de l’ordre de1" . On peut ainsi se ramener en 2D à un problème
modèle qui s’écrit pour(x; z) 2 
" =℄0; 1" [�℄� 1; 1[, sous la forme� '"�t + z"�x'" + u":r'" ���" = 0;�" = ��2�'" + F 0('");� u"�t ��u" +rp = �"r'";

div (u") = 0;
où'", �" et u" vérifient des conditions aux limites homogènes de type Couette. On suppose ici que la viscosité et la
mobilité sont constantes, et que l’écoulement est laminaire, c’est-à-dire que les termes d’inertie sont négligeables.

On constate alors que si('0; u0) est une solution 1D dans la direction transversez du système, celle-ci est donnée
par une solution de l’équation de Cahn-Hilliard 1D� '0�t � �2z�0 = 0;�0 = ��2�2z'0 + F 0('0);�z'0 = �3z'0 = 0; surfz = �1g;
et une solution de l’équation de la chaleur 1D� u0�t � �2zu0 = 0; dans℄� 1; 1[; avecu0(t = 0) = u00, u0(z = �1) = 0:
Ces solutions correspondent aux solutions en bandes que l’on observe expérimentalement et numériquement.

Si on notejf j2;" la normeL2 indépendante du domaine, c’est-à-direjf j2;" = 1pj
"j kfkL2(
") = p"kfkL2(
");
alors le résultat suivant [9] montre la persistance des perturbations de taille" de la solution('0; u0) sur des tempsO(1).
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Théorème
On considère une famille de données initiales de la forme'"(0) = '00 + "'01;u"(0) = u00(z)ex + w0" ;
pour les équations précédentes dans le domaine
". On suppose quem('01) = 0 et qu’il existe une constanteK0 ne
dépendant que de'00 telle que pour tout" > 0, on aitj'01j2;" + " 12 jr'01j2;" � K0;jw0" j2;" � K0 ":

Alors, pour toutT > 0, il existe"0(T ) > 0 etM0(T ) > 0 tels que pour tout" < "0, la solution ('", u") du problème
posé dans
" vérifie supt2[0;T ℄�j'" � '0 � "'1j2;" + ju" � u0j2;"� �M0(T ) ";supt2[0;T ℄�jr('" � '0 � "'1)j2;"� �M0(T ) " 12 ;
oùu0 et'1 sont solutions des équations linéaires� u0�t � �2zu0 = 0; dans℄� 1; 1[; avecu0(t = 0) = u00, u0(z = �1) = 0;
et � '1�t + z"�x'1 + u0(z)�x'1 ���1 = 0 dans
"�1 = ��2�'1 + F 00('0)'1:

avec
� '1�� = � �1�� = 0 au bord et'1(0) = '01

On peut améliorer de façon significative ce résultat : si'0 est en fait une solution de l’équation de Cahn-Hilliard 1D
constante,'0 � !, et si! est un état métastable du potentiel (F 00(!) > 0), alors on a

Théorème
On considère une famille de données initiales de la forme'"(0) = '00 + "'01;u"(0) = u00(z)ex + w0" ;
pour les équations précédentes dans le domaine
". On suppose quem('01) = 0 et qu’il existe une constanteK0 ne
dépendant que de'00 telle que pour tout" > 0, on aitj'01j2;" + " 12 jr'01j2;" � K0;jw0" j2;" � K0" 54 :

Alors, il existe"0 > 0 etM0 > 0 tels que pour tout" < "0, la solution'", u" du problème posé dans
" vérifiesupt2R+�j'" � '0 � "'1j2;" + ju" � u0j2;"� �M0 " 54 ;supt2R+�jr('" � '0 � "'1)j2;"� �M0 " 34 ;
oùu0 et'1 sont les solutions des équations linéaires précédemment introduites.
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Ainsi, dans ce cas, on obtient une persistance des perturbations de taille" de la solution 1D uniformément en temps
et en outre, on justifie sur toutR+ le développement asymptotique'" = '0 + "'1 + o("):

Notons qu’on montre aussi un résultat intermédiaire, dans le cas où'0 est une constante! qui n’est pas métastable
(F 00(!) < 0), qui justifie le même développement asymptotique mais sur des tempsO(1) .

On établit donc une hiérarchie des propriétés de persistance des solutions 1D : les mélanges homogènes sont plus
stables à grand cisaillement que les autres solutions “bandes”, et parmi ceux-ci, les états métastables sont stables sur des
temps infinis.
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Première partie

Modélisation : dérivation et simulations
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Chapitre 1

Dérivation du modèle

Dans ce chapitre nous présentons la dérivation du modèle quiva faire l’objet de notre étude. Notre but est de rendre
compte des phénomènes à la fois chimiques, thermodynamiques et hydrodynamiques qui interviennent dans l’écoule-
ment d’un mélange diphasique. Ce travail est motivé par l’observation de phénomènes expérimentaux qui ne sont pas
encore complètement expliqués aujourd’hui.

Par exemple, portons un mélange solvant-polymère au-dessus de la température critique (les deux phases sont alors
uniformément mélangées) et plaçons-le sous cisaillement dans un système de Couette-Taylor (c’est-à-dire dans un rhéo-
mètre), puis abaissons subitement la température au-dessous de la température critique du mélange. Deux phénomènes
se produisent, l’un de nature thermodynamique : les deux phases se séparent spontanément et se structurent en goutte-
lettes (phase éponge), l’autre de nature hydrodynamique : les phases ainsi séparées vont progressivement se structurer
sous la forme de rubans ou de tubes (phase lamellaire).

Il est ainsi clair que de tels phénomènes ne peuvent être théoriquement étudiés qu’à travers un modèle qui couple les
propriétés chimiques et hydrodynamiques du mélange.

Parmi les modèles diphasiques existants, on peut distinguer deux grandes catégories : les modèles à interface ponc-
tuelle et les modèles à interface diffuse. Les premiers supposent que l’interface entre deux phases est d’épaisseur nulle,
les seconds considèrent que l’épaisseur d’interface est certes petite mais non nulle et qu’ainsi l’interface est une zone
de petite épaisseur dans laquelle les grandeurs physiques caractéristiques du mélange (typiquement les concentrations)
évoluent continûment.

Ces deux types de modèles sont étudiés depuis plusieurs années, à la fois d’un point de vue théorique et numérique,
cependant il semble que la visioninterface diffuseait actuellement la faveur des physiciens [1] et ce pour des raisons
simples : au moins à l’échelle moléculaire les deux phases nepeuvent être rigoureusement séparées et ainsi sur une
épaisseur de l’ordre de quelques tailles moléculaires on peut trouver un mélange des deux phases. De plus, comme nous
le verrons plus loin, la simulation numérique de tels modèles est en un certain sens plus aisée que celle des modèles à
interface plate. Ainsi, pour positionner une interface théoriquement plate, on est obligés d’introduire artificiellement une
épaisseur" à l’interface et de régulariser les distributions de Dirac qui apparaissent dans ces modèles et qui ne peuvent
être discrétisées sous leur forme distribution (méthodes level set par exemple [26]).

Dans ce travail, l’optique “interface diffuse” est adoptée, le modèle considéré est établi sur la base de travaux d’Onuki
[23] et de Chella et Vinals [17, 20]. Dans ces articles, l’interface est modélisée à travers le choix d’un paramètre d’ordre
(essentiellement la fraction volumique ou la concentration de l’une des phases) et d’une énergie libre dite de Cahn-
Hilliard qui rend compte de l’excès d’énergie à l’interfacedû aux fortes variations de la composition du mélange dans
cette zone. La taille de l’interface est prise en compte directement dans l’énergie.

En outre, en ce qui concerne les propriétés hydrodynamiquesdu mélange (sous cisaillement par exemple), on sou-
haite écrire une équation pour un champ de vitesse moyen que l’on puisse traiter globalement. L’équation que nous ob-
tenons est essentiellement une équation de Navier-Stokes non-homogène avec un terme force de typeforces capillaires
prenant en compte latension de surfaceà l’interface. Ce terme apparaît dans la dérivation des équations comme une
conséquence naturelle du choix de la théorie de Cahn-Hilliard pour l’énergie libre du système. De plus, les deux phases
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considérées peuvent avoir des viscosités différentes (mélange air-eau ou mélange polymère-solvant, par exemple).
Nous renvoyons à [1] et [18] pour une vue d’ensemble des différents types de modèles qui existent pour ces pro-

blèmes.

Dans le cas homogène, c’est-à-dire quand les deux phases ontla même densité, le modèle présenté ici coïncide avec
un modèle déjà écrit dans [11, 17] et fera l’objet d’une étudethéorique dans le chapitre 3. Le modèle non-homogène
plus général qui va être obtenu dans ce chapitre fait lui l’objet d’une étude théorique dans le chapitre 4.

1 Notations

Considérons un mélange composé de deux phases d’une même espèce (ou de deux espèces différentes), de densités�01 et �02. Ces valeurs sont supposées constantes dans les conditionsde l’expérience (ce sont les valeurs que l’on peut
trouver dans les tables). Dans ce qui suit la température estsupposée constante durant l’évolution du système. La fraction
volumique de la phase1 dans le mélange est définie par = dV1dV ;
oùdV1 est le volume occupé par la phase1 dans le volume élémentairedV (figure 1).

Fluide 1 :dV1
Fluide 2 :dV2

FIG. I.1.1 – Un volume élémentairedV
Une telle définition du paramètre d’ordre nécessite quelques précisions. En effet, on fait l’hypothèse implicite que le

volume élémentairedV ne contient pas de “vide”, ou autrement dit quedV = dV1 + dV2 pour tout volume élémentaire
du domaine. Dans d’autres modèles du même type où c’est la densité qui est choisie comme paramètre d’ordre [19], une
hypothèse similaire est faite sous la forme : le nombre totalde particules par unité de volume est constant.

Certains auteurs [14, 24] utilisent comme paramètre d’ordre, mais ici pour des raisons de compatibilité avec les
modèles étudiés dans [11, 15], le paramètre d’ordre utiliséest la renormalisation de définie par' = 2 � 1;
de telle sorte que�1 � ' � 1 et que'(x) = 1(resp.'(x) = �1) si et seulement si la phase1 (resp. la phase2) est la
seule présente au pointx. Il est clair que le choix de' ou de comme paramètre d’ordre ne change en rien la nature du
modèle ainsi que les résultats numériques et théoriques quisont présentés dans la suite.

Les densités de chacune des phases au sein du mélange sont notées�1 et�2, et� désigne la densité totale du mélange.
On a de façon évidente �1 = �01dV1dV = �01 = �01 1 + '2 ; (I.1.1)�2 = �02dV2dV = �02(1�  ) = �02 1� '2 ; (I.1.2)� = �1 + �2: (I.1.3)
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Comme dans la théorie très générale des mélanges [24], on suppose que chaque phase possède un champ de vitesse
proprevj (j = 1; 2). On fait alors le choix de définir la vitesse moyennev du mélange par la moyenne volumique des
champs de vitesse propres des phasesv = dV1v1 + dV2v2dV = 1 + '2 v1 + 1� '2 v2; (I.1.4)

et on définit la perturbation en vitesse par w = v1 � v2: (I.1.5)

Un autre choix de champ de vitesse moyen souvent rencontré dans la littérature est celui de la moyenne des vitesses
pondérée par les densités, autrement dit une moyenne massique. Ce choix est écarté ici, car on s’intéresse seulement
au cas où les deux phases sont incompressibles, et on verra alors que la vitesse moyenne choisie vérifie la condition de
divergence nulle. Cette condition de divergence nulle n’est pas satisfaite par la vitesse moyenne massique dans le cadre
qui va suivre.

2 Equations générales

Pour tout champ de vecteurv, on définit usuellement le tenseur de déformation parD(v) = rv +rvt2 :
On note de plus �(v) = D(v) � 13 div (v)Id;
la partie à trace nulle de ce tenseur de déformation.

2.1 Conservation de la masse

Les équations de conservation de la masse de chacune des phases s’écrivent� �1�t + div (�1v1) = 0; (I.2.1)� �2�t + div (�2v2) = 0: (I.2.2)

En divisant chacune de ces équations par�0i (i = 1; 2), et en ajoutant les équations obtenues, il vient avec (I.1.1) et
(I.1.2)

div (v) = 0; (I.2.3)

c’est-à-dire, comme annoncé plus haut, que le champ de vitesse moyen tel qu’il a été défini, satisfait la contrainte de
divergence nulle très usuelle dans le cadre incompressiblemonophasique.

De plus, si on utilise (I.1.4)-(I.1.5) et (I.2.3), n’importe laquelle des équations (I.2.1) ou (I.2.2) peut s’écrire :� '�t + v:r'+ div

�1� '22 w� = 0: (I.2.4)

L’équation d’évolution obtenue sur le paramètre d’ordre' contient donc deux termes essentiels qui décrivent les deux
phénomènes qui participent au mouvement de l’interface. Lepremier est le fait que le mélange est soumis à un écoule-
ment caractérisé par le champ de vitesse moyenv, qui justifie pleinement le terme de transportv:r'. Quant au second,
il s’agit d’un phénomène de diffusion au travers de l’interface, dont le flux est proportionnel à la perturbation en vitessew = v1 � v2. On s’attend à ce que le flux de diffusion soit proportionnel au gradient du potentiel chimique du mélange
et c’est effectivement ce que l’on va retrouver plus loin.
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A la différence des modèles de typefluides non-homogènesétudiés dans [21, 25], on peut remarquer que la densité� ne satisfait pas une équation de conservation de la masse classique mais vérifie une autre équation de conservation qui
s’écrit � ��t + div (�v) + �01 � �024 div ((1� '2)w) = 0:
Cette remarque est importante dans l’optique du traitementmathématique et numérique des équations. On verra plus loin
quels sont les avantages et inconvénients d’une telle équation de conservation par rapport à une équation de transport
classique.

2.2 Conservation de la quantité de mouvement

On écrit l’équation de conservation de la quantité de mouvement pour chacune des phases sous la forme conservative
suivante � �1v1�t + div (�1v1 
 v1)� div (�1) = F1; (I.2.5)� �2v2�t + div (�2v2 
 v2)� div (�2) = F2; (I.2.6)

où�1 et�2 sont les tenseurs des contraintes des phases dans le mélange, etF1;F2 les forces volumiques extérieures
exercées sur chaque phase.

On définit de façon naturelle les tenseurs des contraintes par les lois constitutives suivantes�1 = 2�1(')�(v1)� p1Id;�2 = 2�2(')�(v2)� p2Id;
où pi désigne la pression partielle de la phasei, et �i la viscosité de la phasei dans le mélange. Il est naturel [22] de
considérer que chacune de ces viscosités dépend de la composition locale du mélange, c’est-à-dire de'. On supposera
par la suite qu’elles peuvent s’écrire sous la forme suivante�1(') = 1 + '2 �('); �2(') = 1� '2 �(');
où �(') est la viscosité du mélange uniforme théorique de composition'. Bien entendu, si l’on souhaitait étudier des
mélanges de fluides non-newtoniens, des lois constitutivesplus générales devraient être introduites pour les tenseurs�i. On suppose aussi que les pressions partielles de chaque phase sont reliées à la pression totale du mélange via les
relations : p1 = dV1dV p = 1 + '2 p; p2 = dV2dV p = 1� '2 p;
de sorte que p = p1 + p2:
Enfin, les forces extérieures sont supposées être de la formesuivante :F1 = �1g� �(')w � �1r�1; F2 = �2g + �(')w � �2r�2;
où g est un terme de forces volumiques extérieures au mélange (des forces de gravité par exemple) et�(') est un
coefficient de frottement qui dépend de la composition du mélange. En particulier�(') doit s’annuler quand une seule
phase est présente c’est-à-dire quand' = �1.

Les potentiels chimiques�1 et �2 des deux phases sont alors déterminés en se basant sur les travaux de Cahn et
Hilliard ([8, 9, 10]) et ceux d’Onuki ([23] p. 6138 et p.6146)�1 = �0(') + 1� '2� ��F�'� ; �2 = �0(')� 1 + '2� ��F�'� :
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FIG. I.2.1 – Les deux types de potentiels de Cahn-Hilliard

Le potentiel�0(') est le potentiel chimique du mélange uniforme théorique de composition'. Les autres termes sont les
termes d’échange qui caractérisent la non-uniformité du mélange à l’interface, celle-ci étant décrite par l’énergie libreF de type Cahn-Hilliard [11, 16, 23] : F(') = Z
 A2 jr'j2 +E F ('); (I.2.7)

de sorte que ��F�'� = �A�'+E F 0('); (I.2.8)A etE étant deux paramètres physiques décrivant l’interaction entre les deux phases. Les termes d’échange apparaissant
dans les potentiels chimiques sont en fait issus de la définition usuelle des potentiels chimiques en thermodynamique
comme la différentielle de l’énergie libre par rapport à la densité�i de chaque constituant (Cf. [23]).

La fonctionF qui intervient dans l’énergie libre, est appeléepotentiel de Cahn-Hilliard. Un choix physiquement
raisonnable pour ce potentielF est donné par une expression de type logarithmique [2, 13, 14, 16],F (') = �(1� '2) + � ((1 + ') log(1 + ') + (1� ') log(1� ')) ;
dans laquelle� est la température du mélange dans les conditions de l’expérience, et� sa température critique.

Pour que les deux phases soient séparées (c’est le cas intéressant), il faut bien sûr que� < �, ce qui, d’un point de
vue mathématique, est équivalent à dire que le potentielF n’est pas convexe. Pour� suffisamment proche de�, une
bonne approximation de ce potentiel (figure I.2.1) est donnée par une expression polynomiale du typeF (') = r'4 � u'2; r; u > 0:
C’est cette forme du potentiel de Cahn-Hilliard qui est la plus fréquemment utilisée dans la littérature, voir par exemple
[27].

2.3 Equations en vitesse moyenne et en perturbation

Notation : Pour tous vecteursu1, u2, leur produit tensoriel est noté dans la suiteu1 
 u2.
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Pour obtenir l’équation satisfaite parv, plusieurs méthodes sont possibles. On peut par exemple additionner les

équations (I.2.5) et (I.2.6) de conservation de la quantitéde mouvement de chacune des phases. Il vient� �1v1 + �2v2�t + div (�1v1 
 v1 + �2v2 
 v2)� div (�1 + �2) = F1 +F2:
Remarquons tout d’abord que l’on peut écrirev1 = v + 1� '2 w;v2 = v � 1 + '2 w:
Pour faire apparaître une quantité de mouvement calculée sur les champs moyens dans la dérivée temporelle de l’équation
précédente, on écrit �1v1 + �2v2 = �v + (�01 � �02)1� '24 w:
Les termes d’inertie peuvent s’écrire sous la forme suivante�1v1 
 v2 + �2v2 
 v2 =�v 
 v + 1� '24 (�01 + �02 � �)w 
w+ (�01 � �02)1� '24 (v 
w +w 
 v):
Pour traiter les termes de contraintes, on remarque de manière immédiate que pour toute fonction scalairef et tout
champ de vecteuru on a D(fu) = fD(u) + 12 (rf 
 u+ u
rf) :
Ainsi, il vient �1 + �2 = 2�(')�(v) � pId+ (1 + ')�(')�1� '2 D(w)� 14r'
w � 14w 
r'�� (1� ')�(')�1 + '2 D(w) + 14r'
w + 14w 
r'�+ 13�(')(w:r')Id= �2�(')�(v)� pId�� 12�(')�r'
w+w 
r'� 23(w:r')Id�= �1 ��2;
où�1 et�2 sont respectivement définis par�1 = 2�(')�(v) � pId; (I.2.9)�2 = 12�(')�r'
w +w
r'� 23(w:r')Id� : (I.2.10)

Remarquons d’ores et déjà que�1 est le tenseur des contraintes usuel dans l’étude d’un écoulement incompressible d’un
unique fluide avec un champ de vitessev, une pressionp et une viscosité variable�(').
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Les forces extérieures s’expriment de la façon suivanteF1 +F2 = �g� �1r�1 � �2r�2= �g� �r�0 � (�01 � �02)1� '24 r�1� �F�'�+ 12 �F�'r'
Ainsi l’équation satisfaite parv s’écrit��t ��v + (�01 � �02)1� '24 w�+ div

��v 
 v + 1� '24 (�01 + �02 � �)w 
w�+ div

�(�01 � �02)1� '24 (v 
w +w 
 v)�= div (�1)� div (�2)� �r�0 + �g+ 12 �F�'r'+ (�02 � �01)1� '24 r�1� �F�'� ; (I.2.11)

où�1 et�2 sont les tenseurs définis plus haut.� Equation en fluctuation
Pour simplifier les calculs, il est pratique de chercher l’équation enw sous la forme non-conservative. Ainsi on écrit

les deux équations de conservation de la quantité de mouvement (I.2.5) et (I.2.6) sous la forme suivante�01 1 + '2 ��t �v + 1� '2 w�+ �1(v1:r)v1 � div (�1) = F1;�02 1� '2 ��t �v � 1 + '2 w�+ �2(v2:r)v2 � div (�2) = F2:
Afin d’éliminer la dérivée en temps dev, on multiplie la première équation par�02 1�'2 , la deuxième par�01 1+'2 et on les
soustrait, on obtient �01�02 1� '24 �w�t + �01�02 1� '24 (v1:rv1 � v2:rv2)� �02 1 + '2 div (�1) + �01 1� '2 div (�2)= �02 1 + '2 F1 � �01 1� '2 F2:
Un premier calcul fournit pour les termes d’inertiev1:rv1 � v2:rv2 = v:rw+w:rv � 'w:rw� (w:r)w:
Pour récrire les termes issus des tenseurs des contraintes,introduisons après�1 et �2 (voir (I.2.9) et (I.2.10)), un
troisième tenseur �3 = 2�(')�(w); (I.2.12)

qui n’est autre que le tenseur des contraintes usuel associéau champ de vecteurw. Un calcul facile montre que l’on peut
alors exprimer les tenseurs�1 et�2 de la façon suivante�1 = 1 + '2 (�1 ��2) + 1� '24 �3;�2 = 1� '2 (�1 ��2)� 1� '24 �3;



32 Chapitre 1. Dérivation du modèle

d’où on déduit��02 1� '2 div (�1) + �01 1 + '2 div (�2) = ��02 div

�1� '24 (�1 ��2)�� �02 1 + '2 (�1 ��2):r'+ �01 div

�1� '24 (�1 ��2)�� �01 1� '2 (�1 ��2):r'���02 1� '2 + �01 1 + '2 �
div

�1� '24 �3�= (�01 � �02) div

�1� '24 (�1 ��2)�+ (�� �01 � �02)(�1 ��2):r'� � div

�1� '24 �3� :
Enfin pour calculer le terme�02 1+'2 F1 � �01 1+'2 F2 on constate que la partie eng va s’annuler et qu’il reste�02 1 + '2 F1 � �01 1 + '2 F2 = ��02 1� '2 �w � �01 1 + '2 �w � �01�02 1� '22 r(�1 � �2)= ���w� �01�02 1� '24 r�1� �F�'� :

Ainsi, en résumé, l’équation satisfaite par la perturbation en vitessew s’écrit�01�02 1� '24 �w�t + �01�02 1� '24 (�'w:rw� (w:r')w + v:rw +w:rv)= �(�01 � �02) div

�1� '24 (�1 ��2)�+ � div

�1� '24 �3�+ (�01 + �02 � �)(�1 ��2):r'� �01�02 1� '24 r�1� �F�'�� ��(')w; (I.2.13)

les tenseurs�1,�2 et�3 étant définis plus haut.
Les équations obtenues rentrent dans le cadre très général de la mécanique des mélanges exposé dans [24]. Les

diverses équations constitutives utilisées ici au cours dela dérivation, font du modèle présenté, un modèle original.

3 Equations adimensionnées et obtention du modèle

Les équations (I.2.11) et (I.2.13) obtenues précédemment ne sont pas exploitables, ni du point de vue numérique,
ni du point de vue mathématique. Comme toujours dans un travail de modélisation, il est nécessaire de distinguer
les termes significatifs de ceux qui ne le sont pas. Pour cela,dans une première étape, on doit mettre les équations
sous forme adimensionnelle en choisissant, à la lumière du cadre expérimental, des grandeurs caractéristiques pour les
diverses inconnues et variables présentes dans le problème.� Etape 1: L’ordre de grandeur de la taille caractéristique de l’interface peut se déterminer grâce à une analyse de
la linéarisée de l’équation de Cahn-Hilliard (sans le termede transport) [14, 16] à partir des coefficientsA et E qui
apparaissent dans la définition de l’énergie libre de Cahn-Hilliard (I.2.7)-(I.2.8), de la façon suivantel �pA=E:
On peut aussi trouver cette valeur en calculant le profil d’une interface plane infinie à l’équilibre. En effet, une telle inter-
face est caractérisée par un profil monodimensionnel'(x) tel que'(�+1) = �1 qui vérifie l’équation différentielle�A�'+EF 0(') = �A'00(x) +E('3 � ') = 0;
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dans le cas du potentiel F (') = '44 � '22 :
La solution de cette équation est explicitement donnée par'0(x) = tanh r E2Ax! ;
ce qui donne un profil d’interface de la forme

-2-1.5-1-0.500.5
11.52

l-�
FIG. I.3.1 – Profil d’une interface plane infinie

On obtient en outre la valeur de la tension de surface (excès d’énergie dû à la forte variation de' à l’interface)
donnée par � = A2 Z +1�1 j�x'0j2dx = 12p2pAE = 14 lE:

On souhaite voir apparaître dans les équations précédentes, les termes issus de la présence d’une interface qui sont
significatifs. Pour estimer l’ordre de grandeur de ces termes à l’échelle de l’interface, il est naturel de choisirl comme
taille caractéristique. On verra dans le chapitre suivant que pour effectuer des simulations numériques, une fois les termes
significatifs déterminés, il est plus naturel d’adimensionner les longueurs par une taille caractéristique du domainede
calcul.

La densité de référence est donnée par�� = max(�01; �02) = �01 (pour fixer les idées) et le contraste entre les deux
densités est alors représenté par le paramètre sans dimension" = �01 � �02�� � 0:
On verra dans le chapitre 4 l’importance du rôle joué par ce paramètre dans l’étude mathématique du modèle.
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D’un point de vue physique [23], on s’attend à ce que les termes dominants dans l’équation enw (I.2.13) soient les
deux derniers. Cela conduit naturellement au choix d’une grandeur de référence pourw donnée par :w = El�� ;
en utilisant le fait que le coefficientE est la grandeur caractéristique du potentiel

�F�' (en effetl � pA=E � 1) et en

notant�� la valeur caractéristique du coefficient de frottement�(').� Etape 2: La vitesse de référence�v est donnée par le problème physique auquel on s’intéresse - la vitesse de
cisaillement imposée au bord par exemple - ce qui nous fournit un temps de référence de l’écoulementà l’échelle de
l’interface T = l�v ;
et une grandeur caractéristique pourg, donnée par l’accélération

�vT .

On introduit finalement deux paramètres sans dimension qui caractérisent l’écoulement et la capillarité :Re = ���vl�� ; nombre de Reynolds;
et K = E2���v2 ; coefficient de capillarité:
Remarquons d’ores et déjà que KRe = El���v ;
a la forme d’un nombre capillaire qui mesure le rapport entreles forces visqueuses (���v) et la tension de surface (� � El).

Pour simplifier les calculs, on note� le rapport entre les deux vitesses caractéristiques du problème :� = w�v :� Etape 3: On récrit les équations obtenues dans la section précédentedans les variables adimensionnées (notées de
la même façon que les variables initiales), pour obtenir :�(') = 1 + "2('� 1); (I.3.1)� '�t + v:r'+ � div

�1� '22 w� = 0; (I.3.2)

div (v) = 0; (I.3.3)� �v�t + "�4 � (1� '2)w�t + div (�v 
 v) + �2 div

�(�� "')1� '24 w 
w�+ "� div

�1� '24 (v 
w +w 
 v)�= 1Re div (�1)� �Re div (�2)� T�v �r�0 +K�r'+ "K1� '22 r����+ �g; (I.3.4)
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avec � = ��'+ F 0('); (I.3.5)

et enfin (1� ") ��T �� 1� '24 �w�t � (1� ") �w��l�� 1� '24 ('w:rw + (w:r')w)+ (1� ") ���vl�� 1� '24 (v:rw +w:rv)= � "Re ���v2l�� �w div

�1� '24 �1�+ "Re ���vl�� div

�1� '24 �2�+ 1Re ���vl�� � div

�1� '24 �3�+ 1Re ���v2l�� �w (�� "')�1:r'� 1Re ���vl�� (�� "')�2:r'� (1� ")1� '24 r����� ��(')w:
(I.3.6)

� Etape 4: Dans cette seconde partie du travail de modélisation, on calcule les ordres de grandeur des coefficients
de l’équation en prenant pour valeurs physiques celles d’unécoulement standard eau-polymère à une température� telle
que� � � � 1K [12, 23]. Il vient :�� = 10�3Pa:s; �� = 103kg:m�3; � = 10�3N:m�1; �� = 1012kg:m�3:s�1; l = 10�6m:
En ce plaçant dans le cadre expérimental du cisaillement dans une cellule de Couette, on peut typiquement atteindre des
vitesses de l’ordre de : �v = 10�1m:s�1;
correspondant à un taux de cisaillement (noté_ dans la littérature physique) entre10 s�1 et100 s�1.

On peut donc calculer les ordres de grandeurs des autres paramètres :T = 10�5s; �w = 10�3m:s�1; � = �w�v = 10�2; K � 102; Re = 10�1:
Remarquons aussi que le nombre capillaire obtenu estKRe � 10:

Si maintenant on injecte ces valeurs dans les équations adimensionnées, on peut négliger les termes dont les co-
efficients sont suffisamment petits devant les autres. Pour ce faire, on doit aussi noter que les variations du champ de
vitesse (qui est un champ de vitesse moyen caractérisant l’écoulement) ne se font pas à l’échelle de l’interface et donc
les ordres de grandeur des termes de (I.3.6) qui contiennent�1, c’est-à-dire le gradient de vitesse, sont surestimés dans
la forme adimensionnelle proposée. Ainsi même si les coefficients apparaissant devant ces termes ne sont pas très petits
(���v2=(Re l �� �w) � 10�1), il est tout à fait raisonnable de les négliger dans l’équation enw.

Il nous reste alors dans l’équation (I.3.6) :�(')w = �(1� ")1� '24� r���� ; (I.3.7)

et dans l’équation (I.3.4) : � �v�t + div (�v 
 v) � 2Re div (�(')D(v)) +rp= K�r'+ "K1� '22 r����+ �g:
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Remarquons que le gradient de pression apparaît d’après la définition (I.2.9) du tenseur des contraintes�1.
On peut de plus mettre l’équation env obtenue sous forme non-conservative (ce qui peut être plus agréable dans

l’optique de la simulation numérique du problème) et obtenir :��� v�t + v:rv� � 2Re div (�(')D(v)) +rp= K�r'+ "K1� '22 r����+ �g� "(1� ")� div

� (1� '2)28��(') r����� :v:
Le dernier terme de cette équation est à nouveau petit devantles autres et peut être négligé, de sorte que l’équation que
l’on considère dans le reste de ce travail est la suivante :��� v�t + v:rv� � 2Re div (�(')D(v)) +rp= K�r'+ "K1� '22 r����+ �g: (I.3.8)

4 Bilan

Suite à la mise sous forme adimensionnelle et aux approximations effectuées dans la section précédente, le système
d’équations sur lequel l’étude va porter est donné par :�(') = 1 + "2('� 1); (I.4.1)� '�t + v:r'� 1Pe div

�B(')�(')r����� = 0; (I.4.2)� = ��'+ F 0('); (I.4.3)��� v�t + v:rv�� 1Re div (2�(')D(v)) +rp = K�r'+ "K1� '22 r����+ �g; (I.4.4)

div v = 0; (I.4.5)

en introduisant les nouvelles grandeurs adimensionnellessuivantes :B(') = (1� '2)28�(') (coefficient de mobilité); Pe = 1(1� ")� (nombre de Peclet):
Notons que la perturbation en vitessew a été exprimée plus haut essentiellement comme proportionnelle au gradient du
potentiel chimique�, et que donc cette inconnue n’apparaît plus dans le système.Ceci correspond bien au cahier des
charges que l’on s’était fixé au départ : écrire un modèle qui ne fasse apparaître que les grandeurs moyennes du mélange.

On peut reconnaître en ce système, une généralisation des équations présentées dans [11] dans le cas homogène
(" = 0, �(') � 1) et qui ont été dérivées de manière différente dans [17, 18, 20].

Même si la justification rigoureuse des approximations effectuées n’eststricto sensuvalable que dans les gammes
de paramètres physiques que nous avons considéré plus haut,l’accent sera mis dans ce qui suit sur le caractère assez
général du modèle obtenu. En particulier, les résultats numériques présentés dans le chapitre 2 couvriront des cas phy-
siques d’écoulements diphasiques les plus variés possibles. La concordance qualitative de ces résultats avec les résultats
expérimentaux prouveraa posteriorique la validité du modèle est bien réelle et va au-delà de la plage de paramètres
considérés plus haut.

Notons en outre, que lors des essais numériques, il est naturel de choisir un adimensionnement des équations un peu
différent , et en particulier de choisir comme longueur de référence une dimension caractéristique du domaine de calcul
et non pas la taille de l’interface. Ainsi, les paramètres sans dimension obtenus sont différents, le nombre de Reynolds
étant par exemple plus grand que celui obtenu ici en le calculant à l’échelle de l’interface.
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Chapitre 2

Validation numérique du modèle

1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’approximation numérique des équations présentées dans le chapitre précédent en
dimension 2 d’espace et que l’on rappelle ci-dessous�(') = 1 + "2('� 1); (II.1.1)� '�t + v:r'� 1Pe div

�B(')�(')r����� = 0; (II.1.2)� = ��2�'+ F 0('); (II.1.3)��� v�t + v:rv� � 1Re div (2�(')D(v)) +rp = K�r'+ "K1� '22 r����+ �g; (II.1.4)

div v = 0: (II.1.5)

Comme on l’a évoqué à la fin du chapitre précédent, les équations vont maintenant être adimensionnées par la longueur
caractéristiqueL du domaine de calcul, ce qui provoque l’apparition d’un coefficient� = lL dans l’expression de�.
Ainsi, les ordres de grandeur des paramètres sans dimensiondu problème utilisés dans la suite seront différents de ceux
utilisés pour la justification des équations à l’échelle de l’interface.

La motivation principale de ce travail réside dans la mise enplace d’un schéma à la fois précis et simple à mettre en
oeuvre dans le cas de domaines rectangulaires et en maillagerégulier. Cependant, on montre à la fin du chapitre que l’on
peut généraliser le schéma proposé au cas d’un domaine non rectangle (ou domaine avec obstacle) grâce à une méthode
de domaine fictif.

On va voir que dans la méthode proposée, l’interface ne nécessite pas de traitement particulier (contrairement aux
méthodes level-set par exemple) car elle est entièrement etautomatiquement déterminée par le terme de Cahn-Hilliard
dans l’équation sur le paramètre d’ordre'. En particulier les phénomènes de séparation de phases, de coalescence
d’inclusions ou tout autre changement de topologie dans le mélange ne nécessite aucune attention particulière au cours
du calcul.

Deux types de simulations numériques sont particulièrement visés par l’étude qui va suivre : le mélange de deux
fluides dans une cavité entrainée (à comparer avec les résultats de [15]), et la décompositon spinodale sous cisaillement
dans un canal [16, 24].

Comme annoncé dans le chapitre précédent, on va s’attacher àmontrer la pertinence du modèle pour des problèmes
physiques variés. Ainsi, on simulera un cas d’instabilité bien connu, celle de Rayleigh-Taylor, mais aussi la dynamique
de gouttes et de bulles afin de mettre l’accent sur l’importance du contraste de viscosité.
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Dans chacun de ces cas, le domaine d’étude est rectangulaire, seules les conditions aux limites varient. Dans le cas
de la cavité entrainée, la vitesse est imposée sur les bords sous la contraintev:� = 0 où � est la normale sortante au
bord du domaine, et les conditions aux limites sur' et� sont� '�� = 0; � ��� = 0:
La première de ces conditions impose l’orthogonalité de l’interface et des parois (angle de contactégal à�=2), et la
seconde impose que le flux diffusif soit tangent au bord, c’est-à-dire qu’il n’y ait pas de diffusion à travers les parois.
Dans le cas du canal sous cisaillement, les conditions aux limites dans la direction longitudinalex sont des conditions
de périodicité.

La discrétisation en temps est présentée dans la section 2, puis la discrétisation spatiale par différences finies est
expliquée dans la section 3. Les divers résultats obtenus dans chacun des cas considérés, sont présentés et commentés
dans la section 4.

Enfin, on montre dans la section 5 comment adapter les méthodes proposées au cas d’un écoulement autour d’un
obstacle.

2 Discrétisation en temps

Dans ce chapitre uniquement, les deux coordonnées de la vitessev seront notées parv = � uv � :
La discrétisation en temps est effectuée avec un pas de tempsÆt (qui varie à chaque itération), grâce à une méthode

à pas fractionnaires en trois temps que l’on va présenter maintenant.� Etape 1 - équation de Cahn-Hilliard
Supposons connues des approximations'n; �n et vn de la solution au temps discrettn, la résolution de la partie

Cahn-Hilliard du système est tout d’abord effectuée. Ainsi, on calcule'n+1=2, �n+1=2 solutions de'n+1=2 � 'nÆt � 1Pe div

�B('n)�('n)r���n+1=2 + (1� �)�n�('n) �� = 0; (II.2.1)(��n+1=2 + (1� �)�n) + �2�(�'n+1=2 + (1� �)'n) = F 0(�'n+1=2 + (1� �)'n): (II.2.2)

Comme on le sait, le�-schéma utilisé est inconditionnellement stable pour12 � � � 1, et d’ordre2 si � = 12 . Pour ne
pas se trouver dans les cas limites de stabilité, la valeur de� est choisie légèrement supérieure à12 . Les calculs présentés
dans la suite (section 4) ont été effectués avec� = 0:6.

Pour résoudre (II.2.1)-(II.2.2), deux stratégies peuventêtre envisagées. La plus simple est une méthode de point fixe.
Plus précisément si l’on pose�n+1=2;0 = 'n etMn+1=2;0 = �n, on calcule alors�n+1=2;k etMn+1=2;k, de manière
itérative, comme solutions du système linéaire�n+1=2;k+1 � �ÆtPe div

�B('n)�('n)r�Mn+1=2;k+1�('n) �� = 'n; (II.2.3)Mn+1=2;k+1 + �2��n+1=2;k+1 = F 0(�n+1=2;k): (II.2.4)

Lorsqu’ elles convergent, les suites(�n+1=2;k)k et (Mn+1=2;k)k convergent vers�'n+1=2 + (1� �)'n;
et ��n+1=2 + (1� �)�n;
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à partir desquels on déduit les valeurs de'n+1=2 et�n+1=2. En pratique, quand la méthode converge, un petit nombre
d’itérations enk suffit. Dans quelques rares cas où la vitesse de convergence de la méthode de point fixe n’est pas
suffisante, un algorithme de Newton a été utilisé pour résoudre ces équations non-linéaires plus efficacement.� Etape 2 - Terme de transport

Dans cette seconde étape, le terme de transport dans l’équation (II.1.2) est discrétisé. Pour cela, on utilise un des
deux schémas explicites suivants, pour lesquels la discrétisation en temps et celle en espace sont intimement liées :

- Schéma du premier ordre en temps avec un schéma de Murman en espace :'n+1 = 'n+1=2 � Ætvn:r'n+1=2; (II.2.5)

- Schéma du second ordre en temps et en espace avec correction anti-diffusive stabilisée :il est obtenu à partir du
schéma de base suivant (voir [11, 10, 25] et la section 3)'n+1 = 'n+1=2 � Ætvn:r'n+1=2 + Æt22 div (D�(vn):r'n+ 12 ); (II.2.6)D�(v) = � u2 uvuv v2 � :

Dans les deux cas�n+1 est obtenu a partir de'n+1 de façon immédiate via�n+1 = ��2�'n+1 + F 0('n+1): (II.2.7)

Cette partie de la discrétisation étant explicite, on sait qu’elle va introduire une condition de stabilité sur le pas de
temps. En fait, c’est avec le terme d’inertiev:rv dans l’équation de Navier-Stokes, les seuls points de la discrétisation
qui imposent une condition de stabilité.� Etape 3 - Equation de Navier-Stokes

En ce qui concerne l’équation de Navier-Stokes, la méthode utilisée est implicite pour la pression et pour les termes
visqueux et explicite pour le terme d’inertie et le terme de couplage de forces capillaires. Plus précisément,'n+1; �n+1
etvn étant connus,vn+1 etpn+1 sont calculés à partir des équations�('n+1)�vn+1 � vnÆt �� 1Re div (2�('n+1)D(vn+1)) +rpn+1= ��('n+1)vn:rvn +K�n+1r'n+1+ "K1� ('n+1)22 r� �n+1�('n+1)�+ �('n+1)g; (II.2.8)

div (vn+1) = 0:
Rappelons que�('n+1) est directement calculé à partir de'n+1 via (II.1.1).

Finalement, on est ramenés à la résolution d’un problème de Stokes généralisé. Ceci est effectué par la méthode de
Lagrangien augmenté [17] : étant donnér > 0 assez grand (dans les calculs présentés plus loin,r est généralement
choisi dans l’intervalle[ 102Re ; 105Re ℄), on posepn+1;0 = pn etvn+1;0 = vn, puis on résout le problème elliptique linéaire
suivant�('n+1)�vn+1;k+1 � vnÆt �� 1Re div (2�('n+1)D(vn+1;k+1))� rr div vn+1;k+1= �rpn+1;k � �('n+1)vn:rvn+K�n+1r'n+1 + "K1� ('n+1)22 r� �n+1�('n+1)�+ �('n+1)g: (II.2.9)

Enfin, on obtientpn+1;k+1 par la formulepn+1;k+1 � pn+1;k + r div vn+1;k+1 = 0: (II.2.10)

Les itérations enk sont effectuées jusqu’à ce que la divergence devn+1;k soit suffisamment petite en normeL2.
Dans la majorité des cas, un petit nombre d’itérations enk sont suffisantes. Les champs de vitessevn+1 et de pression
etpn+1 obtenus à convergence sont alors les solutions approchées de (II.2.8).
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3 Discrétisation en espace et résolution effective

3.1 Description du maillage et des inconnues discrètes

Comme on l’a vu plus haut, on s’intéresse essentiellement à des domaines de calcul rectangulaires. De plus, dans
tous les cas test envisagés, il n’y a aucune zone du domaine decalcul que l’on puisse considérer comme plus importante
qu’une autre et qu’on aurait intérêt à mailler plus finement.Tout ceci ajouté à la volonté de construire un schéma simple,
incite à l’utilisation de différences finies sur un maillagerégulier.

Nous verrons dans la section 5, comment on peut, à moindre frais, adapter les schémas proposés pour tenir compte
de la présence éventuelle d’un obstacle dans le domaine rectangulaire, par une technique de domaine fictif.

Ainsi, on suppose dans ce qui suit que le domaine rectangulaire est découpé enN � M cellules rectangulaires
isométriques de tailleÆx � Æy. Les points en lesquels la solution est cherchée sont choisis de façon classique (maillage
décalé en vitesse-pression) comme indiqué sur la figure II.3.1 et sont notésAi;j ,Ai� 12 ;j etAi;j� 12 .

ui�1=2;j ui+1=2;jpi;j 'i;j�i;j
vi;j+1=2
vi;j�1=2

FIG. II.3.1 – Détail de la celluleCi;j respectivement en vitesse/pression et en paramètre d’ordre/potentiel chimique

3.2 Traitement des conditions au bord

La prise en compte des conditions au bord requiert l’introduction d’inconnues discrètes artificielles à l’extérieur du
domaine physique. Ceci permet de discrétiser de la même façon les équations en tout point de l’intérieur du domaine
physique (y compris ceux voisins du bord), et de discrétiserséparément les conditions aux limites. On peut ainsi modifier
les conditions aux limites de façon simple si le besoin s’en fait sentir.

Par exemple, en ce qui concerne le paramètre d’ordre, les inconnues réelles à l’intérieur du domaine sont les('i;j)
pour1 � i � N et 1 � j � M . On leur adjoint les inconnues'i;j pour i = 0; N + 1 et j = 1; :::;M d’une part, eti = 0; :::; N et j = 0;M + 1 d’autre part. Il suffit alors d’écrire les relations satisfaites par ces nouvelles inconnues à
partir des conditions aux limites. Dans l’exemple du paramètre d’ordre, on obtient :

– Cas de la cavité :La condition
� '�� = 0 sur�
 fournit'0;j � '1;jÆx = 'N;j � 'N+1;jÆx = 0 pourj = 1; :::;M;'i;0 � 'i;1Æy = 'i;M � 'i;M+1Æy = 0; pouri = 0; :::; N + 1:

– Cas du canal dans la directionx : Sur les bords inférieurs et supérieurs de
 la condition au bord est encore� '�� = 0 de sorte qu’on doit écrire'i;0 � 'i;1Æy = 'i;M � 'i;M+1Æy = 0; pouri = 0; :::; N + 1;
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alors que sur les bords gauche et droit, la périodicité s’écrit'0;j � 'N;j = '1;j � 'N+1;j = 0 pourj = 1; :::;M:
Ceci suffit à assurer numériquement la périodicité de' et de sa dérivée.

On écrit aisément des relations similaires pour les autres inconnues du problème�, u, v, p et pour les quantités
intermédiaires� etM.

3.3 Discrétisation des équations proprement dites

D’après ce qui précède, il n’est plus nécessaire de se préoccuper des conditions au bord lorsque l’on discrétise les
équations à l’intérieur du domaine.

3.3.1 Equation de Cahn-Hilliard

On a vu dans la section 2 que la discrétisation en temps proposée, se ramène à résoudre à chaque pas de temps le
système (II.2.3)-(II.2.4), que l’on peut réécrire sous la forme générale�� ! div

�B�r�M� �� = a;M+ �2�� = b;
oùa; b, B = B('n) et� = �('n) sont connus aux pointsAi;j . Le schéma utilisé pour résoudre ces équations linéaires
est du second ordre et donné par :�i;j � ! 1Æx2  Bi+ 12 ;j�i+ 12 ;j �Mi+1;j�i+1;j � Mi;j�i;j �� Bi� 12 ;j�i� 12 ;j �Mi;j�i;j � Mi�1;j�i�1;j �!� ! 1Æy2  Bi;j+ 12�i;j+ 12 �Mi;j+1�i;j+1 � Mi;j�i;j �� Bi;j� 12�i;j� 12 �Mi;j�i;j � Mi;j�1�i;j�1 �! = ai;j (II.3.1)

et Mi;j + �2�i+1;j � 2�i;j +�i�1;jÆx2 + �2�i;j+1 � 2�i;j +�i;j�1Æy2 = bi;j
oùBi� 12 ;j représente la moyenne harmonique deBi;j etBi�1;j , etBi;j� 12 la moyenne harmonique deBi;j etBi;j�1.

Au final, un système linéaire pour les inconnues(�i;j); (Mi;j) est obtenu. Il peut s’écrire sous une forme matricielle
simplifiée :  I �! div

�B�r� :����2� I !� �M � = � ab � :
Dans les calculs présentés plus loin, la méthode d’inversion retenue pour ce problème est l’algorithme du BiCGStab

préconditionné par une décomposition LU incomplète. Cetteméthode a montré de bons résultats dans tous les cas de
figure rencontrés, y compris dans les cas où la méthode de Newton a été préférée à la méthode de point fixe.

Il faut bien noter que dans le cas général où la mobilitéB et la densité� ne sont pas constantes, il faut recalculer la
matrice à chaque pas de temps (et même plus si on utilise la méthode de Newton). Ceci implique un nouveau calcul de
la décomposition LU incomplète. On a donc tout intérêt à optimiser ces étapes du calcul si on veut réduire au maximum
les temps de calcul. On peut aussi tout à fait se contenter de ne recalculer la matrice de préconditionnement que de temps
en temps, quand la vitesse de convergence du BiCGStab faiblit.

Dans les quelques cas particuliers où la matrice est la même tout au long du calcul, on pourrait éventuellement
envisager d’utiliser une méthode directe de type décomposition LU complète que l’on ne calculerait qu’une seule fois
au début du calcul, mais ce sont alors les problèmes de stockage en mémoire dont il faudrait tenir compte.
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3.3.2 Terme convectif

Dans la section 2, deux schémas en temps ont été proposés pourle terme de transport dans l’équation de Cahn-
Hilliard : il s’agit de (II.2.5) et de (II.2.6). Le choix de l’un ou l’autre de ces schémas est très lié à la discrétisation en
espace associée.

Dans les deux cas, le schéma doit être conservatif etL1-stable pour préserver les propriétés de l’équation de
Cahn-Hilliard et assurer que les valeurs de' restent dans l’intervalle de valeurs physiquement admissibles (c’est-à-
dire [�1; 1℄). A ce sujet, on renvoie le lecteur à la seconde partie de la thèse dans laquelle on prouve des résultats
théoriques qui montrent que, dans certains cas, cette propriété est effectivement vérifiée par les solutions du problème.

Le premier schéma proposé est une variante du schéma décentré amont classique, qui est conservative et stable : le
schéma de Murman. Ce schéma est très facile à implémenter et connu pour ces qualités dans certains types de problèmes
(notamment dans les problèmes compressibles à fort nombre de Mach). Cependant, dans les tests qui vont suivre (section
4), on montre que ce schéma est très diffusif dans les conditions considérées ici, ce qui a tendance à rendre l’interface
de plus en plus diffuse et donne au final de mauvais résultats en temps long. Il semble donc que l’on ne puisse faire
l’économie d’un schéma beaucoup plus sophistiqué pour assurer un bon suivi de l’interface au cours du temps.

Le second schéma présenté dans cette optique, est un schéma centré du second ordre dans lequel on voit apparaître
des termes anti-diffusifs auxquels on applique des limiteurs pour assurer la stabilité. Ce schéma est dû à P. Rasetarinera
[25] et peut être considéré comme une variante anti-diffusée du schéma de Murman. Des schémas très proches ont été
étudiés dans le cas monodimensionnel dans [11] et dans le casd’une méthode volumes finis dans [10]. Le schéma utilisé
ici jouit des propriétés de conservativité et deL1-stabilité, et de plus comme on l’espérait, la diffusion numérique est
largement réduite. Bien entendu, ce second schéma est plus complexe à implémenter mais on montre dans la section 3.4
que les résultats obtenus sont vraiment satisfaisants. En fait, il a été montré dans [10, 11, 25] que ce schéma est l’un des
plus précis en comparaison des schémas classiques existantpour les problèmes de convection-diffusion.

Enfin, dans les deux cas, la stabilitéL1 est assurée sous une condition CFL que l’on va expliciter dans ce qui suit.

Notation : Jusqu’à la fin de ce chapitre, le symbole� représente l’opérateur aux différences discrètes. Par exemple,�'i+ 12 ;j représente la différence'i+1;j � 'i;j .
– Schéma de Murman

On discrétise le membre de droite de l’équation (II.2.5) de la façon suivante :(v:r')i;j = (ui� 12 ;j)+��'i� 12 ;jÆx �� (ui+ 12 ;j)���'i+ 12 ;jÆx �+ (vi;j� 12 )+ ��'i;j� 12Æy �� (vi;j+ 12 )���'i;j+ 12Æy � ;
oùu+ etu� représentent respectivement la partie positive et négative deu (u = u+ � u�).
On montre aisément le résultat suivant

Proposition II.3.1
Le schéma de Murman est conservatif etL1-stable sous la condition CFLÆtÆx supi;j jui� 12 ;j j+ ÆtÆy supi;j jvi;j� 12 j � 1: (II.3.2)

– Schéma anti-diffusé de P. Rasetarinera
Dans ce paragraphe, on présente la discrétisation de (II.2.6) introduite dans [25]. Le schéma proposé est basé
sur l’équation (II.2.6) qui, une fois discrétisée par des différences finies du second ordre, peut être vue comme
une correction du schéma de Murman ci-dessus. Cette correction permet de voir apparaître clairement les termes
diffusifs et les termes antidiffusifs.
Dans un premier temps, il est nécessaire de modifier légèrement l’équation (II.2.6) en la remplaçant par'n+1 = 'n+1=2 � Ætvn:r'n+1=2 + Æt22 div (D��(vn):r'n+ 12 ); (II.3.3)



3. Discrétisation en espace et résolution effective 45D��(v) =  max(u2; �y�x juvj) uvuv max(v2; �x�y juvj) ! ;
avec�x = ÆtÆx et�y = ÆtÆy . Le but de cette modification, quia priori va à l’encontre du but recherché, est de très
légèrement augmenter la diffusion numérique afin de pouvoirassurer la stabilité du schéma proposé dans la suite.
Remarquons que le schéma n’est plus exactement d’ordre2 en temps. Cependant, la perte de précision est très
limitée et négligeable devant les avantages de la méthode, c’est-à-dire la limitation de la diffusion numérique.
Maintenant, (II.3.3) est discrétisée par un schéma différences finies centrées, en approchant les flux de façon
décentrée amont lorsque cela est nécessaire. Finalement, les termes obtenus sont séparés en deux catégories : les
termes diffusifs et les termes antidiffusifs, de sorte que l’on obtient, en supprimant les exposantsn + 12 etn sur'n+ 12 etvn pour plus de clarté,'�i;j ='i;j � �xi;j(u+i� 12 ;j�'i� 12 ;j � u�i+ 12 ;j�'i+ 12 ;j)� �y�i;j(v+i;j� 12�'i;j� 12 � v�i;j+ 12�'i;j+ 12 )� �x�y2 (u�i+ 12 ;j(v+i+1;j� 12�'i+1;j� 12 � v�i+1;j+ 12�'i+1;j+ 12 )+ u+i� 12 ;j(v+i�1;j� 12�'i�1;j� 12 � v�i�1;j+ 12�'i�1;j+ 12 )+ v�i;j+ 12 (u+i� 12 ;j+1�'i� 12 ;j+1 � u�i+ 12 ;j+1�'i+ 12 ;j+1)+ v+i;j� 12 (u+i� 12 ;j�1�'i� 12 ;j�1 � u�i+ 12 ;j�1�'i+ 12 ;j�1)); (II.3.4)

et 'n+1i;j ='�i;j � �x2 (Qi+ 12 ;j�'i+ 12 ;j �Qi� 12 ;j�'i� 12 ;j)� �y2 (Ri;j+ 12�'i;j+ 12 �Ri;j� 12�'i;j� 12 )� �x�y4 (u�i+ 12 ;j(jvi+1;j+ 12 j�'i+1;j+ 12 � jvi+1;j� 12 j�'i+1;j� 12 )+ u+i� 12 ;j(jvi�1;j+ 12 j�'i�1;j+ 12 � jvi�1;j� 12 j�'i�1;j� 12 )+ v�i;j+ 12 (jui+ 12 ;j+1j�'i+ 12 ;j+1 � jui� 12 ;j+1j�'i� 12 ;j+1)+ v+i;j� 12 (jui+ 12 ;j�1j�'i+ 12 ;j�1 � jui� 12 ;j�1j�'i� 12 ;j�1)): (II.3.5)

Dans ces équations, on a utilisé les quantités suivantes :i;j = 1� �y2 (v+i;j+ 12 + v�i;j� 12 ); �i;j = 1� �x2 (u+i+ 12 ;j + u�i� 12 ;j);Qi� 12 ;j = jui� 12 ;j j(i;j � �i� 12 ;j); Ri;j� 12 = jvi;j� 12 j(�i;j � �i;j� 12 );�i+ 12 ;j = max(�xjui+ 12 ;j j; �y(v+i+1;j� 12 + v+i+1;j+ 12 ); �y(v+i;j� 12 + v�i;j+ 12 ));�i;j+ 12 = max(�y jvi;j+ 12 j; �x(u+i� 12 ;j+1 + u�i+ 12 ;j+1); �x(u+i� 12 ;j + u�i+ 12 ;j)):
Malheureusement, ce schéma n’est pasL1-stable. Les termes anti-diffusifs sont trop importants par rapport aux
termes diffusifs, cependant ce sont eux qui peuvent empêcher une trop grande diffusion numérique au final. Pour
assurer la stabilité en introduisant le moins de diffusion numérique possible, il faut donc contrôler finement les
termes anti-diffusifs du schéma en appliquant un limiteur de flux� défini par�(x) = 1�min�j1� xj; 1j1� xj� (1� x);
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d’autres choix étant éventuellement envisageables pour�, à condition que ce limiteur satisfasse la relation�2� � � �(r)r � ��(s) � 2�; 8�; � � 0; 8r; s:
Ainsi, en introduisant �xi+ 12 ;j = 8>>>>><>>>>>: � u+i� 12 ;j�'i� 12 ;ju+i+12 ;j�'i+12 ;j! si ui+ 12 ;j � 0� u�i+32 ;j�'i+32 ;ju�i+12 ;j�'i+12 ;j! si ui+ 12 ;j < 0 ;
et �yi;j+ 12 = 8>>>>><>>>>>: � v+i;j� 12�'i;j� 12v+i;j+ 12�'i;j+12 ! si vi;j+ 12 � 0� v�i;j+ 32�'i;j+32v�i;j+ 12�'i;j+12 ! si vi;j+ 12 < 0 ;
dans les termes antidiffusifs, (II.3.5) est remplacée par le schéma'n+1i;j ='�i;j � �x2 (Qi+ 12 ;j�xi+ 12 ;j�'i+ 12 ;j �Qi� 12 ;j�xi� 12 ;j�'i� 12 ;j)� �y2 (Ri;j+ 12 �yi;j+ 12�'i;j+ 12 �Ri;j� 12�yi;j� 12�'i;j� 12 )� �x�y4 (u�i+ 12 ;j(jvi+1;j+ 12 j�yi+1;j+ 12�'i+1;j+ 12 � jvi+1;j� 12 j�yi+1;j� 12�'i+1;j� 12 )+ u+i� 12 ;j(jvi�1;j+ 12 j�yi�1;j+ 12�'i�1;j+ 12 � jvi�1;j� 12 j�yi�1;j� 12�'i�1;j� 12 )+ v�i;j+ 12 (jui+ 12 ;j+1j�xi+ 12 ;j+1�'i+ 12 ;j+1 � jui� 12 ;j+1j�xi� 12 ;j+1�'i� 12 ;j+1)+ v+i;j� 12 (jui+ 12 ;j�1j�xi+ 12 ;j�1�'i+ 12 ;j�1 � jui� 12 ;j�1j�xi� 12 ;j�1�'i� 12 ;j�1)): (II.3.6)

Dans ces conditions, le résultat de stabilité prouvé dans [25] est le suivant.

Proposition II.3.2
Le schéma défini par(II.3.4) et (II.3.6) estL1-stable sous la condition CFLmax��y2 (v+i;j+ 12 + v�i;j� 12 ) + �i� 12 ;j ; �x2 (u+i+ 12 ;j + u�i� 12 ;j) + �i;j� 12 ;2�x(u+i� 12 ;j + u�i+ 12 ;j)�1� �y2 (jvi;j+ 12 j+ jvi;j� 12 j)�+ 2�y(v+i;j� 12 + v�i;j+ 12 )�1� �x2 (jui+ 12 ;j j+ jui� 12 ;j j)�� � 1: (II.3.7)

Dans la suite, on va voir que la discrétisation du terme d’inertie dans l’équation de Navier-Stokes est effectuée en
utilisant un schéma décentré amont classique. Ainsi, cettepartie de la méthode nous impose une CFL qui est exactement
(II.3.2). Donc, quelque soit le schéma choisi pour le terme de transport du paramètre d’ordre, le pas de tempsÆt doit
satisfaire (II.3.2). Pour éviter une trop grande diffusionnumérique sur le terme d’inertie, on prendra toujoursÆt = min 0:91Æx supi;j jui� 12 ;j j+ 1Æy supi;j jvi;j� 12 j ; Ætmax! ; (II.3.8)

où Ætmax est choisi pour assurer la précision souhaitée, et le coefficient0:9 pour éviter les cas limites de stabilité.
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Malheureusement, le choix de ce pas de temps n’est en généralpas suffisant pour assurer que la condition CFL
(II.3.7) du schéma de Rasetarinera, celle-ci s’avérant plus restrictive que celle du schéma de Murman. Pour passer outre
cette difficulté, on détermine le plus petit entierK tel queÆt0 = Æt=K satisfasse (II.3.7), et on applique le schéma
(II.3.4),(II.3.6)K fois consécutivement, avec un pas de tempsÆt0 pour obtenir la solution à l’instantt+ Æt.

En pratique, dans les calculs exposés dans la section 4, l’entierK est en général compris entre1 et 4, de sorte que
cette technique n’induit pas un trop gros coût numérique.

3.3.3 Equations de Navier-Stokes

A chaque étape de Navier-Stokes de la discrétisation, on doit résoudre un problème de Stokes généralisé par la
méthode du Lagrangien augmenté. Cela se ramène à la résolution de systèmes elliptiques de la forme�v � !1 div (2~�D(v)) � !2rdiv v = � ab � ; (II.3.9)

où � = �('n+1); ~� = �('n+1) sont connus aux pointsAi;j , et a, b sont respectivement connus aux pointsAi� 12 ;j etAi;j� 12 . Cette équation peut s’écrire dans les coordonnéesu etv de la façon suivante�u � !1 ��x �2~� �u�x�� !1 ��y �~���u�y + �v�x��� !2 ��x ��u�x + �v�y� = a; (II.3.10)�v � !1 ��x �~���u�y + �v�x��� !1 ��y �2~� �v�y�� !2 ��y ��u�x + �v�y� = b: (II.3.11)

A présent, on discrétise (II.3.10)-(II.3.11) par un schémaaux différences finies centrées du second ordre classique
pour les problèmes elliptiques. Ainsi, au pointAi� 12 ;j , l’équation (II.3.10) s’écrit�i� 12 ;jui� 12 ;j � !1Æx �2~�i;j ui+ 12 ;j � ui� 12 ;jÆx � 2~�i�1;j ui� 12 ;j � ui� 32 ;jÆx �� !1Æy �~�i� 12 ;j+ 12 �ui� 12 ;j+1 � ui� 12 ;jÆy + vi;j+ 12 � vi�1;j+ 12Æx ��~�i� 12 ;j� 12 �ui� 12 ;j � ui� 12 ;j�1Æy + vi;j� 12 � vi�1;j� 12Æx ��� !2Æx ��ui+ 12 ;j � ui� 12 ;jÆx + vi;j+ 12 � vi;j� 12Æy ���ui� 12 ;j � ui� 32 ;jÆx + vi�1;j+ 12 � vi�1;j� 12Æy ��= ai� 12 ;j :

(II.3.12)

De même, au pointAi;j� 12 , l’équation (II.3.11) s’écrit sous forme discrète�i;j� 12 vi;j� 12 � !1Æx �~�i+ 12 ;j� 12 �ui+ 12 ;j � ui+ 12 ;j�1Æy + vi+1;j� 12 � vi;j� 12Æx ��~�i� 12 ;j� 12 �ui� 12 ;j � ui� 12 ;j�1Æy + vi;j� 12 � vi�1;j� 12Æx ��� !1Æy �2~�i;j vi;j+ 12 � vi;j� 12Æy � 2~�i;j�1 vi;j� 12 � vi;j� 32Æy �� !2Æy ��ui+ 12 ;j � ui� 12 ;jÆx + vi;j+ 12 � vi;j� 12Æy ���ui+ 12 ;j�1 � ui� 12 ;j�1Æx + vi;j� 12 � vi;j� 32Æy ��= bi;j� 12 :
(II.3.13)
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Les valeurs de~�i� 12 ;j� 12 (resp.�i� 12 ;j , �i;j� 12 ) sont obtenues à partir des valeurs de~� (resp.�) aux pointsAi;j
par interpolation en utilisant la moyenne arithmétique ou la moyenne harmonique (cette dernière étant plus adaptée en
présence de discontinuités).

Pour obtenir le membre de droite(a; b) dans l’équation (II.3.9), on met l’équation (II.2.9) sous la forme (II.3.9) et
on obtient, en supprimant l’exposant de la discrétisation :�u� Æt ��p�x � �v:ru+K��'�x + "K1� '22 ��x ����+ �gx� = a;�v � Æt ��p�y � �v:rv +K��'�y + "K1� '22 ��y ����+ �gy� = b:
Ces quantités sont discrétisées de façon immédiate parai� 12 ;j = �i� 12 ;jui� 12 ;j � Æt �pi;j � pi�1;jÆx � �i� 12 ;j(v:ru)i� 12 ;j +K�i�1;j + �i;j2 'i;j � 'i�1;jÆx+ "K2Æx (1��'i;j + 'i�1;j2 �2)��i;j�i;j � �i�1;j�i�1;j �+ �i� 12 ;jgxi� 12 ;j! ;bi;j� 12 = �i;j� 12 vi;j� 12 � Æt �pi;j � pi;j�1Æy � �i;j� 12 (v:rv)i;j� 12 +K�i;j�1 + �i;j2 'i;j � 'i;j�1Æy+ "K2Æy (1��'i;j + 'i;j�12 �2)��i;j�i;j � �i;j�1�i;j�1 �+ �i;j� 12 gyi;j� 12!
où les termes(v:ru)i� 12 ;j et (v:rv)i;j� 12 sont calculés en utilisant un schéma décentré amont classique. Remarquons
que cela peut nécessiter d’interpoler linéairement les valeurs deu et v et que la condition de stabilité nécessaire est
exactement (II.3.2) ce qui justifie, rappelons-le, le choix(II.3.8) pour le pas de tempsÆt.

Finalement, on doit résoudre un système linéaire creux non-symétrique dans les inconnues(ui� 12 ;j); (vi;j� 12 ). Dif-
férentes méthodes d’inversion peuvent être utilisées, mais celle qui s’est avérée la plus efficace dans les calculs effectués
est celle du BiCGStab préconditionné par une décompositionLU incomplète de la matrice du problème non pénalisé
(c’est-à-dire avecr = 0).

3.4 Comparaison des schémas de Murman et de Rasetarinera

On va montrer l’importance de la mise en place du schéma de P. Rasetarinera, dans le but de limiter la diffusion
numérique issue de la discrétisation du terme de transport dans l’équation (II.1.2).
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FIG. II.3.2 – Schéma de Rasetarinera (à gauche) et schéma de Murman (à droite)
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La figure II.3.2 montre les résultats obtenus au même instantdans le cas test de la cavité entraînée, avec la même
donnée initiale et les mêmes paramètres physiques, le premier étant obtenu avec le schéma de Rasetarinera et le second
avec celui de Murman.

On perçoit nettement la présence d’une diffusion numériqueplus importante dans le cas du schéma de Murman.
Par exemple le test effectué avec le schéma antidiffusé, présente un changement de topologie dû à la séparation d’une
gouttelette d’une des phases, ce qu’on ne voit pas dans l’autre cas.

Pour mieux illustrer le fait que l’interface est capturée defaçon beaucoup plus précise avec ce schéma, la figure II.3.3
montre une vue de coupe des deux mélanges à l’instant considéré le long de la ligney = 3=4 : les zones interfaciales
ainsi que les zones où les phases sont pures sont effectivement plus nettement capturées par le schéma de Rasetarinera.

Murman Rasetarinera

FIG. II.3.3 – Tracé de'(:; 3=4) pour les deux schémas (voir la figure II.3.2)

4 Résultats numériques et validation du modèle

Dans tous les calculs présentés ici, on utilise les valeurs suivantes des paramètres physiques :�2 = 5:10�5; B(') = 1� '2; F (') = '4=4� '2=2;
et la grille de discrétisation utilisée est100� 100 (sauf précision contraire), de sorte que l’épaisseur d’interface est du
même ordre de grandeur que les pas de discrétisation en espaceÆx etÆy.

Comme on vient de le voir, le schéma de Rasetarinera pour le terme de transport de l’équation de Cahn-Hilliard
fournit de meilleurs résultats et permet d’affiner le suivi de l’interface. Pour cette raison, tous les résultats présentés
jusqu’à la fin du chapitre sont obtenus en utilisant ce schéma.

Cette section est destinée à montrer que le modèle et le schéma proposés permettent de rendre compte de situations
physiques diverses concernant les écoulements diphasiques incompressibles. De plus, on s’attachera dans ce qui suit à
mettre en évidence le rôle des différents termes présents dans le modèle.

Remarque :On peut vérifier que la discrétisation proposée est conservative, dans le sens où, comme pour l’équation
de Cahn-Hilliard continue, la moyenne discrète de' est conservée au cours du temps. Une autre propriété importante
de l’équation de Cahn-Hilliard est que, sous des hypothèsesconvenables sur les données, sur la mobilitéB et sur le
potentielF (par exemple siB dégénère, ou siF a une forme logarithmique, voir le chapitre 3), le paramètred’ordre' prend ses valeurs dans l’intervalle physique[�1; 1℄. Dans les calculs qui suivent, on vérifie que cette propriétéest
conservée pour le problème discret (aux erreurs d’inversion des systèmes linéaires près).

4.1 Cavité entraînée régularisée

Dans ce premier test, on suppose que les deux fluides ont les mêmes densité et viscosité, de sorte que les résultats
qui suivent peuvent être comparés à ceux obtenus dans [15]. Sur le bord supérieur de la cavité carrée[0; 1℄ � [0; 1℄, la
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FIG. II.4.1 – Donnée initiale pour la cavité entraînée

vitesse est soumise à la condition u = Cx(1� x); v = 0;
où C est une constante, alors que l’on imposev = 0 sur le reste du bord du domaine. On impose ici une vitesse
régularisée (non constante sur le bord supérieur), afin de comparer qualitativement les résultats à ceux trouvés dans [15].
L’état initial du système est donnée pour' par la figure II.4.1, le mélange étant supposé initialement au repos.K = 0 K = 0:1Re
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FIG. II.4.2 – Influence des forces capillaires sur la cavité entraînée� Effets de la capillarité : Afin de mettre à jour l’influence des forces capillaires sur lemélange, des tests sont
effectués àRe = 500 etPe = 1000 pour différentes valeurs du coefficient de capillaritéK (figure II.4.2).

On constate que quand les forces visqueuses sont prépondérantes face aux forces capillaires (K = 0:1Re ), la présence
des forces capillaires favorise l’effet d’étirement de l’interface par le flot (à comparer avec le cas d’une interface passive



4. Résultats numériques et validation du modèle 51K = 0) par un processus d’aplatissement de cette interface. Au contraire, quand ce sont les forces capillaires qui
sont prépondérantes devant les forces visqueuses (K = 10Re ), elles vont à l’encontre de l’effet d’étirement, car elles
créent une certaine rigidité à l’interface qui fait que le flot étire l’interface moins facilement. Dans le cas extrême d’une
capillarité très forte (K = 100Re ), les forces visqueuses ne sont même pas suffisantes pour entraîner la seconde phase
dans le mouvement, l’interface est trop rigide et reste essentiellement plate, l’écoulement se confinant dans la partie
supérieure de la cavité.

Le résultat obtenu àK = 0 dans lequel la phase “blanche” est moins étirée que pourK = 0:1Re peut sembler
contradictoire. Ce résultat semble en fait la résultante dedeux phénomènes. Le premier est un phénomène physique :
la tension de surface tend à diminuer la courbure de l’interface, ainsi dans l’exemple étudié, la “langue” de la phase
représentée en blanc est d’autant plus épaisse que la capillarité augmente. Mais une structure dont l’épaisseur est très
faible n’est pas thermodynamiquement stable et se diffuse rapidement dans le milieu, c’est ce que l’on observe ici pourK = 0.

Un second élément pour expliquer ce résultat est de nature numérique et lié au précédent commentaire. En effet, les
paramètres numériques sont choisis pour que la taille de l’interface soit de l’ordre de quelques mailles. On comprend
alors qu’une structure d’épaisseur très fine (de l’ordre de l’interface numérique) ne soit plus capturée par le schéma.

Pour vérifier l’influence du pas de discrétisation sur ces résultats, nous effectuons le même calcul sur un maillage
deux fois plus fin (200� 200 au lieu de100� 100).

.
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.

FIG. II.4.3 – Raffinement du maillage dans le casK = 0
Même si, en effet, on constate (figure II.4.3) un étirement plus grand que sur le maillage précédent, celui-ci n’est

toujours pas supérieur à celui obtenu sur un maillage100�100 pourK = 0:1=Re, ce qui confirme une origine physique
au phénomène. On constate en outre, une bonne cohérence des résultats obtenus sur les deux maillages, ce qui montre
une bonne convergence du schéma par rapport au maillage (ceci sera encore illustré dans le paragraphe 4.5).� Effets de la diffusion/anti-diffusion naturelle dans l’équation de Cahn-Hilliard :

On montre ici que les résultats obtenus grâce au modèle complet tel qu’il a été présenté, incluant le terme d’échange
de Cahn-Hilliard, rend bien compte de l’épaisseur d’interface théorique prévue par le choix de l’énergie libre dans le
modèle.

Plus précisément, il est intéressant de voir que même si un schéma sophistiqué très anti-diffusif est utilisé pour le
terme de transport, on s’attend à observer quand même une diffusion numérique non négligeable, bien que réduite, dans
les temps longs. En réalité, un tel phénomène n’est pas observé dans les résultats présentés dans ce travail. La raison
en est simple. Le terme de Cahn-Hilliard contient une partienaturellement anti-diffusive, due à la non-convexité du
potentiel de Cahn-HilliardF qui assure à chaque instant l’équilibre local entre les deuxphases à l’interface sur une
distance de l’ordre de�, épaisseur théorique de l’interface.

Pour mettre ceci en évidence, les résultats pour le modèle complet sont comparés aux résultats obtenus avecPe =+1, c’est-à-dire avec un modèle limite dont l’équation en' serait seulement une équation de transport interfacial pur
(c’est le modèle de fluides incompressibles non-homogènes de [20, 27]). Les deux résultats présentés sont choisis au
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même temps de calcul, toujours dans le cas de la cavité entraînée et avec les mêmes paramètres physiques :Re = 500
etK = 2:10�4. Pe = 1000 Pe = +1
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FIG. II.4.4 – Influence du terme d’échange sur le suivi de l’interface

Rappelons que la théorie prévoit (voir [20] et le théorème IV.2.2 du chapitre 4) que pour une équation de transport
par un champ à divergence nulle d’une quantité', la mesure de l’ensemble des pointsx où' prend une valeur supérieure
à une valeur� fixée doit rester constante. Il est clair que cette propriétéest loin d’être vérifiée par la solution numérique
obtenue ici même avec un schéma d’ordre 2 dont la diffusion numérique est limitée. Ceci n’est pas surprenant et on
sait bien que la résolution numérique des équations de transport avec une diffusion numérique la plus faible possible est
encore aujourd’hui un problème de première importance.

Il est bien clair au vu de ces résultats qu’avec le modèle introduit dans ce travail, il s’avère plus simple de suivre
“proprement” l’interface d’un point de vue numérique que dans le cadre des fluides non-homogènes. De plus, les résultats
présentés ici ont été effectués sans modification artificielle du modèle. Ceci n’est pas le cas des méthodes level set [28]
par exemple, dans lesquelles on doit, à chaque pas de temps, régulariser des fonctions de Heavyside et des distributions
de Dirac, puis renormaliser la solution obtenue. Cela revient au final à introduire une épaisseur d’interface numérique
alors que les modèles physiques utilisés sont des modèles à interface infiniment mince.

Remarquons aussi qu’avec le modèle complet (Pe < +1), l’interface peut se mouvoir le long des parois (en
maintenant la condition d’orthogonalité au point triple) par diffusion, même si le champ de vitesse est nul au bord. Ceci
n’est théoriquement pas le cas dans les modèles où l’interface est simplement transportée par le flot.

4.2 Décomposition spinodale et structuration des phases sous cisaillement

Dans ce paragraphe, on considère l’un des cas physiques qui amotivé cette étude, celui de la décomposition spinodale
sous cisaillement. Les conditions expérimentales de l’étude d’un mélange sous cisaillement, sont celles d’un système
de Couette-Taylor. Pour des raisons de simplifications, et au vu des grandeurs caractéristiques du domaine, on fait tout
d’abord l’hypothèse que l’écoulement est bidimensionnel,puis que les deux cylindres étant de diamètres très voisins,
on peut négliger les effets de courbure (voir figure II.4.5).On est donc ramenés à un domaine de calcul rectangulaire de
type “canal” avec des conditions de périodicité dans la direction longitudinale.
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Ainsi, on place les deux fluides (supposés de densités identiques) dans un canal en imposant des conditions de
cisaillement sur le champ de vitesse. Les paramètres utilisés sontRe = 500;K = 1=500 etPe = 1000. Les résultats
obtenus sont présentés simultanément pour un cisaillementde référence, puis un cisaillement10 fois plus important.

FIG. II.4.5 – Contexte expérimental : cellule de Couette - simplifications mathématiques

A titre de comparaison, on peut voir ci-dessous les résultats expérimentaux obtenus dans [21] qui montrent l’appari-
tion d’une “string phase”, ou phase lamellaire. Cette phaseest caractérisée par des structures en bandes parallèles.

FIG. II.4.6 – Issue de [3] et [21] : résultats expérimentaux de à divers taux de cisaillement

En ce qui concerne les résultats numériques obtenus (figure II.4.7), on voit que dans les deux cas, l’évolution du
système peut être divisée en deux étapes successives.

– Dans la première, on assiste à la séparation spontanée des deux phases (on rappelle que le mélange est subitement
porté à une température inférieure à la température critique au tempst = 0) et à la formation de structures macro-
scopiques (phase éponge) dans le mélange sous l’influence du terme de Cahn-Hilliard.Ce premier phénomène est
connu sous le nom de décomposition spinodale [12, 3].
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Cisaillement = 1 Cisaillement = 10
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FIG. II.4.7 – Décomposition spinodale sous cisaillement

– Dans la seconde étape, on constate que l’influence du cisaillement se fait sentir. Il induit une réorganisation des
structures macroscopiques précédemment observées sous formes de bandes parallèles chacune composée de l’une
des deux phases (phase lamellaire).

On peut ainsi constater la concordance des résultats avec les expériences physiques (figure II.4.6 et [3, 16, 24]) sur
les points suivants :

– La nature et la taille des structures macroscopiques créées dans un premier temps dépendent elles aussi de l’am-
pleur du cisaillement.

– Plus le cisaillement est fort, plus le nombre de bandes observées est grand, et plus les bandes sont minces.
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Une question d’importance reste ouverte : que devient le système en temps long ? Pour le premier cas (à faible
cisaillement), le système semble avoir atteint ent = 100 un état stationnaire stable. Par contre, dans le second cas,si
on laisse évoluer le système plus longtemps, les structuresbandes se déstabilisent et le mélange s’homogénéise (figure
II.4.8).

Cisaillement = 10

t=40
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.

FIG. II.4.8 – Instabilité de la structure en bandes (phase lamellaire)

Ainsi le mélange qui était instable au repos (décompositionspinodale), devient stable sous cisaillement. Ce phéno-
mène physique a été observé dans [3, 5, 6] par exemple, et peuts’interpréter comme un déplacement de la température
critique du mélange sous l’effet du cisaillement. L’étude théorique du comportement du mélange à fort cisaillement fait
l’objet du chapitre 5.

On peut maintenant s’intéresser à l’influence des forces capillaires pour ce type d’écoulements. Ainsi, on reprend
un écoulement àRe = 500 dans un canal avec une vitesse de cisaillement adimensionnée égale à1. On observe les
résultats obtenus aux mêmes instants avecK = 10Re etK = 100Re (figure II.4.9).

Encore une fois, on observe la compétition entre les forces visqueuses et les forces capillaires. Dans le cas d’une
grande capillarité le régime stationnaire de cisaillementpour le champ de vitesse ne s’installe pas aussi facilement que
dans le cas d’une capillarité plus faible. En outre, la structure en bandes n’est pas non plus clairement établie àt = 35
pour le casK = 100Re alors qu’elle l’est déjà dans l’autre cas.
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FIG. II.4.9 – Influence des forces capillaires sur le mélange sous cisaillement

Si on choisit maintenant un écoulement à petit Reynolds (Re = 10�3) et à forte capillarité (K = 100Re ), on voit que
le cisaillement n’est même plus capable de déformer les structures qui se forment (ifgure II.4.10). Ceci illustre encore
une fois le fait que l’apparition d’une structure en bandes (phase “lamellaire”) est très liée à une compétition au niveau
de l’interface entre l’entrainement dû à l’écoulement de cisaillement et les forces capillaires qui essaient de minimiser
le courbure des inclusions.
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FIG. II.4.10 – Cisaillement à petit Reynolds et à forte capillarité
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4.3 Instabilité de Rayleigh-Taylor

Cet exemple d’écoulement diphasique est classique, il consiste à étudier l’instabilité provoquée quand on met un
fluide lourd au-dessus d’un fluide moins dense en perturbant très légèrement la position d’équilibre (voir [14, 18] par
exemple). Le contraste de densité choisi ici est�01=�02 = 1000; et les viscosités des deux phases sont supposées iden-
tiques.

Les résultats présentés ont tous été obtenus avec la même condition initiale pour' (voir figure II.4.11) au repos
(v = 0 à t = 0).

.

.

.

.

FIG. II.4.11 – Condition initiale pour l’instabilité de Rayleigh-Taylor

On montre les différents comportements du système quand le nombre capillaire varie à des temps équivalents. On
peut montrer que la capillarité est directement liée à la tension de surface (c’est-à-dire l’excès d’énergie à l’interface) et
à la courbure de l’interface (voir [15, 18, 19]). Ce fait est effectivement observé ici : le terme de forces capillaires a pour
action de rendre l’interface aussi plate que possible.K = 0 K = 1Re K = 10Re
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FIG. II.4.12 – Instabilité de Rayleigh-Taylor
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De plus, quand la capillarité est vraiment importante (K = 10Re ), les forces capillaires sont prépondérantes au tout
début du processus, quand le système a peu d’inertie. Donc, avant que l’instabilité ne commence réellement à se déve-
lopper, la tension de surface tente de rendre l’interface plate, c’est la raison pour laquelle dans ce cas, le système évolue
de façon contraire aux autres cas : elle semble se propager “vers le bas” alors que les autres résultats montrent une
propagation “vers le haut”.
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FIG. II.4.12 – Instabilité de Rayleigh-Taylor (suite)
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4.4 Chute d’une goutte

Afin de montrer le rôle joué par le contraste de viscosité entre les deux phases, et la façon dont le modèle peut en
rendre compte, deux résultats sont présentés ici. Il s’agitde simuler la chute d’une goutte de la phase 1 dans la phase 2.
Les paramètres communs aux deux tests ci-dessous sontPe = 1000; K = 0:01; �01=�02 = 1000:

Dans une première simulation (figure II.4.13), on considèrele cas où la viscosité�(') est choisie variable, avec un
rapport de viscosité de l’ordre de celui qui existe entre l’air et l’eau : l’eau est50 fois plus visqueuse que l’air. Le nombre
de Reynolds choisi dans l’air estRe = 1000.

Dans le second résultat (figure II.4.14), les deux fluides sont supposés avoir la même viscosité (�(') � 1) et on
choisit à nouveauRe = 1000. Rappelons, à titre indicatif, que l’eau et le mercure ont effectivement des viscosités du
même ordre et des densités différentes.
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FIG. II.4.13 – Chute d’une goutte : viscosité variable
Dans le premier test (figure II.4.13), la goutte rentre en contact avec la couche d’eau présente au fond de la cavité,

puis se fond dans cette couche sans éclaboussures. En revanche, dans le second cas, on peut voir entre les instantst = 0:6
et t = 2:1, que le contact de la goutte avec la couche au fond de la cavitéprovoque des éclaboussures et l’apparition
d’une sorte de vaguelettes à la surface dont l’amplitude s’amortit avec le temps. On voit donc que le fait d’avoir ou
non des viscosités égales peut avoir des conséquences importantes sur la dynamique du système. Il est cependant clair
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FIG. II.4.14 – Chute d’une goutte : viscosité constante
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que si on laissait tomber la bulle d’une plus grande hauteur ou avec une vitesse initiale importante, on verrait aussi un
phénomène d’éclaboussures dans le cas d’une goutte d’eau dans de l’air.

Les résultats obtenus sont aussi qualitativement en accordavec les résultats du même type que l’on peut trouver
dans la littérature, en particulier la forme de la surface à l’instant t = 0:6 dans le second cas (figure II.4.14) est assez
caractéristique de ce type de simulations numériques, comme par exemple celle effectuée par des méthodes level set
adaptatives dans [28].

4.5 Affleurement de bulles

On s’intéresse maintenant à un problème voisin du précédent. Il s’agit d’étudier le comportement d’une bulle de gaz
à l’intérieur d’un liquide.
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FIG. II.4.15 – bulle de gaz
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Les paramètres utilisés sont les mêmes que ceux employés dans le paragraphe précédent pour l’étude des chutes
de gouttes. On met à nouveau l’accent sur les différences de dynamique très importantes entre le cas d’une viscosité
variable et celui d’une viscosité constante qui confirme la bonne prise en compte des différences de viscosité dans le
modèle proposé. Les résultats sont à nouveau en accord qualitatif avec les résultats exposés dans [28].

En outre, on montre ici la comparaison des résultats obtenusdans le cas de la viscosité variable sur deux maillages
différents (100�100 et200�200). On constate la bonne cohérence des résultats qui montre laconvergence en maillage
de la méthode proposée ainsi que la bonne précision obtenue :le calcul sur un maillage100 � 100 suffit à l’obtention
d’une solution précise pour un temps de calcul raisonnable.

Il est cependant clair que pour des cas physiques plus complexes dans lesquels l’interface est très étirée (cavité
entraînée), ou qui présentent de nombreux changements de topologie dans les phases (instabilité de Rayleigh-Taylor par
exemple), l’utilisation d’un maillage plus fin permet de mieux capter les interfaces et peut donc se justifier.

5 Méthode de domaine fictif pour la prise en compte d’un obstacle

On va, dans ce paragraphe, montrer comment la méthode numérique proposée peut être adaptée pour le calcul d’un
écoulement dans un domaine rectangulaire avec obstacle (ouencore à des domaines non rectangulaires).

On note dans la suite 
d = f1; :::; Ng � f1; :::;Mg;
le domaine discrétisé, c’est-à-dire l’ensemble des coordonnées des cellules de la discrétisation.

Soit alors
0 un domaine dans
 représentant l’obstacle à considérer, et
0d son homologue discrétisé, c’est-à-dire
0d = f(i; j) 2 
d; tels queAi;j 2 
0g:
On cherche donc maintenant à résoudre le problème (II.1.1)-(II.1.5) sur
n
0. C’est-à-dire que les équations doivent
être discrétisées dans
n
0 et les conditions aux limites de Dirichlet homogène pour la vitesse et de Neumann pour' et� doivent être vérifiées en plus, sur le bord�
0 de l’obstacle.

5.1 Description de la méthode

L’idée utilisée ici est celle d’une méthode de domaine fictif. Il s’agit de résoudre en fait un problème discret sur
d tout entier dont la solution restreinte à
dn
0d est une solution approchée du problème de départ posé dans
n
0.
Il faut en particulier faire en sorte de satisfaire les nouvelles conditions aux limites sur le bord du domaine discret
0d.
Pour ce faire, analysons séparément comment mettre en placecette technique sur les trois étapes de la méthode à pas
fractionnaires employée.� Etape 1 - Equation de Cahn-Hilliard

Notons pour tout(i; j) 2 
0d di;j = � 1 si (i+ 1; j) =2 
0d0 sinon
;gi;j = � 1 si (i� 1; j) =2 
0d0 sinon
;hi;j = � 1 si (i; j + 1) =2 
0d0 sinon
;bi;j = � 1 si (i; j � 1) =2 
0d0 sinon
;

autrement ditdi;j = 1 par exemple, si l’arrête droite de la celluleCi;j est à la frontière de l’obstacle.

On choisit dans un premier temps comment discrétiser les conditions aux limites sur�, ou encore sur l’inconnue
intermédiaireM. Cette discrétisation doit préserver la propriété fondamentale de l’équation de Cahn-Hilliard qui est
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la conservation de la composition moyenne du mélange (sur ledomaine physique
n
0 et donc sur
dn
0d pour le
problème discret).

Bien entendu on garde le schéma (II.3.1) pour discrétiser les équations à l’intérieur du domaine physique, c’est-à-dire
pour tout(i; j) 2 
dn
0d. On aura donc conservation de la moyenne de' dans cette étape siX(i;j)2
dn
0d 1Æx2  �i+ 12 ;j��M� �i+ 12 ;j � �i� 12 ;j��M� �i� 12 ;j!+ 1Æy2  �i;j+ 12��M� �i;j+ 12 � �i;j� 12��M� �i;j� 12! = 0;
où �i� 12 ;j = Bi� 12 ;j�i� 12 ;j et �i;j� 12 = Bi;j� 12�i;j� 12 . En écrivant la somme sous la formeX(i;j)2
dn
0d = X(i;j)2
d� X(i;j)2
0d;
on constate que la première des sommes (celle qui porte sur
d) est nulle à cause des conditions aux limites imposées
sur le bord du domaine fictif
d (section 3.2). Ainsi la condition de conservation de la moyenne de' devientX(i;j)2
0d 1Æx2  �i+ 12 ;j��M� �i+ 12 ;j � �i� 12 ;j��M� �i� 12 ;j!+ 1Æy2  �i;j+ 12��M� �i;j+ 12 � �i;j� 12��M� �i;j� 12! = 0: (II.5.1)

Remarquons alors qu’un terme du type1Æx2 �i+ 12 ;j��M� �i+ 12 ;j se retrouve au plus deux fois dans la somme (dans le

terme issu de la cellule(i; j) et celui issu de la cellule(i+1; j) à la condition que celle-ci soit dans
0d). Ainsi deux cas
se présentent,(i; j) 2 
0d étant fixé :

– Si (i + 1; j) 2 
0d, alors le terme 1Æx2 �i+ 12 ;j��M� �i+ 12 ;j est présent exactement deux fois dans la somme avec

des signes opposés (sommes télescopiques), la contribution de ce terme est donc nulle. Remarquons que dans ce
cas, on a par définitiondi;j = 0.

– Si (i+ 1; j) =2 
0d, alors ce terme n’est présent qu’une seule fois, et dans ce cas on adi;j = 1.
En appliquant ce même raisonnement à toutes les directions de sommation et à tous les termes, la condition (II.5.1)
s’écrit X(i;j)2
0d 1Æx2  di;j�i+ 12 ;j��M� �i+ 12 ;j � gi;j�i� 12 ;j��M� �i� 12 ;j!+ 1Æy2  hi;j�i;j+ 12��M� �i;j+ 12 � di;j�i;j� 12��M� �i;j� 12! = 0: (II.5.2)

Or les cellules qui sont à l’intérieur de l’obstacle discret
0d ont toutes leurs voisines dans
0d, c’est-à-dire que pour une
telle cellule(i; j), on a di;j = gi;j = hi;j = bi;j = 0;
et donc la contribution de cette cellule dans la somme précédente est nulle. Ceci montre que, comme on s’en doutait,
seules les cellules situées à la frontière de l’obstacle discret interviennent pour la conservation de la moyenne de' sur
le domaine physique
dn
0d. Notons�
0d l’ensemble des cellules du bord de
0d, c’est-à-dire celles pour lesquelles au
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moins l’un desdi;j ; gi;j ; hi;j ; bi;j est non nul. Au final, la condition de conservation s’écritX(i;j)2�
0d 1Æx2  di;j�i+ 12 ;j��M� �i+ 12 ;j � gi;j�i� 12 ;j��M� �i� 12 ;j!+ 1Æy2  hi;j�i;j+ 12��M� �i;j+ 12 � di;j�i;j� 12��M� �i;j� 12! = 0:
Ainsi pour assurer cette conservation, on voit apparaître naturellement la condition au bord qu’il faut imposer sur les
cellules de�
0d. En effet, dans la somme précédente chaque terme contient lavaleur deM� sur la cellule(i; j) et les

valeurs deM� sur les cellules voisines de(i; j) qui sont dans le domaine physique (les autres termes sont nuls à cause dedi;j , gi;j , hi;j ou bi;j).
Ainsi, on peut discrétiser la condition aux limites sur le bord de l’obstacle en imposant la nullité de chacun des

termes de cette somme qui constituent une expression de la valeur deM� sur�
0d en fonction des valeurs calculées dans
le domaine physique.

Finalement, la condition aux limites choisie pour cette partie de l’équation est : pour tout(i; j) 2 �
0d1Æx2  di;j�i+ 12 ;j��M� �i+ 12 ;j � gi;j�i� 12 ;j��M� �i� 12 ;j!+ 1Æy2  hi;j�i;j+ 12��M� �i;j+ 12 � di;j�i;j� 12��M� �i;j� 12! = 0: (II.5.3)

Notons que si tous les coefficients discrets de diffusion�i� 12 ;j et �i;j� 12 sont nuls, alors la condition devient vide ce qui
est complètement cohérent avec la dégénérescence de l’opérateur de diffusion dans ce cas.

La condition aux limites sur', ou plutôt sur�, dans (II.3.1) est obtenue par analogie en écrivant qu’une telle
condition doit assurer l’équivalent discret de la nullité de l’intégrale du laplacien de� sur le domaine physique. La
méthode précédente amène naturellement à la condition1Æx2 �di;j��i+ 12 ;j � gi;j��i� 12 ;j�+ 1Æy2 �hi;j��i;j+ 12 � di;j��i;j� 12� = 0; (II.5.4)

écrite pour toutes les cellules(i; j) 2 �
0d.
Notons que les valeurs de� etM sur les cellules(i; j) 2 
0dn�
0d qui sont à l’intérieur (au sens “topologique”) de

l’obstacle n’interviennent nulle part dans le problème y compris dans ce qui va suivre.
En pratique, il suffit donc de modifier la matrice écrite dans le cas sans obstacle en remplaçant les lignes qui

concernent les cellules de�
0d par la traduction matricielle des conditions (II.5.3)-(II.5.4).� Etape 2 - Equation de transport
Ce terme ne pose aucun problème car le champ de vitesse est nuldans tout l’obstacle et donc le schéma de Rase-

tarinera proposé au début du chapitre dégénère de façon parfaitement acceptable dans l’obstacle et sur les cellules du
domaine physique qui sont proches de l’obstacle.� Etape 3 - Equation de Navier-Stokes

Pour la discrétisation de l’équation de Navier-Stokes par une méthode de domaine fictif, on se réfère à [2] où une
méthode pénalisation est proposée. Sa mise en oeuvre est très simple dans notre cadre et il est prouvé dans [2] que cette
méthode est convergente quand le paramètre de pénalisationtend vers0.
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En résumé, il s’agit de remplacer la résolution de l’équation de Navier-Stokes (II.1.4) avec conditions de Dirichlet
sur
n
0 par la résolution de l’équation pénalisée suivante, sur
 tout entier��� v�t + v:rv� � 1Re div (2�(')D(v)) + 1�1
0v +rp = K�r'+ "K1� '24 r����+ �g;
où1
0 est la fonction indicatrice de l’obstacle
0 et� un petit paramètre de pénalisation. Il est prouvé dans [2] quekvkL2(0;T ;L2(
0)) � C(T )� 34 ;
et qu’en fait l’erreur obtenue numériquement est approximativement enO(�) sur l’obstacle.

Il est aisé de mettre en place cette technique de pénalisation à partir du schéma proposé dans ce qui a précédé en
rajoutant dans la matrice du problème de Stokes des coefficients Æt� dans les lignes concernant les cellules(i; j) qui sont
dans l’obstacle discrétisé
0d.

Cependant, à la fin de la résolution d’un pas de temps, il est indispensable d’imposer numériquementv = 0 sur
les cellules de l’obstacle
0d pour éviter que les erreurs numériques dues à la méthode de pénalisation sur la nullité
dev dans l’obstacle, ne viennent perturber la partie transportde la discrétisation. On est ainsi certain que les valeurs
de' à l’intérieur de l’obstacle (qui n’ont, par définition, aucun sens physique) ne jouent aucun rôle dans la solution
de l’équation de transport. En outre, l’erreur commise par cette opération est maîtrisée grâce à l’estimation d’erreur
précédente.

5.2 Un exemple de résultat

On peut envisager de nombreuses applications de la méthode précédente, par exemple, pour l’étude d’écoulements
diphasiques en milieu poreux dans lequel l’obstacle fait office de phase solide dans le problème.

Pour illustrer la validité qualitative de la méthode proposée, on montre ici les résultats obtenus sur un écoulement
classique autour d’un obstacle. Plus précisément, il s’agit de simuler la décomposition spinodale d’un mélange non
métastable dans un écoulement de Poiseuille autour d’un obstacle (voir figure II.5.1, l’écoulement a lieu de gauche à
droite). Les paramètres utilisés sont Re = 10; K = 10�1; Pe = 1000:

On retrouve d’une certaine façon les caractéristiques d’unmélange sous cisaillement (voir la section 4.2) : une
structuration essentiellement en bandes dans la directionde l’écoulement avec des bandes plus fines aux endroits ou
le champ de vitesse et son gradient son plus importants c’est-à-dire de part et d’autres de l’obstacle, puis dans la zone
centrale du canal en aval de l’obstacle.

On a vérifié sur cet exemple que la moyenne de' dans le domaine physique était bien conservée ce qui constituait
la base du choix des conditions aux limites discrètes utilisées sur l’obstacle pour le paramètre d’ordre et le potentiel
chimique.
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FIG. II.5.1 – Décomposition spinodale dans un écoulement autour d’un obstacle
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6 Conclusions

Dans ces deux premiers chapitres nous avons dérivé rigoureusement un nouveau modèle pour l’étude des écou-
lements de mélanges diphasiques incompressibles. Ce modèle prend en compte aussi bien le contraste des densités,
que celui des viscosités ainsi que la tension de surface à l’interface (forces capillaires). On espère ainsi pouvoir rendre
compte aussi bien des phénomènes hydrodynamiques que des phénomènes chimiques qui se produisent dans ce type
d’écoulements.

Pour confirmer ceci nous avons montré, dans le deuxième chapitre, que la mise en place d’un schéma aux différences
finies permettait de retrouver qualitativement un certain nombre de résultats expérimentaux (voir les photos dans [24]
ou dans [3], par exemple), dans des situations assez diverses : décomposition spinodale d’un polymère dans un solvant
sous cisaillement, cavité entraînée, instabilité de Rayleigh-Taylor, chute d’une goutte de liquide, affleurement de bulles
de gaz à la surface d’un liquide.

En fait, seule la discrétisation du terme de transport doit être particulièrement soignée si l’on veut éviter que la
diffusion numérique au voisinage de l’interface ne permette plus de suivre cette interface dans les temps longs. Dans
cette direction, nous avons montré que l’utilisation d’un schéma d’ordre2 antidiffusé et stabilisé proposé par P. Ra-
setarinera dans sa thèse, permettait un réel gain qualitatif. Enfin, en comparant notre modèle à celui des équations de
Navier-Stokes incompressibles non-homogènes, nous avonsvu que la présence du terme de Cahn-Hilliard rendait la
discrétisation de l’équation de conservation de la masse (ou du paramètre d’ordre) plus aisée, le terme de Cahn-Hilliard
ayant naturellement une action d’antidiffusion qui tend à conserver l’équilibre local au voisinage de l’interface à chaque
instant.

Dans une dernière partie, on montré brièvement que la méthode numérique proposée pouvait s’étendre, par une
technique de domaine fictif et de pénalisation, à des calculssur des écoulements avec obstacle ou sur des domaines
non rectangles. Ceci permet d’envisager à court terme la simulation d’écoulements triphasiques avec une phase solide,
comme par exemple des calculs d’écoulements diphasiques enmilieu poreux à l’échelle des pores.
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Deuxième partie

Etude mathématique du modèle : existence
et comportement qualitatif des solutions
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Introduction

Dans cette seconde partie, nous nous intéressons à l’étude théorique du modèle (II.1.1)-(II.1.5) présenté dans les deux
premiers chapitres. Rappelons que les équations obtenues régissent l’évolution de quantités macroscopiques qui carac-
térisent en tout point la composition du mélange d’une part (paramètre d’ordre', potentiel chimique�) et l’écoulement
d’autre part (champ de vitessev, pressionp).

Dans l’étude théorique de ce problème, plusieurs types de questions fondamentales se posent :� Problèmes d’existence et unicité :
Le problème est-il bien posé en dimension2 comme en dimension3 ? On s’attend à l’existence globale de solutions

faibles dans les deux cas mais l’existence globale de solutions fortes en dimension3 est certainement un problème ouvert
car ce résultat est déjà inconnu pour l’équation de Navier-Stokes incompressible homogène. Des résultats locaux sont
tout de même envisageables.

On va voir en fait dans le chapitre 3 que si l’on se place dans lecas homogène (les deux phases ont la même densité�01 = �02), alors les résultats attendus sont vrais : existence globale de solutions faibles, existence et unicité de solutions
fortes globales en 2D et locales en 3D.

Dans le cas non-homogène général (�01 6= �02), de tels résultats restent des questions ouvertes en particulier à cause
de la forte non-linéarité des équations. En revanche, si on fait l’hypothèse de faible non-homogénéité (chapitre 4), c’est-

à-dire que�01 � �02 est petit devant la densité de référencemax(�01; �02), ou encore que" = j�01��02jmax(�01;�02) est petit devant1, alors on prouve en effet que des solutions faibles existentpour tout temps, que des solutions plus régulières existent
et sont uniques sur les mêmes temps d’existence que ceux de l’équation de Navier-Stokes homogène incompressible
usuelle.� Problèmes qualitatifs :

Dans le modèle présenté dans la première partie, le paramètre d’ordre' est choisi de telle sorte que ses valeurs
physiques soient comprises entre�1 et 1. Une question de première importance est donc de s’assurer que les solutions
mathématiques des équations vérifient bien cette propriété. Ce type de questions a été assez fréquemment étudié dans la
littérature sur l’équation de Cahn-Hilliard [2, 4, 5].

La difficulté principale est la non-existence d’un principedu maximum pour l’opérateurbilaplacien, et de manière
générale pour les opérateurs elliptiques du quatrième ordre [3]. Ainsi, si par exemple on choisit la mobilitéB(') cons-
tante égale à1 et le potentiel de Cahn-HilliardF polynomial, il est clair que l’on ne pourra pas montrer cetteestimationL1.

En fait, pour espérer pouvoir montrer ce résultat, il faut une certaine forme de dégénérescence et/ou de singularité
quelque part dans l’équation. Deux cas précis sont étudiés ici : la dégénérescence (i.e. l’annulation) du coefficient de
diffusionB(') en' = �1, ou alors le choix d’un potentiel de Cahn-Hilliard singulier, par exemple sous sa forme
logarithmique, de sorte que les dérivées deF explosent en�1.

On va montrer dans le chapitre 3, qu’effectivement ces deux cas permettent de conclure sur la validité physique de
la solution mathématique obtenue.� Problèmes asymptotiques :

On sait expérimentalement et numériquement, que si l’on place un état homogène non métastable légèrement per-
turbé sous cisaillement alors la séparation des phases a lieu et la dynamique du système peut être complexe selon le taux
de cisaillement(voir le chapitre 2 et [1]).
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En revanche, on va montrer dans les chapitres suivants, la stabilité asymptotique des états métastables sous cisaille-
ment. Concrètement cela signifie que, comme le confirme l’expérience, les mélanges uniformes sont stables sous ci-
saillement si dans les conditions de l’expérience la composition moyenne du mélange est un état métastable du potentiel
chimique, ou encore mathématiquement que celui-ci soit un point de convexité locale du potentiel de Cahn-Hilliard.� Influence du cisaillement :

On a observé dans le chapitre 2, que les mélanges homogènes dont la composition n’est pas un état métastable
du potentiel de Cahn-Hilliard sont instables, et que sous cisaillement, l’instabilité prend la forme de bandes parallèles
organisées dans le sens de l’écoulement.

Dans le chapitre 5, on se place dans le cadre physiquement raisonnable où l’épaisseur de la cellule de Couette
est petite devant le rayon moyen de la cellule ce qui mathématiquement correspond à un domaine très étiré dans une
direction et à un grand taux de cisaillement (d’ordre1="). On étudie dans ces conditions la persistance du caractère
1D de solutions pour le système bidimensionnel. Ces solutions 1D correspondent aux solutions “bandes” obtenues
numériquement et expérimentalement.

On obtient une hiérarchie de résultats en fonction de la solution 1D de référence considérée. Celle-ci montre es-
sentiellement que les solutions homogènes du système présentent une plus grande stabilité que les solutions “bandes”
quelconques et qu’en outre parmi ces solutions homogènes, les solutions dont la composition moyenne est un état méta-
stable du potentiel sont stables sur un temps infini.
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Chapitre 3

Préliminaires et étude du cas homogène

1 Rappels sur le modèle considéré

Dans ce chapitre et le suivant, le champ de vitesse sera noté simplementv. Dans ces conditions, en prenant pour
simplifier les écritures tous les paramètres physiques (Re;K, etPe) égaux à1, le système étudié s’écrit� '�t + v:r'� div

�B(')�"(')r� ��"(')�� = 0; (III.1.1)� = ��2�'+ F 0('); (III.1.2)�"(')�� v�t + v:rv�� 2div (�(')D(v)) +rp = �r'+ "1� '24 r� ��"(')�+ �"(')g; (III.1.3)

div (v) = 0; (III.1.4)

où la densité renormalisée est donnée par�"(') = 1 + "�'� 12 � ;
avec " = j�01 � �02jmax(�01; �02) ;
qui représente la différence relative des densités. Nous rappelons la notation usuelle pour le tenseur des déformationsD(u) = (ru+rut)=2 pour tout champ de vecteuru. Les conditions aux limites physiques pour ce problème sont� '�� = 0; condition de normalité de l’interface et du bord du domaine;� ��� = 0; condition de non-diffusion au travers du bord du domaine; (III.1.5)

ainsi que des conditions de type Dirichlet (ou périodicité)pour le champ de vitessev sur lesquelles on reviendra plus
tard.

Comme on l’a vu dans le premier chapitre, ce système est obtenu en écrivant les équations de conservation de la masse
et de la quantité de mouvement de chacune des deux espèces. L’existence d’une interface, c’est-à-dire d’une énergie
d’échange et d’une tension de surface, est prise en compte via l’introduction d’une énergie libre thermodynamique qui
dépend non seulement de la composition du mélange' mais aussi de son gradient. Le choix d’une telle énergie est
guidée par de nombreux travaux, en particulier ceux de Cahn et Hilliard [11]. Si on fait alors une étudie dimensionnelle
des équations, on obtient une description de l’écoulement par :
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– Une équation sur le paramètre d’ordre' (III.1.1) qui donne en tout point et à tout instant la composition du
mélange. Celle-ci comporte deux termes de nature distincte, un terme de transport par le champ de vitesse moyen
de l’écoulement et un terme de diffusion à travers l’interface dont le flux est proportionnel au gradient du potentiel
chimique�.

– Une équation donnant le potentiel chimique en fonction du paramètre d’ordre (III.1.2), issue directement du choix
de l’énergie libre de Cahn et Hilliard.

– Une équation décrivant l’évolution du champ de vitesse moyen du mélange (III.1.3) qui n’est autre qu’une équation
de Navier-Stokes non-homogène incompressible comportantun terme de forces capillaires agissant à l’interface.

– Enfin, dans les conditions de ce travail, où seuls les écoulements de deux phases incompressibles sont envisagés, il
est naturel d’obtenir une contrainte usuelle d’écoulementisovolume (ou d’incompressibilité pour simplifier) pour
le champ de vitesse moyenv sous la forme (III.1.4).

Le chapitre est organisé de la façon suivante. Dans un premier temps, on convient des notations utilisées dans ce
chapitre et dans le suivant, ainsi que du cadre fonctionnel adapté à notre étude. On rappelle aussi les divers résultats dont
on fait l’usage dans les démonstrations.

Dans un second temps, on s’intéresse au cadre homogène proprement dit, c’est-à-dire au système plus simple dans
lequel on fait l’hypothèse que les deux phases ont la même densité. Ce système est obtenu en prenant" = 0 dans (III.1.1)-
(III.1.4). Plus précisément, on se consacre tout d’abord aux problèmes d’existence, d’unicité, de globalité et de régularité
des solutions du système considéré, y compris quand la mobilitéB(') dégénère ou encore quand le potentiel de Cahn-
Hilliard F est choisi singulier. Enfin, on établit le principal résultat de stabilité asymptotique des états métastables du
potentiel.

Le chapitre suivant est consacré à l’étude du modèle complet. On verra alors que l’hypothèse de faible inhomogénéité
(en quelque sorte l’équivalent de l’hypothèse de faible compressibilité dans le cas compressible [22]) intervient de façon
cruciale pour établir des résultats optimaux, en particulier des résultats d’existence globale, et même uniforme, en temps.
On montrera de plus un résultat de stabilité asymptotique des états métastables dans le cadre faiblement nonhomogène,
semblable à celui obtenu à la fin de ce chapitre.

2 Notations et résultats préliminaires

Tout ce qui est présenté dans cette section est commun à ce chapitre et au suivant.� Notations classiques
Dans tout ce qui suit,
 étant un ouvert de l’espaceRd , on notej:jp la norme usuelle sur l’espaceLp(
) des fonctions

à puissancep-ième intégrable. Dans le casp = 2, le produit scalaire surL2(
) est noté(:; :). On désigne park:ks la
norme usuelle sur l’espace de SobolevHs(
) et par((:; :))s le produit scalaire sur cet espace. Enfin sid désigne la
dimension de l’espace, on noteLp (
) = (Lp(
))d et H s (
) = (Hs(
))d, leurs normes étant toujours notéesj:jp etk:ks. Dans tout ce qui suit, lorsque cela n’induira aucune confusion, on ne précisera pas le domaine
 considéré. Dans les
écoulements incompressibles, la pression est toujours définie à une constante près (elle n’intervient que par son gradient
dans les équations). On a donc besoin d’introduire les espaces quotientsHs=R pour touts � 0 obtenus en quotientantHs par la relation d’équivalence f � g () 9� 2 R; tel quef = g + �:
Il est facile de voir que ces espaces sont des espaces de Banach pour la normekfkHs=R = inf�2Rkf + �ks:

Enfin, le produit intérieur de deux tenseurs� et�0 est toujours noté� : �0 = dXi;j=1 �i;j�0i;j :
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Les résultats exposés dans ce travail, se consacrent à l’étude particulière du système d’équations obtenu dans la

première partie de la thèse, dans le cas d’un écoulement souscisaillement. La raison en est que l’une des motivations de
ce travail est l’étude de la décomposition spinodale sous cisaillement (dans un système de Couette-Taylor).

Il est clair que tous les résultats présentés ici sont encorevalables si on étudie le problème dans un domaine

régulier avec des conditions aux limites homogènes ou non (voir les méthodes de relèvement de Hopf dans [23, 31]).

Ainsi, les énoncés et les preuves qui vont suivre, sont donnés dans le cas où le domaine considéré
 est un canal en
dimensiond = 2 ou3, c’est-à-dire de la forme
 = d�1Yi=1℄� Li; Li[�℄� 1; 1[;
la dernière variable étant dans tous les cas notéez. Ce domaine, est une approximation d’un domaine de type “couronne”
issu du système de Couette-Taylor, lorsque l’on néglige leseffets de la courbure. Ceci est loisible car dans un tel système,
l’épaisseur de la couronne (c’est-à-dire la différence desrayons des deux cylindres considérés) est petite devant le rayon
moyen de la cellule (voir la figure II.4.5).

Ainsi, pour ce domaine d’étude, les bordsz = �1 sont des bords physiques sur lesquels on impose des conditions
aux limites physiques, alors que les bords dans les directions x et y (si d = 3) sont purement mathématiques, les
conditions imposées étant alors des conditions de périodicité.

Dorénavant, quand on dit qu’une fonction définie sur
 est périodique enx (et y le cas échéant), cela sous-entend
qu’elle est périodique de périodeL1 enx et de périodeL2 eny. En d’autres termes les fonctions que l’on considère sur
 sont des fonctions définies en fait sur le produit d’un tore dedimensiond� 1 avec l’intervalle℄� 1; 1[.

z=1

z=-1

U



-U

Dans le système de cisaillement, les conditions aux limitessur la vitesse ne sont pas, par nature, homogènes. On
prend en effet des conditions aux limites du typev = Uex surfz = 1g; v = �Uex surfz = �1g; (III.2.1)

associées à la périodicité dans les autres directions. Les conditions aux limites sur' et � étant données par (III.1.5).
Cependant, pour l’étude mathématique du problème, on doit introduire les conditions aux limites homogènes associées
aux vraies conditions aux limites ainsi que les espaces qui en découlent. De ce fait, on introduit les conditions suivantes :' est périodique enx (ety si d = 3), et satisfait

� '�� = ��'�� = 0 surfz = �1g; (III.2.2)u est périodique enx (ety si d = 3), et satisfaitu = 0 surfz = �1g: (III.2.3)

Puis, on définit les espaces adaptés à ces conditions au bord par� = f 2 D(
); vérifiant (III.2.2)g;
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) ;V = fu 2 D(
)d; div (u) = 0; vérifiant (III.2.3)gVs = VHs(
) :
De façon classique, les espacesV0 etV1 seront notés respectivementH etV . On rappelle que pour les fonctions deH ,
la condition au bordu = 0 n’a pas de sens, en revanche, on montre que ces fonctions vérifient u:� = 0 (au sens des
traces).

On noteP le projecteur orthogonal dansL2 (
) sur l’espaceH .� Opérateur de Stokes
On rappelle (voir [31]) que pour toute fonctionu dans l’espaceV2, il existe un unique couple(Au; �) 2 H�(H1=R)

tel que Au = ��u+r�;
l’opérateuru 7! Au est un opérateur non-borné dansH de domaineV2 appelé l’opérateur de Stokes. De plus, il existe
des constantesC1; C2; C3 > 0 telles que pour toutu 2 V2, on a8><>:C1kuk2 � jAuj2 � C2kuk2;k�kH1=R � C3kuk2;j�jL2=R � C3kuk1: (III.2.4)� Inégalités fondamentales

Tout au long de ce travail nous utilisons les inégalités classiques de Sobolev que l’on ne rappelle pas ici.
On rappelle les inégalités de Poincaré et de Korn [24] : il existe des constantesC4; C5 > 0 telles que pour toutu 2 V , on a kuk1 � C4jruj2; (III.2.5)jruj2 � C5jD(u)j2: (III.2.6)

De plus, si pour toute fonctionf intégrable, on notem(f) = 1j
j R
 f sa moyenne, alors [32] il existe une constanteC6 > 0 telle que ( k'�m(')k1 � C6jr'j2; 8' 2 �1; (inégalité de Poincaré moyenne)k'�m(')ks+2 � C6k�'ks; 8s � 0; 8' 2 �s+2 (régularité du laplacien): (III.2.7)

Grâce à ces dernières inégalités, on utilisera de façon récurrente des inégalités du typekr'k1 = kr('�m('))k1 � k'�m(')k2 � C6j�'j2; 8' 2 �2:
Enfin, en dimensiond = 3, on utilisera les deux inégalités d’Agmon [1]8<: jf j1 � C7kfk 121 kfk 122 ; pour toutf 2 H2;jf j1 � C7jf j 122 kfk 123 ; pour toutf 2 H3: (III.2.8)

Enfin, rappelons les propriétés de la forme trilinéaire naturellement associée à la formulation faible des équations de
Navier-Stokes [30, 31].

Lemme III.2.1
En dimensiond � 3 et pouru; v; w 2 H 1 (
), on définitb(u; v; w) = dXi;j=1 Z
 ui �vj�xiwj ;
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alorsb possède les propriétés suivantesb(u; v; w) + b(u;w; v) = 0; 8u; v; w 2 V; (III.2.9)

et jb(u; v; w)j � Ckuk1kvk1kwk1 8u; v; w 2 H 1 (
);jb(u; v; w)j � Cjuj 122 kuk 121 jvj 122 kvk 121 kwk d2 ; 8u; v 2 H 1 (
);8w 2 V d2 : (III.2.10)

Dans la suite, on noteB(u; v) la forme linéaire continue surV définie parB(u; v):w = b(u; v; w). Le résultat
précédent montre queB est bilinéaire et continue deV � V à valeurs dansV 0.� Conservation de la moyenne pour l’équation de Cahn-Hilliard

L’équation de Cahn-Hilliard, et plus généralement, l’équation (III.1.1) associée des conditions aux limites (III.1.5),
vérifie la propriété fondamentale suivante.

Lemme III.2.2
Toute solution' de (III.1.1) vérifiant (III.1.5), avec un champ de vitessev(t) 2 H , satisfait��tm(') = 0;
ce qui implique m('(t)) = m('0); tant que' existe:
La preuve est immédiate en choisissant la fonction constante égale à1 comme fonction test pour l’équation (III.1.1).
Dorénavant, on utilisera systématiquement cette propriété dans les diverses estimations, sans toujours la rappeler expli-
citement.� Solutions stationnaires

On peut remarquer que, si on suppose queg est le gradient d’un potentielG, alors on peut construire une famille de
solutions stationnaires de (III.1.1)-(III.1.4) '1 = !; vU1 = Uzex; (III.2.11)

où ! est une constante donnée. Dans la suite, on va s’intéresser (à la fois dans le cadre homogène et non-homogène)
à la stabilité asymptotique de telles solutions. De plus, l’introduction de ces solutions stationnaires est nécessaire pour
pouvoir énoncer précisément les résultats qui vont être prouvés par la suite.� Quelques résultats d’analyse fonctionnelle

Dans la suite, on utilisera très souvent des résultats basiques d’interpolation Hilbertienne, que l’on peut par exemple
trouver dans [1, 27], et que l’on rappelle très brièvement ci-dessous avec des notations un peu différentes.

SoientX etY deux espaces de Hilbert séparables. On suppose queX s’injecte de façon continue et dense dansY ,
ce que l’on note pour simplifierX � Y . Alors il existe un opérateur non borné� dansY de domaineX , autoadjoint,
positif, tel que la norme deX soit équivalente à la norme du graphe surD(�) = X , c’est-à-direkukX � (kuk2Y + k�uk2Y ) 12 :
On pose alors pour0 � � � 1 [X;Y ℄� = [Y;X ℄� = D(��);
que l’on munit de la norme du graphe. Cet espace et sa topologie ne dépendent que deX et deY et pas de l’opérateur� choisi (qui n’est pas en général unique). Les espaces ainsi définis sont appelésespaces interpolésentreX et Y . Le
lemme suivant récapitule les propriétés des espaces interpolés dont on aura besoin dans la suite.
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Lemme III.2.3
– Pour toutX;Y; � vérifiant les hypothèses ci-dessus, on akuk[X;Y ℄� � kuk1��Y kuk�X :
– Soit
 un ouvert régulier deRd , s1 � s2 deux réels positifs et� 2 [0; 1℄, on a[Hs1(
); Hs2(
)℄� = H(1��)s1+�s2(
):
On rappelle de plus les résultats suivants [27, 29].

Lemme III.2.4
SoientX � Y � Z trois espaces de Hilbert, tels que l’injection deX dansY est compacte.

i) Pour toutp1; p2 2℄1;+1[ l’injectionff 2 Lp1(0; T ;X); d fdt 2 Lp2(0; T ;Z)g ,! Lp1(0; T ;Y )
est bien définie et compacte.

ii) Pour toutp > 1, l’injectionff 2 L1(0; T ;X); d fdt 2 Lp(0; T ;Z)g ,! C([0; T ℄; Y )
est bien définie et compacte.

iii) On a l’injection continueff 2 L2(0; T ;X); d fdt 2 L2(0; T ;Y )g ,! C(0; T ; [X;Y ℄ 12 )� Lemme de Gronwall uniforme
On rappelle pour terminer l’énoncé et la démonstration du lemme de Gronwall uniforme (voir [32]), qui permet

d’obtenir des estimations uniformes en temps sur les solutions fortes du système d’équations considéré.

Lemme III.2.5
Soienta; b ety trois fonctions continues et positives définies sur[0;+1[. On suppose quey est dérivable et vérifie pour
tout t � 0 y0(t) � a(t) + b(t)y(t):
On suppose de plus qu’il existe trois constantesC1; C2; C3 telles que pour toutt � 0 on aitZ t+1t a(s)ds � C1; Z t+1t b(s)ds � C2; et

Z t+1t y(s)ds � C3:
Alors, pour toutt � 0, on a l’estimation y(t) � (max(y(0); C3) + C1)eC2 :
Preuve :

Tout d’abord, pourt � 1, le lemme de Gronwall nous fournit immédiatementy(t) � �y(0) + Z 10 a(s)ds� eR t0 b(s)ds � (y(0) + C1)eC2 :
Supposons maintenantt > 1, et appliquons le lemme de Gronwall sur l’intervalle[s; t℄ oùs est tel ques � t � s+1. Il
vient y(t) � �y(s) + Z s+1s a(u)du� eR ts b(u)du � (y(s) + C1)eC2 :
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Cette dernière inégalité est valable pour touts tel quet � 1 � s � t. On peut donc l’intégrer par rapport às sur
l’intervalle [t� 1; t℄, de sorte qu’on aity(t) � �Z tt�1 y(s)ds+ C1� eC2 � (C3 + C1)eC2 :
On obtient le résultat annoncé en combinant les inégalités obtenues pourt � 1 et pourt � 1.

3 Résultats principaux dans le cadre homogène

Maintenant que les préliminaires sont établis, on va se consacrer jusqu’à la fin de ce chapitre, exclusivement au
problème homogène, c’est-à-dire que l’on considère des écoulements de deux fluides (ou phases) de mêmes densités.
Dans ces conditions, le système étudié devient� '�t + v:r' � div (B(')r�) = 0 (III.3.1)� = ��2�'+ F 0(') (III.3.2)� v�t + (v:r)v � 2 div (�(')D(v)) +rp = �r' (III.3.3)

div (v) = 0 (III.3.4)v(0) = v0 et'(0) = '0 (III.3.5)

muni des conditions de périodicité dans les directionsx ety et des conditions aux limites (III.1.5),(III.2.1) sur les bords
physiques du domaine. Remarquons que l’on a supprimé le terme sourceg dans le second membre de (III.3.3), car
celui-ci est généralement issu d’un potentielg = rG et donc peut être incorporé dans le gradient de pression. Dans tous
les cas le mouvement est engendré par les conditions aux limites non homogènes de cisaillement.

Dans cette section, on définit les notions de solutions faibles et fortes pour le problème (III.3.1)-(III.3.5), et on énonce
les divers résultats obtenus.

3.1 Définitions
Définition III.3.1
SoientU > 0, v0 2 vU1 + H , '0 2 �1 donnés. On dit que (',v) est une solution faible de(III.3.1)-(III.3.5) sur [0; T [
(0 < T � +1), si

– v et' satisfont v � vU1 2 L1(0; T ;H) \ L2lo(0; T ;V ) \ C0([0; T [;V 0d�24 );' 2 L1(0; T ; �1) \ L2lo(0; T ; �3) \ C0([0; T [; �1):
– Si on pose � = ��2�'+ F 0(') dansD0(℄0; T [�
); (III.3.6)

alors� satisfait � 2 L2lo(0; T ; �1):
– On a les conditions initiales v(0) = v0; et '(0) = '0:
– Pour toutw dansV ,ddt (v; w) + b(v; v; w) + 2 Z
 �(')D(v) : D(w) = � Z
(w:r�)' dansD0(℄0; T [): (III.3.7)
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– Pour tout dans�1, ddt (';  ) + Z
 B(')r�:r � Z
(v:r )' = 0 dansD0(℄0; T [): (III.3.8)

Les solutions fortes sont cherchées dans les espaces suivants.

Définition III.3.2
SoientU > 0, v0 2 vU1 + V , '0 2 �2, on dit que('; v) est une solution forte de(III.3.1)-(III.3.5) sur [0; T [, si ('; v)
est une solution faible sur[0; T [ (0 < T � +1) et si de plus on av � vU1 2 L1(0; T ;V ) \ L2lo(0; T ;V2) \ C0([0; T [;V );' 2 L1(0; T ; �2) \ L2lo(0; T ; �4) \ C0([0; T [; �2):
Remarque III.3.1
Les fonctions deH2(
) étant continues sur
, toute solution forte' est en fait continue sur[0; T [�
.

Dans le cas dégénéré que l’on va considérer plus loin (c’est-à-dire que l’on autorise la mobilitéB(') à s’annuler
pour certaines valeurs de'), on pourra aussi admettre que la fonctionF (ou une de ses dérivées) soit singulière aux
points oùB s’annule. Dans ce cadre la définition III.3.1 peut perdre sonsens, ainsi si l’on suppose seulement queBF 00
est bornée, on peut définir une classe un peu plus faible de solutions plus adaptée au problème dégénéré.

Définition III.3.3
SoientU > 0, v0 2 vU1 + H , '0 2 �1 donnés. On dit que (',v) est une solution en un sens très faible du problème
(III.3.1)-(III.3.5) sur[0; T [ (0 < T � +1), si

– v et' satisfont v � vU1 2 L1(0; T ;H) \ L2lo(0; T ;V ) \ C0([0; T [;V 0d�24 );' 2 L1(0; T ; �1) \ L2lo(0; T ; �2) \ C0([0; T [; � 12 ):
– On a les conditions initiales v(0) = v0 et '(0) = '0:
– Pour toutw dansV ,ddt (v; w) + b(v; v; w) + 2 Z
 �(')D(v) : D(w) = ��2 Z
(w:r')�' dansD0(℄0; T [); (III.3.9)

– Pour tout dansV3,ddt (';  ) + �2 Z
�' div (B(')r ) + Z
B(')F 00(')r':r � Z
(v:r )' = 0 dansD0(℄0; T [): (III.3.10)

Remarque III.3.2
Dans cette dernière formulation, le potentiel chimique� n’apparaît plus. En particulier dans l’équation(III.3.9) on a
remplacé�r' par��2�'r' dans le second membre, car le termeF 0(')r' est le gradient deF (') et peut donc
être inclus dans le gradient de pression, ce dernier n’étantpas explicitement présent dans la formulation faible grâceà la
contrainte de divergence nulle sur les fonctions test.
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3.2 Enoncés des résultats

Nous avons vu dans le chapitre 1 que l’hypothèse physique fondamentale pour le potentiel de Cahn-HilliardF ,
quand on est en présence d’une séparation de phases, est qu’il doit posséder une forme en double puits, chacun d’entre
eux représentant les deux phases du mélange. On trouve essentiellement dans la littérature physique [13, 16, 20] des
expressions logarithmiques du typeF (x) = �(1� x2) + ��(1 + x) log(1 + x) + (1� x) log(1� x)�;
ou bien, quand la température est proche de la température critique, une expression polynomiale du typeF (x) = x44 � x22 ;
comme illustré dans la figure I.2.1.

Dans toute la suite de ce travail, on s’efforce de faire des hypothèses sur le potentielF qui rentrent dans ce cadre
physique. Le cas des potentiels polynomiaux est bien sûr le plus simple, cependant on montre comment traiter aussi le
cas logarithmique.

En ce qui concerne la mobilitéB('), une des difficultés mathématiques est que celle-ci peut éventuellement dégé-
nérer, c’est-à-dire s’annuler pour les valeurs critiques' = �1, un choix physiquement raisonnable étant [14, 18].B(x) = (1� x2)r; r � 0:
On montre par la suite que l’on peut tout de même obtenir des résultats dans ce cadre, et même préciser les résultats du
cadre non dégénéré par l’obtention d’une estimationL1 sur' qui nous assure que la solution obtenue prend des valeurs
physiquement admissibles.

Désormais, les fonctionsB et � sont supposées, au moins localement Lipschitziennes surR. On suppose de plus,
que la viscosité vérifie : il existe�1; �2 > 0 tels que�1 � �(x) � �2; 8x 2 R:
3.2.1 Cas non-dégénéré

On suppose ici, en plus des hypothèses générales précédentes, que9 B1; B2 > 0; B1 � B(x) � B2; 8x 2 R: (III.3.11)

De plus, on suppose que la fonctionF vérifie les hypothèses suivantesF est de classeC2, et F � 0; (III.3.12)9 F1; F2 > 0 telles quejF 0(x)j � F1jxjp + F2; jF 00(x)j � F1jxjp�1 + F2; 8x 2 R;
où1 � p � 3 si d = 3 et1 � p < +1 si d = 2 (III.3.13)8 2 R; 9 F3() > 0; F4() � 0 telles que,(x � )F 0(x) � F3()F (x) � F4(); 8x 2 R; (III.3.14)9 F5 � 0 telle queF 00(x) � �F5; 8x 2 R: (III.3.15)

Remarque III.3.3
– Comme nous l’avons vu, les fonctionsF physiquement admissibles sont toujours minorées de sorte que l’on peut

supposer en toute généralitéF � 0, car ajouter une constante au potentielF ne change pas les équations.
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– Il est clair que toute fonction polynomiale de degré pair pour d = 2, ou de degré4 pourd = 3, avec un coefficient
dominant strictement positif satisfait ces hypothèses. L’équation de Cahn-Hilliard est habituellement étudiée avec
de telles non linéarités dans la littérature [32].

– L’hypothèse(III.3.14) est satisfaite par exemple par toute fonction convexe en prenantF3() = 1 et F4() =F (). Cependant les potentiels de Cahn-Hilliard que l’on considère ont typiquement une structure en double puits
et sont évidemment non convexes. Ainsi, cette hypothèse doit être vue comme une généralisation d’une propriété
de convexité. On verra que c’est cette hypothèse qui permet d’obtenir les estimations uniformes en temps, et de
lire dans les estimations en quoi la convexité (ou la non-convexité) deF intervient (cf. les résultats de stabilité
asymptotique qui suivent). Il est facile de voir que les potentiels de Cahn-Hilliard polynomiaux classiquement
considérés dans la littérature vérifient cette hypothèse.

– Comme nous le verrons dans la démonstration des théorèmes de stabilité asymptotique, il est important de prouver
les théorèmes d’existence et les estimations d’énergie avec des non-linéarités plus générales que les fonctions
polynomiales, c’est la raison pour laquelle on a introduit ces hypothèses originales.

Théorème III.3.1 (Existence de solutions faibles globales)
Etant donnésU > 0; v0 2 vU1 + H;'0 2 �1, siB satisfait (III.3.11) etF satisfait (III.3.12)-(III.3.15) alors il existe
une solution faible(v; ') à (III.3.1)-(III.3.5) au sens de la définition III.3.1.

Pour prouver l’existence de solutions plus régulières, on doit supposerB et� sont de classeC1 etB0, �0 sont bornées surR; (III.3.16)F est de classeC3 et9F6 > 0; jF 000(x)j � F6(1 + jxjq); 8x 2 R; (III.3.17)

où q < 3 si d = 3 et q < +1 si d = 2.

Théorème III.3.2 (Solutions fortes)
Etant donnésU > 0; v0 2 vU1 + V , '0 2 �2, siB satisfait(III.3.11) et (III.3.16), etF satisfait(III.3.12)-(III.3.15) et
(III.3.17), alors

– Sid = 2, il existe une unique solution forte globale de(III.3.1)-(III.3.5) surR+ .
– Sid = 3, il existeT0(v0; U; '0) > 0 et une unique solution forte de(III.3.1)-(III.3.5) sur[0; T0[.

3.2.2 Cas non-dégénéré avec potentiel singulier

Dans ce paragraphe, on veut montrer l’existence de solutions faibles au problème (III.3.1)-(III.3.5) dans le cas d’une
mobilitéB(') non-dégénérée mais où le potentiel de Cahn-Hilliard est singulier, c’est-à-dire typiquement de la forme
logarithmique suivante [4, 15, 17]F (') = ��(1 + ') log(1 + ') + (1� ') log(1� ')�+ �(1� '2);
où� est la température et� la température critique, de sorte que pour� < � ce potentiel n’est pas convexe et admet la
forme en double puits caractéristique des potentiels de Cahn-Hilliard (figure I.2.1).

Le résultat que l’on obtient dans ce cadre (et même pour des potentielsF un peu plus généraux) est le suivant :

Théorème III.3.3
Supposons queB satisfait(III.3.11)et queF est défini comme ci-dessus. Etant donnésU > 0, v0 2 vU1 +H , '0 2 �1
tel quej'0j1 � 1 et jm('0)j < 1, alors il existe une solution faible(v; ') à (III.3.1)-(III.3.5) surR+ au sens de la
définition III.3.1.

Cette solution vérifie de plusj'(t; x)j < 1 pour presque tout(t; x) dansR+ �
;
et F 0(') 2 L2lo(R+ ; L2(
));
ce qui donne un sens à la définition III.3.1.



3. Résultats principaux dans le cadre homogène 85

L’obtention de l’estimationj'(t; x)j < 1 est très importante dans ce cadre, elle justifie la validité physique de telles
solutions. On rappelle en effet que par construction (voir le chapitre 1), les valeurs physiques de' sont celles comprises
entre�1 et1.

3.2.3 Cas dégénéré

Dans ce cas la situation est assez différente, les solutionsque l’on peut espérer obtenir sont nécessairement plus
faibles que dans le cas non dégénéré. En revanche, comme on vale voir dans la suite, on peut à nouveau montrer dans
ces conditions que si la donnée initiale'0 prend ses valeurs dans l’intervalle physiquement raisonnable [�1; 1℄, alors
pour presque tout temps,'(t) prend aussi ses valeurs dans cet intervalle. Pour l’étude menée dans ce cadre, nous suivons
la méthode utilisée dans [18] pour l’équation de Cahn-Hilliard avec mobilité dégénérée.

Ainsi, supposons queB est une fonction positive de classeC1 définie sur[�1; 1℄ et telle quex 2 [�1; 1℄ etB(x) = 0, x 2 f�1; 1g: (III.3.18)

Pour des raisons techniques (ne serait-ce que pour formulerla définition précise des solutions faibles que nous considé-
rons), on doit étendre la fonctionB àR en posantB(x) = 0 si jxj > 1. De la même façon, les bonnes hypothèses sur le
potentielF sont un peu différentes dans ce cas, on suppose queF = F1 + F2;
oùF1 est une fonction convexe définie sur℄� 1; 1[, de classeC2 telle que le produitBF 001 soit continu sur[�1; 1℄, etF2
une fonction de classeC2 sur[�1; 1℄, celle-ci étant étendue àR de sorte quekF 002 kL1(R) � F0. On suppose aussi queF 001 est croissante au voisinage dex = 1 et décroissante au voisinage dex = �1. (III.3.19)

Enfin, pour établir les estimations nécessaires à l’obtention de solutions à ce problème, on doit introduire une fonctionG définie sur℄� 1; 1[ par G(0) = 0; G0(0) = 0; G00(x) = B(x)�1; 8x 2℄� 1; 1[:
On peut maintenant énoncer le résultat obtenu sur l’existence de solutions faibles dans le cas dégénéré et sur la

validité physique des solutions de ce problème.

Théorème III.3.4
Sous les hypothèses(III.3.11),(III.3.18)-(III.3.19), pour tout0 < T < +1, U > 0, v0 2 vU1 +H et'0 2 �1, tel quej'0j1 � 1 et Z
�F ('0) +G('0)� < +1; (III.3.20)

il existe une solution faible au problème(III.3.1)-(III.3.5) sur[0; T [ au sens de la définition III.3.3. En outre, elle satisfait
l’estimation qualitative j'(t; x)j � 1 pour presque tout(t; x) 2℄0; T [�
:

Si on suppose de surcroît queB0(1) = 0 etB0(�1) = 0, alors pour presque toutt 2 [0; T [ l’ensemblefx 2 
; j'(t; x)j = 1g
est de mesure nulle.

Remarque III.3.4
1) Si B0(�1) 6= 0 etB0(1) 6= 0 alors on peut voir aisément queG est bornée sur[�1; 1℄ et que, commeBF 00

est supposée être bornée elle-aussi, la fonctionF est elle-même bornée sur[�1; 1℄. Dans ce cas,(III.3.20) est
satisfaite pour toute donnée initiale telle quej'0j1 � 1. C’est par exemple le cas si nous prenonsB(x) = 1� x2;
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et F (x) = �(1� x2) + ��(1 + x) log(1 + x) + (1� x) log(1� x)�:
Dans les autres cas, la condition(III.3.20) est non triviale et impose essentiellement que'0 soit suffisamment
éloignée des valeurs critiques�1 et 1. Un cas important dans lequel cette hypothèse est satisfaite est celui oùj'0j1 < 1.

2) On rappelle une fois de plus l’importance de l’estimationL1 obtenue dans ce théorème qui prouve que la solution
obtenue a un sens physique.

3) SiB est suffisamment dégénérée, alors l’hypothèse(III.3.20)nous impose quefx; j'(t; x)j = 1g soit de mesure
nulle à l’instant initial, et alors le dernier point du théorème implique que ceci est encore vrai pour tout temps.
D’un point de vue physique, on peut dire que si l’état initialne contient aucune zone où l’une des phases est pure,
alors le mélange ne contiendra jamais de zones de phase pure.

3.2.4 Comportement qualitatif

Si on considère l’équation de Cahn-Hilliard seule, quelques résultats sont connus sur le comportement asymptotique
des solutions. En particulier, l’existence d’une fonctionde Lyapunov et d’attracteurs globaux pour cette équation est
montrée dans [15, 32].

Dans le cas monodimensionnel (d = 1), quelques études [5, 12] existent sur les solutions stationnaires de l’équation
de Cahn-Hilliard. On peut par exemple étudier les extrema locaux de l’énergieF(') = Z
 ��22 jr'j2 + F (')�;
sous la contrainte de masse imposée. Dans ce cas, on trouve dans [5] l’étude de la stabilité linéaire de telles solutions.
Ainsi, il est prouvé que pour une composition moyenne du mélange! fixée (métastable), les solutions stationnaires
monotones sont

i) la solution constante qui est localement linéairement stable,
ii) une solution de type couche limite qui est linéairement instable,
iii) une solution de type couche de transition qui est globalement linéairement stable.

C’est donc la solution où les deux phases sont séparées par une interface de taille� qui est la plus stable pour ce système.

Le théorème qui va suivre s’intéresse au comportement des solutions de type i) sous cisaillement. Les solutions
de type ii) et iii) sont assez spécifiques au cas monodimensionnel et l’étude qui suit ne permet pas de conclure sur la
stabilité bidimensionnelle de telles solutions non constantes. On s’intéressera dans le chapitre 5 à l’étude de la persistance
de petites perturbations de telles solutions monodimensionnelles pour le système bidimensionnel de grand cisaillement
dans un canal très étiré.

Même si quelques solutions stationnaires de l’équation de Cahn-Hilliard sont connues en dimension2 ou3 [33, 34,
35], très peu de résultats de stabilité sont connus pour l’instant (voir [3]). De plus, on peut voir que si l’on considère
l’équation de Cahn-Hilliard avec un terme de transport supplémentairev:r' oùv(t; x) est un champ de vitesse régulier
et fixé, alors les résultats cités précédemment en dimensiond = 1 ne subsistent pas car il n’existe plus de fonction de
Lyapunov pour cette équation.

Pour le modèle couplé que l’on étudie ici (III.3.1)-(III.3.5), on est capable de montrer la stabilité de la solution
stationnaire obtenue en prenant un paramètre d’ordre' constant égal à!, et un champ de vitesse de cisaillementv = vU1
sous l’hypothèse que le cisaillementU n’est pas trop grand et que la composition moyenne du mélange! est un état
métastable du potentielF [5, 20], c’est-à-dire queF est convexe au voisinage de!.

Théorème III.3.5
Soit I un intervalle ouvert deR et ! 2 I donné. On suppose queB est une fonction positive de classeC1 définie surI , F une fonction de classeC3 définie surI . Alors, pourU � 0 assez petit, la solution stationnaire de(III.3.1)-(III.3.5)
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donnée par'1 = ! etvU1 = Uzex est asymptotiquement stable sous les conditionsB(!) > 0; (III.3.21)F 00(x) � 0 pour toutx dans un voisinage de!: (III.3.22)

Plus précisément, pour tout� > 0 assez petit, et pour toutes donnéesU � 0, v0 2 vU1 + V , '0 2 �2 satisfaisantm('0) = !; jU j � �; kv0k1 � �; k'0 �m('0)k2 � �;
il existe une unique solution forte globale surR+ du problème(III.3.1)-(III.3.5) au sens de la définition III.3.2. Celle-ci
vérifie de plus kv � v0kL1(R+;V ) + k'� '0kL1(R+;�2) � h(�);
oùh : R+ ! R+ est une fonction continue telle queh(0) = 0. Enfin, si� est assez petit, on a quandt! +1'(t) �! '1 dans�s pour tout0 � s < 2;v(t)� vU1 �! 0 dansVs pour tout0 � s < 1:
Remarque III.3.5

1) Ce théorème est prouvé dans les deux casd = 2 etd = 3, et de plus on accepte que la fonctionB dégénère loin
de! et que la fonctionF soit seulement définie sur un voisinage de!. Ainsi, ce théorème complète le résultat
des théorèmes III.3.2 et III.3.4 car en général, on ne peut niprouver la globalité des solutions fortes dans le cas
tridimensionnel, ni l’existence de solutions fortes dans le cas dégénéré.

2) Typiquement, ce théorème s’applique pourB(x) = (1� x2)r; r � 0; et F (x) = �(1� x2) + ��(1 + x) log(1 + x) + (1� x) log(1� x)�;
pour! dans℄ � 1;�1 + Æ[ ou dans℄1 � Æ; 1[ pour un certainÆ > 0 assez petit. Ainsi, le mélange homogène où
l’une des phases est prédominante, est stable. On retrouve ici le fait connu [25] que des petites inclusions d’une
phase dans une autre ne sont pas thermodynamiquement stableet ne peuvent subsister.

3) Supposons queB soit constant [13, 15] et que l’épaisseur de l’interface n’est pas trop petite (par exemple si on
est proche du point critique), c’est-à-dire [13, 16] que l’on a�F 00(x) � �2C; pour toutx 2 I; (III.3.23)

oùC est une constante connue, ne dépendant que du domaine
. On peut alors aisément déduire des estimations
données dans la preuve de ce théorème (section 4.6) que pourU > 0, '0 et v0 donnés non nécessairement petits
etsans supposer la métastabilité dem('0) , si une solution forte globale('; v) du problème existe (dans le casd = 2 par exemple), alors on a'(t) �m('0)! 0 dans�s pour tout0 � s < 2:
Ceci traduit le fait que si la taille caractéristique de l’interface est plus grande que la taille de
 (au voisinage
du point critique), alors une interface ne peut se développer dans le domaine. Ainsi tout mélange, quelque soit sa
composition moyenne, ne peut que devenir uniforme en temps long.

Si de plus on suppose que U � C�2;
oùC peut être elle-aussi explicitement déterminée à partir du domaine
 (ce qui revient à supposer que le nombre
de Reynolds de l’écoulement est petit), alors on a aussi la stabilité du champ de vitessev(t)� vU1 ! 0 dansVs pour tout0 � s < 1:
Ceci est bien sûr cohérent avec les résultats connus sur les équations de Navier-Stokes incompressibles : on sait
que la solution stationnaire dans un canal de ce type est stable dans les écoulements laminaires (à petit Reynolds).
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4 Preuves des résultats

4.1 Les conditions aux limites non-homogènes

Le premier point-clé des preuves qui vont suivre réside dansla façon dont on va ramener l’étude d’un problème
avec des conditions aux limites non-homogènes (III.1.5),(III.2.1) à des conditions aux limites homogènes du type
(III.2.2),(III.2.3). On sait en effet que celles-ci sont beaucoup plus adaptées au traitement mathématique des équations.
Pour cela, on relève les conditions aux limites (III.2.1) par un relèvement de Hopf du même type que celui proposé dans
[28] à la fois en dimensiond = 2 etd = 3. Notons qu’un tel relèvement peut être construit de façon très générale pour
des ouverts et des valeurs au bord plus générales, voir par exemple [31].

Lemme III.4.1
Pour tout� > 0, il existe une fonction régulièrev� = f�(z)ex telle quef�(1) = 1, f�(�1) = �1 etjv�j1 = 1; jv�j4 � C
�; (III.4.1)jb(u; v�; u)j � C
�kuk21 pour toutu dansV; (III.4.2)jrv�j22 = 2jD(v�)j22 � C
 1�4 (1 + �8); j�v�j22 � C
 1�12 (1 + �24); (III.4.3)

où la constanteC
 dépend seulement de l’ouvert
.

Remarque III.4.1
Une telle fonctionv� est à divergence nulle et vérifie(v�:r)v� = 0:
4.2 Cas non dégénéré

Dans ce paragraphe, on donne la preuve du théorème III.3.1. Dans la preuve de ce théorème comme dans celle du
théorème III.3.2, on va s’efforcer de bien contrôler la dépendance par rapport aux donnéesU , '0 et v0 des bornes que
l’on va obtenir. Ceci est indispensable dans l’optique de lapreuve du résultat de stabilité asymptotique (théorème III.3.5).

Théorème
Etant donnésU > 0; v0 2 vU1 + H;'0 2 �1, siB satisfait (III.3.11) etF satisfait (III.3.12)-(III.3.15) alors il existe
une solution faible globale(v; ') à (III.3.1)-(III.3.5) au sens de la définition III.3.1.

Preuve :
L’idée de la preuve est d’utiliser le lemme III.4.1 en posant, pour un� fixé (qui sera précisé dans la suite),v = u+ Uv�;

de sorte que les conditions aux limites suru sont homogènes. Donc, commeUv� � vU1 2 V , le théorème sera prouvé si
on montre que pour un� convenable (dépendant deU ), il existe(u; ') tels queu 2 L1(R+ ;H) \ L2lo(R+ ;V );' 2 L1(R+ ; �1) \ L2lo(R+ ; �2);
satisfaisant la condition initiale,u(0) = v0 � Uv� � u0; '(0) = '0; et la formulation faible suivante des équations

– pour toutw dansVddt (u;w) + b(u; u; w) + 2 Z
 �(')D(u) : D(w) + Ub(u; v�; w) + Ub(v�; u; w)+ 2U Z
 �(')D(v�) : D(w) = � Z
(w:r�)' dansD0(R+� ); (III.4.4)
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– pour tout dans�1ddt (';  ) + Z
B(')r�:r � Z
(u:r )'� U Z
(v�:r )' = 0 dansD0(R+� ); (III.4.5)

où� est toujours donné par (III.3.6).

Pour montrer cela, on utilise une approximation de Galerkin. On considère(wi)i�1 la famille des fonctions propres
de l’opérateur de StokesA comme base de Galerkin de l’espaceV et ( i)i�1 la famille des fonctions propres de
l’opérateur�� muni des conditions aux limites (III.2.2) comme base de Galerkin dans�1. On peut bien sur choisir 1
comme étant la fonction constante égale à1 et on remarque usuellement, que les( i) sont orthogonales à la fois dans�0 et dans�1.

On définit alors les sous-espaces d’approximation de dimensionn, par	n = Vet( 1; :::;  n);
et Wn = Vet(w1; :::; wn);
et les projecteurs orthogonauxP	n etPWn sur ces espaces dans�0 (resp. dansH). Remarquons que le choix des( i)
implique la stabilité de l’espace	n par l’opérateur��.

Enfin, il est bon de noter que même si
 n’est pas très régulier, les fonctions propres de l’opérateur de Stokes sont
régulières à cause des conditions aux limites périodiques choisies dansd� 1 directions.� Etape 1: On cherche trois fonctions de la formeun(t) = nXi=1 �i(t)wi 2 Wn; 'n(t) = nXi=1 �i(t) i 2 	n; �n(t) = nXi=1 i(t) i 2 	n;
où�i; �i eti sont des fonctions numériques de classeC1, telles queun(0) = PWn(u0), 'n(0) = P	n('0) et

– pour toutw dansWn(d undt ; w) + b(un; un; w) + 2 Z
 �('n)D(un) : D(w) + Ub(un; v�; w) + Ub(v�; un; w)+ 2U Z
 �('n)D(v�) : D(w) = � Z
(w:r�n)'n; (III.4.6)

– pour tout dans	n,(d'ndt ;  ) + Z
B('n)r�n:r � Z
(un:r )'n � U Z
(v�:r )'n = 0; (III.4.7)

où on a posé �n = ��2�'n + P	n(F 0('n)): (III.4.8)

Les fonctionsB, � etF 0 étant localement Lipschitziennes, on voit aisément que ce système d’équations est équivalent
à un problème de Cauchy pour un système d’équations différentielles ordinaires (en dimension finie) dans les inconnues�i, �i et i, de sorte que le théorème de Cauchy-Lipscithz assure l’existence d’une unique solution dans un intervalle
maximal[0; tn[, tn > 0.� Etape 2: On a vu dans le lemme III.2.2, que l’équation de Cahn-Hilliard conservait la moyenne de' ce qui
correspond physiquement à la conservation totale des proportions des deux phases dans le mélange. Grâce au choix des
sous-espaces d’approximations que l’on a fait, cette propriété reste vraie sur les solutions approchées. En effet, si on
prend 1 = 1 comme fonction test dans (III.4.6), on obtient que pour toutn � 1 et toutt 2 [0; tn[, on addtm('n) = 1j
j Z
 d'ndt  1 = 0;
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de sorte que m('n(t)) = m('n(0)) = m(P	n('0)) = m('0): (III.4.9)

Ainsi m('n) est indépendant det et den, et ne dépend que de la donnée initiale'0.� Etape 3: On doit maintenant obtenir des estimationsa priori pour montrer quetn = +1 pour toutn � 0 et que
les suites(un), ('n) et (�n) sont bornées dans des espaces fonctionnels appropriés.

- Tout d’abord, on utilise�n(t) 2 	n comme fonction test dans (III.4.7) pour obtenir(d'ndt ; �n(t)) + Z
 B('n)jr�nj2 � Z
(un:r�n)'n = �U Z
(v�:r�n)'n;
et ainsi, en utilisant (III.4.8), on addt ��22 jr'nj22 + Z
 F ('n)�+ Z
 B('n)jr�nj2 � Z
(un:r�n)'n = �U Z
(v�:r�n)'n:

- En utilisantun(t) comme fonction test dans (III.4.6), on obtientddt �12 junj22�+ 2 Z
 �('n)D(un) : D(un) = �Ub(un; v�; un)� 2U Z
 �('n)D(v�) : D(un)� Z
(un:r�n)('n �m('n));
carun est à divergence nulle et que donc grâce à (III.2.2)-(III.2.3), on peut voir aisément queZ
 un:r�n = Z
 div (�nun) = Z�
 �n:(un:�) = 0:
Maintenant on utilise (III.2.9) et l’inégalité de Korn (III.2.6), et en sommant les deux dernières estimations, il vientddt ��22 jr'nj22 + 12 junj22 + Z
 F ('n)�+B1jr�nj22 + �1jrunj22� U jb(un; v�; un)j+p2�2U jD(v�)j2jrunj2 + U jv�j4jr�nj2j'n �m(')j4:
Si on utilise (III.2.10), (III.4.1), (III.4.2), l’injection de SobolevH1 � L4 et l’inégalité de Young, on trouveddt ��22 jr'nj22 + 12 junj22 + Z
 F ('n)�+B1jr�nj22 + �1jrunj22� C�U jrunj22 + �12 jrunj22 + CU2jD(v�)j22 + B12 jr�nj22 + CU2�2jr'nj22: (III.4.10)� Etape 4: Utilisons'n�m('0) = 'n�m('n) 1 comme fonction test dans (III.4.8) pour obtenir, en utilisant les
conditions au bord pour'n, (�n; 'n �m('n)) = �2jr'nj22 + Z
 F 0('n)('n �m('0)):
Mais, commem('n �m('n)) = 0, cette quantité est aussi égale à(�n �m(�n); 'n �m('n)). Ainsi, avec (III.2.7),
l’inégalité de Young et l’hypothèse (III.3.14), on a12�2 jr�nj22 � �22 jr'nj22 + F3(m('0))�Z
 F ('n)�� F4(m('0))j
j: (III.4.11)
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De plus, si on multiplie (III.4.8) par��'n, on obtient en intégrant par parties(r�n;r'n) = �2j�'nj22 + Z
 F 00('n)jr'nj2:
Finalement l’hypothèse (III.3.15) combinée à l’inégalitéde Young, fournit12 jr�nj22 � �2j�'nj2 � (F5 + 12)jr'nj22: (III.4.12)

Ainsi, les estimations (III.4.11) et (III.4.12) montrent qu’il existe des constantesC1; C2 > 0, dépendant seulement de�;B1 etF5 telles que B12 jr�nj22 �B14 jr�nj22 + C1jr'nj2 + C1j�'nj22+ C1F3(m('0))�Z
 F ('n)�� C2F4(m('0)): (III.4.13)

A partir de maintenant, on choisit� de la forme� = �(U) = min(k=U; 4pU): (III.4.14)

où k dépend seulement des fonctionsB, � et sera fixé dans la suite. De l’estimation (III.4.10) on déduit à l’aide de
(III.4.13) et (III.4.3),ddt ��22 jr'nj22 + 12 junj22 + Z
 F ('n)�+ B14 jr�nj22 + �12 jrunj22+ C1jr'nj22 + C1j�'nj22 + C1F3(m('0))�Z
 F ('n)�� C�U jrunj22 + CU2 1�4 (1 + �8) + CU2�2jr'nj22 + C2F4(m('0))� Ckjrunj22 + f1(U) + Ck2jr'nj22 + C2F4(m('0));
oùf1(U) = CU2(1+�(U)8)=�(U)4 ne dépend que deU et satisfait pourU assez petitf1(U) = CU(1 + U2) qui tend
vers0 quandU tend vers0.

Posons maintenant k = min �14C ;rC12C! ; (III.4.15)

pour obtenirddt ��22 jr'nj22 + 12 junj22 + Z
 F ('n)�+ B14 jr�nj22 + �14 jrunj22 + C12 jr'nj22 + C1j�'nj2+ C1F3(m('0)) Z
 F ('n)� C2F4(m('0)) + f1(U): (III.4.16)

De sorte que si on introduit yn(t) = �22 jr'n(t)j22 + 12 jun(t)j22 + Z
 F ('n(t));
on a pour un certain > 0 assez petit ne dépendant que des diverses constantes introduites jusqu’à présent, grâce à
l’inégalité de Poincaré (III.2.5) y0n(t) + yn(t) � C 0F4(m('0)) + f1(U):
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CommeF est positive (hypothèse (III.3.12)),yn est une fonction numérique positive. Le lemme de Gronwall montre
alors quetn = +1 pour toutn � 1 etyn(t) � yn(0) + �1(C 0F4(m('0)) + f1(U)); 8t � 0:
Si on utilise le fait queP	n et PWn sont des projecteurs orthogonaux dans les espaces respectifs �0 etH construits
sur les fonctions propres respectives du laplacien et de l’opérateur de Stokes, les hypothèses (III.3.12)-(III.3.17), et
l’injection H1 � Lp qui est vraie avec le choix dep dans (III.3.13), il vientyn(0) = �22 jrP	n('0)j22 + 12 jPWn(u0)j22 + Z
 F (P	n('0))� �22 jr'0j22 + 12 ju0j22 +�F4(m('0))j
j+ Z
 jP	n('0)�m('0))j jF 0(P	n('0))j�F3(m('0))�1� Cjr'0j22 + Cju0j22 +�j
jF4(m('0)) + jP	n('0 �m('0))j2jF1 + F2jP	n('0)jpj2�F3(m('0))�1� Cjr'0j22 + Cjv0j22 + CU2 +�j
jF4(m('0)) + Cj'0 �m('0)j2(1 + k'0kp1)�F3(m('0))�1:
Posons k1(v0; '0; U) �CF4(m('0)) + Cjr'0j22 + Cjv0j22 + Cf1(U) + CU2+�CF4(m('0)) + Cj'0 �m('0)j2(1 + k'0kp1)�F3(m('0))�1; (III.4.17)

de sorte que l’estimation obtenue précédemment s’écritkunkL1(R+;H) + k'n �m('0)kL1(R+;�1) � k1(v0; '0; U): (III.4.18)

En intégrant en temps (III.4.16) et en utilisant (III.4.18), on peut aisément obtenir pour toutt0 � 0; � > 0,kunkL2(t0;t0+� ;V ) + k'n �m('0)kL2(t0;t0+� ;�2) + kr�nkL2(t0;t0+� ;L2(
)) � k2(v0; '0; U; �); (III.4.19)

où k2(v0; '0; U; �) � C(1 + �)k1(v0; '0; U): (III.4.20)� Etape 5: On obtient à partir de (III.4.8),m(�n) = (�n;  1) = �2(��'n;  1) + (P	nF 0('n);  1) = Z
 F 0('n);
car le premier terme s’annule grâce aux conditions au bord (III.2.2).

Ainsi, grâce à (III.3.13) et à l’injectionH1 � Lp, pour presque toutt � 0jm(�n)j � F1 Z
 j'njp + F2j
j � F1j'njpp + F2j
j � F1k'n(t)kp1 + F2 � C(u0; '0; U):
Enfin, l’inégalité de Poincaré (III.2.7) et l’estimation (III.4.19) fournissentk�nkL2(t0;t0+� ;�1) � C(v0; '0; U; �): (III.4.21)

De plus, on a �4jr�'nj22 � 2jr�nj22 + 2jrP	nF 0('n)j22� 2jr�nj22 + 2jrF 0('n)j22;
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carP	n est construit sur les fonctions propres de��. En utilisant (III.3.13) il vientjrF 0('n)j22 � C Z
(1 + j'nj2p�2)jr'nj2 � Cjr'nj22 + Cjj'nj2p�2j 32 jjr'nj2j3� Cjr'nj22 + Cj'nj2p�23p�3jr'nj26 � Cjr'nj22 + Cjr'nj2p�22 j�'nj22;
grâce au choix dep dans (III.3.13) qui implique la validité des injections de SobolevH1 � L6 etH1 � L3p�3 à la fois
en dimensiond = 2 et en dimensiond = 3.

Finalement, avec (III.4.18), (III.4.19) et (III.4.21) il suitk'n �m('0)kL2(t0;t0+� ;�3) � C(v0; '0; U; �): (III.4.22)� Etape 6:
- Récrivons l’équation (III.4.6) sous la formed undt + P �Wn�B(un; un) + UB(un; v�) + UB(v�; un)+A('n; un) + UA('n; v�) + 'nr�n� = 0; (III.4.23)

où, pour' 2 �1; u 2 V , on définitA('; u) 2 V 0 parA('; u):w = 2 Z
 �(')D(u) : D(w); 8w 2 V:
On a de plus aisément jA('; u)jV 0 � Ckuk1:
Le fait quePWn soit un projecteur dansVs pour touts � 0 impliquekPWnkL(Vs;Vs) � 1 et kP �WnkL(V 0s ;V 0s ) � 1:
Et finalement, l’injection de SobolevH1 � L4 (en dimensiond = 2 ou3) permet d’obtenirj'r�jV 0 � Cj'j4jr�j2 � Ck'k1jr�j2:

En utilisant ces propriétés, l’injectionV 0 � V 0d2 et (III.2.10) on déduit de (III.4.23) que����d undt ����V 0d2 � C + Cjunj2kunk1 + Ckunk1 + Ck'nk1jr�nj2:
Ce qui fournit grâce à (III.4.18)-(III.4.19), et (III.4.21), pour toutn � 1, t0 � 0 et � > 0,d undt L2(t0;t0+� ;V 0d2 ) � C(u0; '0; U; �): (III.4.24)

- De la même façon on peut obtenir un contrôle de
d'ndt . On récrit (III.4.7) sous la formed'ndt + P �	n� div (B('n)r�n) + div ('nun) + U div ('nv�)� = 0; (III.4.25)

dans laquelle on a clairementj div (B(')r�)j�01 � B2jr�j2; et jdiv ('u)j�01 � j'j4juj4 � Ck'k1kuk1:
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CommeP	n est un projecteur orthogonal dans�1, il vient����d'ndt �����01 � Cjr�nj2 + Ck'nk1 + Ck'nk1kunk1;
ce qui implique, en utilisant (III.4.18)-(III.4.19) que pour toutt0 � 0 et � > 0d'ndt L2(t0;t0+� ;�01) � C(u0; '0; U; �): (III.4.26)� Etape 7: D’après les estimations (III.4.18)-(III.4.19), (III.4.21), (III.4.24), (III.4.26) et le lemme III.2.4, on peut
extraire des sous-suites de(un), ('n) et (�n) qui satisfont (en les notant encoreun; 'n; �n)un * u dansL1(R+ ;H) faible-�;un * u dansL2lo(R+ ;V ) faible;un ! u dansL2lo(R+ ;H) fort;d undt * dudt dansL2lo(R+ ;V 0d2 ) faible;'n * ' dansL2lo(R+ ; �3) faible'n * ' dansL1(R+ ; �1) faible-�;'n ! ' dansL2lo(R+ ; �0) fort et presque partout;d 'ndt * d'dt dansL2lo(R+ ; �01) faible;�n * � dansL2lo(R+ ; �1) faible:

De plus, grâce aux interpolations[V1; V 0d2 ℄ 12 = V 0d�24 , [�3;�01℄ 12 = �1 et au troisième point du lemme III.2.4, on

déduit que un * u 2 C0([0; T [; V 0d�24 ) faible;'n * ' 2 C0([0; T [;�1) faible;'n * ' 2 C0([0; T [;�s) fort, pour tout0 � s < 1:
En particulier,un(0) converge faiblement versu(0) dansV 0d�24 et ainsiu(0) = u0 carPWn converge vers l’identité pour

la topologie forte des opérateurs. De la même façon on prouveque'(0) = '0.
Il reste à montrer que les fonctionsu; ' et� vérifient (III.4.4)-(III.4.5).
Pour cela considérons� 2 D(R+� ), etN � 1. Pour toutn � N , un vérifie (III.4.6) avecw = wN ; On multiplie

cette équation par�(t) et on l’intègre par parties. Il faut s’assurer que les propriétés de convergence des suites(un), ('n)
et (�n) permettent le passage à la limite dans cette équation. Ceci est clairement le cas, le seul terme non trivial étant le
terme non-linéaireb(un; un; �wN ) dont la convergence est obtenue grâce à la convergence fortedeun dansL2(R+ ; H).
L’équation limite étant satisfaite pour toutN et pour tout� 2 D(R+� ), la densité deVet(wi)i�1 dansV nous permet
de conclure queu; ' et� satisfont (III.4.4). De la même façon, on montre que l’équation (III.4.5) est satisfaite.

En ce qui concerne (III.3.6), le résultat provient de la convergence des projecteursP	n vers l’identité au sens de la
topologie forte des opérateurs et du théorème de convergence dominée.

4.3 Solutions fortes dans le cas non dégénéré

Prouvons maintenant le théorème III.3.2 que nous rappelonsci-dessous.
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Théorème
Etant donnésU > 0; v0 2 vU1 + V , '0 2 �2, si B satisfait (III.3.11), (III.3.16), etF satisfait (III.3.12)-(III.3.15) et
(III.3.17), alors

– Sid = 2, il existe une unique solution forte globale de(III.3.1)-(III.3.5) surR+ .
– Sid = 3, il existeT0(v0; U; '0) > 0 et une unique solution forte de(III.3.1)-(III.3.5) sur[0; T0[.

Preuve :
Dans la première partie de la preuve, on va montrer l’existence de telles solution fortes ; l’unicité sera étudiée dans

un second temps.� Etape 1: Tout d’abord, on remarque que si un couple('; v) de fonctions définies sur[0; T [, avec0 < T � +1,
vérifie v � vU1 2 L1(0; T ;V ) \ L2lo(0; T ;V2); ' 2 L1(0; T ;V2) \ L2lo(0; T ; �4); (III.4.27)

et satisfait (III.3.7)-(III.3.8) alors il vérifie aussi desestimations similaires à (III.4.23) et (III.4.25) desquelles on déduit

que
d udt appartient àL2lo(0; T ;H) et

d'dt àL2lo(0; T ; �0). Ainsi, on peut déduire du troisième point du lemme III.2.4
que v � vU1 2 C0([0; T [; V ); and ' 2 C0([0; T [;�2);
et ainsi,(v; ') est bien une solution forte du problème au sens de la définition III.3.2. Il suffit donc dans la suite de
prouver l’existence d’une solution qui satisfait (III.4.27).� Etape 2: Comme on l’a fait pour les solutions faibles, on cherche une solution forte de la formev = u+ Uv� et
on va chercher de nouvelles estimationsa priori sur la solution de l’approximation de Galerkin (III.4.6)-(III.4.8) utilisée
dans la preuve du théorème III.3.1.

Dans la suite, au lieu de définir� par (III.4.14), on va voir qu’il faut prendre� = min( 12pU; k=U); (III.4.28)

oùk est toujours donné par (III.4.15). Il est facile de voir qu’avec un tel choix, les estimations dans la preuve du théorème
III.3.1 sont strictement identiques, la seule chose qui change étant la valeur de la fonctionf1 dans (III.4.16), qui devient
pourU assez petitf1(U) = CU 53 (1 + U 23 ). Le point important est de remarquer quef1(U) tend toujours vers zéro
quandU tend vers zéro.

De plus, grâce à ce nouveau choix pour�, il vient avec (III.4.3), pourU assez petitf2(U) � U2j�v�j22 � CU2 1�12 (1 + �24) � CU(1 + U2):
Dorénavant,fi représentera systématiquement une fonction continue deU positive, telle quefi(0) = 0.

Les estimations suivantes sont parfaitement justifiées surles solutions approchées par la méthode de Galerkin que
l’on a construites dans la preuve du théorème III.3.1, mais pour simplifier les notations on ne notera plus l’indicen dansun; 'n, ou�n.

UtilisonsAu comme fonction test dans (III.4.6), il vient après intégration par parties,12 ddt jruj22 � 2 Z
 �0(')r':(D(u + Uv�):Au)� 2 Z
 �(')�(u + Uv�):Au+ b(u; u;Au) + Ub(v�; u; Au) + Ub(u; v�; Au)= ��2 Z
(Au:r')�': (III.4.29)

Remarquons que, si l’action de l’opérateur de Stokes sur u s’écritAu = ��u+r�, on a� Z
 �(')�u:Au = Z
 �(')jAuj2 � Z
 �(')r�:Au: (III.4.30)
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Utilisons maintenant�2' comme fonction test dans (III.4.7), il vient12 ddt j�'j22 + Z
 u:r'�2'+ U Z
 v�:r'�2'� Z
B0(')r':r��2'� Z
B(')���2' = 0: (III.4.31)

Les trois estimations (III.4.29)-(III.4.31) fournissentddt �12 j�'j22 + 12 jruj22�+ �2B1j�2'j22 + 2�1jAuj22� U Z
 jv�j jr'j j�2'j+B2j�F 0(')j2j�2'j2 + 2�2U j�v�j2jAuj2+ 2k�0k1 Z
 jr'j jD(u+ Uv�)j jAuj+ kB0k1 Z
 jr'j jr�j j�2'j+ jb(u; u;Au)j+ U jb(v�; u; Au)j+ U jb(u; v�; Au)j+ �2 Z
 jAujjr'jj�'j + Z
 jujjr'jj�2'j+ ����Z
 �(')r�:Au���� : (III.4.32)

� Etape 3: Il faut maintenant estimer chacun des onze termes du membre de droite de (III.4.32), que l’on va noterI1; :::; I11.
Commejv�j1 = 1, on a I1 � U jv�j1jr'j2j�2'j2 � �2B110 j�2'j22 + CU2jr'j22: (III.4.33)

En suivant [32], on écritj�F 0(')j22 � jF 000(')j21jr'j44 + jF 00(')j21j�'j22� C(1 + j'�m(')j2q1)jr'j44 + C(1 + j'�m(')j2q+21 )j�'j22:
- Si d = 2 : choisissonsÆ > 0 tel que Æ < 2q + 1 ; (III.4.34)

et utilisons l’injection de SobolevH1+Æ � L1, l’interpolationH1+Æ = [H1; H4℄ Æ3 et (III.2.7) afin d’obtenirj'�m(')j1 � Cjr'j1� Æ32 j�2'j Æ32 :
De plus, grâce à l’injection de SobolevH 12 � L4 et à l’interpolationH 12 = [L2; H3℄ 16 , on ajr'j4 = jr('�m('))j4 � Cjr'j 562 k'�m(')k 164 � Cjr'j 562 j�2'j 162 :
De la même façon, on montrej�'j2 � Ck'�m(')k2 � Ck'�m(')k 231 k'�m(')k 134 � Cjr'j 232 j�2'j 132 : (III.4.35)

Et finalement, il vientj�F 0(')j22 � C �1 + jr'j2q(1� Æ3 )2 j�2'j2q Æ32 � jr'j 1032 j�2'j 232+ C �1 + jr'j(2q+2)(1� Æ3 )2 j�2'j Æ3 (2q+2)2 � jr'j 432 j�2'j 232 :



4. Preuves des résultats 97

Grâce à (III.4.34), on voit aisément que toutes les puissances dej�2'j2 apparaissant dans cette estimation sont
strictement plus petites que2, de sorte que par l’inégalité de Young et (III.4.18) il resteI2 � Cjr'j 432 (1 + jr'j�12 ) + �2B110 j�2'j22; (III.4.36)

où�1 > 0 est une constante dépendant deq et deÆ.
- Si d = 3 : on utilise l’inégalité d’Agmon (III.2.8) et l’interpolationH2 = [H1; H4℄ 13 pour obtenirj'�m(')j1 � Cjr'j 12 k'�m(')k 122 � Cjr'j 562 j�2'j 162 :

Puis, en utilisantH 34 � L4 etH 34 = [L2; H3℄ 14 , on ajr'j4 � Cjr'j 342 j�2'j 142 :
Donc, avec (III.4.35) qui est aussi valable en dimension3, il restej�F 0(')j22 � C �1 + jr'j 53 q2 j�2'j q32 � jr'j32j�2'j2+ C �1 + jr'j 53 (q+1)2 j�2'j 13 (q+1)2 � jr'j 432 j�2'j 232 :
Grâce à l’hypothèse sur (III.3.17) et en particulier au choix de q, on peut à nouveau voir que les puissances dej�2'j2 sont encore strictement plus petites que2 et ainsi par l’inégalité de Young obtenirI2 � Cjr'j 432 (1 + jr'j�22 ) + �2B110 j�2'j22; (III.4.37)

où�2 > 0 est une constante.
En ce qui concerne le troisième terme, on peut écrireI3 � CU2j�v�j22 + �15 jAuj22 � Cf2(U) + �15 jAuj22: (III.4.38)

Si on utiliseH 32 � L1 en dimensiond = 2, ou l’inégalité d’Agmon en dimensiond = 3, et l’interpolation entreL2 etH3, on obtient dans les deux cas jr'j1 � Cjr'j 122 j�2'j 122 ; (III.4.39)

et donc I4 � 2k�0k1U jD(v�)j2jr'j 122 j�2'j 122 jAuj2 + 2k�0k1jr'j 122 j�2'j 122 jruj2jAuj2� �15 jAuj22 + �2B110 j�2'j22 + Cjr'j22jruj42 + f3(U)jr'j22: (III.4.40)

On traite le cinquième terme de la façon suivante :
- si d=2 : on a vu lors de l’estimation du termeI2 quej��j22 � 2�2j�2'j22 + 2j�F 0(')j22 � C(1 + j�2'j22):

On utilise alors une nouvelle fois l’injectionH1 � L4 et des résultats d’interpolation pour obtenirI5 � Cjr'j4jr�j4j�2'j2 � Cjr'j 122 j�'j 122 jr�j 122 j��j 122 j�2'j2� �2B110 j�2'j22 + Cjr'j2 + Cjr�j22j�'j22 + Cjr'j22jr�j22j�'j22: (III.4.41)
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- si d=3 : il faut remarquer que jr�j � �2jr�'j + jF 00(')jjr'j:
Ainsi, les inégalités d’Agmon (III.2.8), et de Poincaré (III.2.7) impliquentjr'j1 = jr('�m('))j1 � k'�m(')k 122 k'�m(')k 123� Cj�'j 122 jr�'j 122 :
On utilise ensuite l’inégalité d’interpolation suivantejr�'j2 � k�'k1 � j�'j 122 k�'k 122 � j�'j 122 j�2'j 122 ;
qui permet grâce aux injectionsH1 � L4 etH2 � L1, d’estimerI5 parI5 � Cjr'j1jr�'j2j�2'j2 + CjF 00(')j1jr'j24j�2'j2� Cj�'j 542 j�2'j 742 + C(1 + j'jq+11 )j�'j22j�2'j2� Cj�'j 542 j�2'j 742 + C(1 + j�'jq+12 )j�'j22j�2'j2� �2B110 j�2'j22 + Cj�'j102 + C(1 + j�'j2q+22 )j�'j22: (III.4.42)

Pour estimer le termeI6, on doit à nouveau l’étudier séparément en fonction de la dimension de l’espace.
- si d=2 : il suffit d’utiliser l’injectionH 12 � L4 et l’interpolationH 12 = [L2; H1℄ 12 pour obtenirI6 = jb(u; u;Au)j � Cjuj4jruj4jAuj2 � Cjuj 122 jruj2jAuj 322� �15 jAuj22 + Cjuj22jruj42: (III.4.43)

- si d=3 : il faut dans ce cas, utiliserH1 � L6 etH 12 � L3 ainsi que des résultats d’interpolation, afin d’obtenir
aisément I6 = jb(u; u;Au)j � Cjuj6jruj3jAuj2 � Cjruj 322 jAuj 322� �15 jAuj22 + Cjruj62: (III.4.44)

Il est facile de voir que I7 � U jv�j1jruj2j�uj2 � �15 jAuj22 + CU2jruj22; (III.4.45)

et que grâce à l’inégalité d’Agmon, on aI8 � U juj1jrv�j2jAuj2 � U jruj 122 jrv�j2jAuj 322� �15 jAuj22 + f4(U)jruj22; (III.4.46)

mais aussi I9 � �2jAuj2jr'j1j�'j2 � CjAuj2j�'j 322 jr�'j 122� �15 jAuj22 + Cj�'j32jr�'j2: (III.4.47)

Si on utilise (III.4.39), il vient I10 � juj2jr'j1j�2'j2 � juj2jr'j 122 j�2'j 322� �2B110 j�2'j22 + Cjuj42jr'j22: (III.4.48)
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Enfin, grâce à la régularité de l’opérateur de Stokes (inégalités (III.2.4)) on déduit en intégrant par parties, l’estima-
tion suivante I11 = ����Z
 �0(')�r':Au����� k�0kL1 jr'j1j�jL2=RjAuj2 � Cjr�'j2kuk1jAuj2 (III.4.49)� �15 jAuj22 + Cjr�'j22jruj22: (III.4.50)� Etape 4 - Etude du cas bidimensionnel:

Posons y(t) = �22 j�'j22 + 12 jruj22;
de sorte que, grâce à (III.4.33)-(III.4.50), l’estimation(III.4.32) peut s’écrirey0(t) + �2B110 j�2'j22 + �15 jAuj22� Cjr'j2 + Cjr'j22 + Cjuj42jr'j22 + (C + f3(U))jr'j 432 (1 + jr'j�12 ) + Cf2(U)+ C�U2 + f4(U) + jr'j22jruj22 + jr�j22 + jr'j22jr�j22+ juj22jruj22 + j�'j2jr�'j2 + jr�'j22�y(t)� k3(v0; '0; U) + g(t)y(t): (III.4.51)

en ayant défini grâce aux estimations sur les solutions faibles (III.4.18)-(III.4.19), la constantek3(v0; '0; U) = C(k1 + k21 + k61) + (C + f3(U))k 431 (1 + k�11 ) + Cf2(U): (III.4.52)

De même, si on pose k4(v0; '0; U; �) = C(U2 + f4(U))� + C(k21k22 + k22); (III.4.53)

il vient pour toutt0 � 0; � > 0 Z t0+�t0 g(s)ds � k4(v0; '0; U; �):
Le point-clé est d’utiliser maintenant, le lemme de Gronwall uniforme (lemme III.2.5) et (III.4.19) pour déduire que

pour toutt � 0, y(t) � (max(y(0); k22) + k3)ek4 :
Rappelons que dans toutes les estimations qui précèdent, les fonctionsu et ' sont en fait les approximations de

Galerkin de la solution faible du problème, et que donc on au(0) = Pu0 et'(0) = P 0'0 oùP etP 0 sont les projecteurs
sur les espaces de Galerkin adéquats et non pasu(0) = u0 et '(0) = '0. Néanmoins, comme on l’a fait pour les
solutions faibles, on peut obtenir avec (III.4.3) et (III.4.28), une borne sury(0) qui ne dépende que des données initiales
du problème et non pas de leur projection sur les espaces d’approximation. Ainsi, il vienty(0) � �22 j�'0j22 + 12 jru0j22 � �22 j�'0j22 + 12 jrv0j22 + f5(U):
Si finalement, on posek5(v0; '0; U) � �max��22 j�'0j22 + 12 jrv0j22 + f5(U); k22�+ k3� ek4 ; (III.4.54)
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il reste k�'kL1(R+;�0) + krukL1(R+;L2(
)) � C:k5(v0; '0; U);
ce qui permet de déduire de (III.4.51) que' etu sont bornées dansL2lo(R+ ; �4) etL2lo(R+ ;V2) respectivement. Il est
maintenant immédiat d’en déduire l’existence d’une solution forte globale du problème dans le cas bidimensionnel.� Etape 5 - Etude du cas tridimensionnel:

D’après (III.4.33)-(III.4.50), l’estimation (III.4.32)peut se récrire dans ce cas à l’aide de la fonctionnelley de la
façon suivantey0(t) + �2B110 j�2'j22 + �15 jAuj22� Cjr'j22 + Cjuj42jr'j22 + (C + f3(U))jr'j 432 (1 + jr'j�22 ) + Cf2(U)+ C�U2 + f4(U) + jr'j22jruj22 + juj22jruj22 + j�'j2jr�'j2 + jr�'j22�y(t)+ C1(y3(t) + y5(t))� ~k3(v0; '0; U) + ~g(t)y(t) + C1(y3(t) + y5(t)): (III.4.55)

Grâce à un argument standard de comparaison sur les équations différentielles ordinaires, on déduit qu’il existe un
tempsT0 = T0(v0; '0; U) tel quey est bornée sur tout intervalle compact de[0; T0[, ce qui prouve l’existence d’une
solution forte locale au problème définie sur l’intervalle de temps[0; T0[.� Etape 6 - Unicité :

On suppose données deux solutions fortesv1; '1; �1 etv2; '2; �2 de (III.3.6)-(III.3.8) définies sur l’intervalle[0; T [.
Par la remarque III.3.1 on a en fait'1; '2 2 C0([0; T ℄�
) de sorte qu’il existeR > 0 tel quej'1(t; x)j � R; j'2(t; x)j � R; 8x 2 
; 8t 2 [0; T ℄;k'1(t)k2 � R; k'2(t)k2 � R; pour presque toutt 2 [0; T ℄;kv1(t)k1 � R; kv2(t)k1 � R; pour presque toutt 2 [0; T ℄:

Si on pose' = '1 � '2 etv = v1 � v2, on peut obtenir de (III.3.9) et (III.3.10), les équations vérifiées par' etv
– Pour toutw dansV ,ddt (v; w) + b(v; v1; w) + b(v2; v; w) + 2 Z
(�('1)� �('2))D(v1) : D(w) + 2 Z
 �('2)D(v) : D(w)= ��2 Z
(w:r'1)�'� �2 Z
(w:r')�'2:

(III.4.56)

– Pour tout dansV3,ddt (';  )� Z
(v:r )'1 � Z
(v2:r )'� �2 Z
(B('1)�B('2))r�'1:r � �2 Z
 B('2)r�':r + Z
(BF 00('1)�BF 00('2))r'1:r + Z
BF 00('2)r':r = 0: (III.4.57)

Comme les solutions que nous considérons sont régulières, on peut choisirw = v comme fonction test dans (III.4.56)
et = ��2�' comme fonction test dans (III.4.57) (en remarquant quev 2 V ). Si on somme les estimations obtenues
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après intégrations par parties, il vientddt ��22 jr'j22 + 12 jvj22�+ �1jrvj22 + �4B1jr�'j22� jb(v; v1; v)j+ 2k�0k1 Z
 j'jjD(v1)jjD(v)j+ �2 Z
 jv2jjr'jj�'j + �2 Z
 jvjjr'jj�'2j+ �2 Z
 jB('1)F 00('1)�B('2)F 00('2)jjr'1jjr�'j+ �2 Z
 jB('2)F 00('2)jjr'jjr�'j+ �4kB0k1 Z
 j'jjr�'1jjr�'j:
(III.4.58)

Une fois de plus, on va estimer chacun des sept termesJ1; :::; J7 du second membre de cette dernière inégalité. Il est
important de voir que les estimations qui vont suivre seronteffectuées dans les deux casd = 2 etd = 3.

On utilise tout d’abord l’injectionH 34 � L4 et l’interpolationH 34 = [L2; H1℄ 34 , il vientJ1 � jr(v1)j2jvj24 � C(R)jvj 122 jrvj 322� �18 jrvj22 + C(R)jvj22: (III.4.59)

Pour le second terme, ce sont les injectionsH 12 � L3 etH1 � L6 qui permettent de conclureJ2 � k�0k1j'j6jD(v1)j3jD(v)j2 � Cjr'j2jrvj2jrv1j 122 kv1k 122� �18 jrvj22 + C(R)jr'j22: (III.4.60)

Grâce à l’injectionH2 � L1, on peut aisément obtenirJ3 � �2jr'j1j�'2jjvj2 � �2jr�'j2j�'2j2jvj2� �4B18 jr�'j22 + C(R)jvj22; (III.4.61)

et J4 � �2jv2j2jr'j1j�'j2 � C(R)jr�'j2jr'j 122 jr�'j 122� �4B18 jr�'j22 + C(R)jr'j22: (III.4.62)

Pour estimer le cinquième terme, on se sert du théorème des accroissements finisJ5 � � supjxj�R j(BF 00)0(x)j� j'j3jr'1j6jr�'j2 � C(R)jr'j2j�'1j2jr�'j2� �4B18 jr�'j22 + C(R)jr'j22: (III.4.63)

On a de façon similaire J6 � � supjxj�R jBF 00(x)j� jr'j2jr�'j2� �4B18 jr�'j22 + C(R)jr'j22: (III.4.64)
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En utilisant enfin une fois de plus l’inégalité jf j1 � Ckfk 341 kfk 143 ;
satisfaite par toute fonctionf 2 H3(
), d’après l’inégalité d’Agmon et l’interpolationH2 = [H1; H3℄ 12 , et en remar-
quant quem(') = m('1)�m('2) = 0, il vient avec les inégalités (III.2.7)J7 � �4kB0k1j'j1jr�'1j2jr�'j2� Cjr'j 342 j�'1j 122 j�2'1j 122 jr�'j 542� �4B18 jr�'j22 + Cj�'1j 432 j�2'1j 432 j�'j22: (III.4.65)

Finalement, en rassemblant les estimations (III.4.59)-(III.4.65), l’inégalité (III.4.58) s’écrit, après intégration par
rapport au tempst, z(t) � z(0) + Z t0 h(s)z(s)ds; 80 � t < T;
où z(t) = �22 jr'j22 + 12 jvj2;
et oùh(t) = C(R) + C(R)j�2'1j 432 2 L1(0; T ).

Une application directe du lemme de Gronwall donnez(t) � z(0)eR t0 h(u)du 80 � t < T:
Ainsi, comme('1; v1) et ('2; v2) ont les mêmes données initiales('0; v0), on az(0) = 0 et doncz(t) = 0 pour toutt 2 [0; T [ ce qui implique l’unicité des solutions fortes du problème sur leur intervalle de temps d’existence.

4.4 Cas non-dégénéré avec un potentiel logarithmique

Comme on l’a vu plus haut, on s’intéresse maintenant à l’étude du problème dans le cas d’un potentiel logarithmique
de la forme F (') = ��(1 + ') log(1 + ') + (1� ') log(1� ')�+ �(1� '2): (III.4.66)

De façon plus générale, on va considérer des potentiels de laforme suivanteF = F1 + F2;
oùF2 une fonction de classeC2 sur[�1; 1℄ etF1 est une fonction continue sur[�1; 1℄, strictement convexe et de classeC2 sur℄� 1; 1[ et vérifiant jF 01(x)j; jF 001 (x)j ! +1 quandx! �1:
On suppose en outre qu’il existe une constanteM > 0 telle queF 001 (x)(1� x)2 �M au voisinage dex = 1 etF 001 (x)(1 + x)2 �M au voisinage dex = �1:
Par analogie avec (III.4.66), on introduit deux constantespositives� = inf℄�1;1[F 001 ; et � = inf[�1;1℄F 002 ;
de sorte que quand� � � le potentielF est convexe et la séparation des phases n’a alors pas lieu. Lecas physiquement
intéressant est bien sûr le cas� < �.
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Contrairement aux paragraphes précédents, le potentielF n’est ici défini par nature que sur[�1; 1℄. On va voir, et
c’est un point fondamental, que c’est en fait suffisant car onva montrer sous ces hypothèses l’existence de solutions
prenant leurs valeurs dans cet intervalle physiquement admissible, qui permettent de donner un sens àF 0('). Pour
simplifier, et comme cela ne change rien au problème étudié onsuppose queF1 etF2 sont positives.

Le principe de la preuve est d’introduire un problème régularisé pour lequel l’existence de solutions est connue et
qui approche le problème de départ. La démonstration proposée ici est une adaptation d’un résultat obtenu dans [4]
pour l’équation de Cahn-Hilliard seule. On va voir que le couplage avec l’équation de Navier-Stokes et le fait que les
conditions aux limites soient non-homogènes sur la vitessepermettent malgré tout d’obtenir l’existence de solutionsqui
soient uniformément bornées en temps.

La clé de la preuve réside dans l’utilisation du fait que la partie F1 du potentielF qui dégénère en�1 est convexe.
Ainsi, la dégénérescence du potentiel ne peut créer d’instabilité supplémentaire dans les équations, car c’est la partie
non convexe du potentiel de Cahn-Hilliard qui est à l’origine de la séparation des phases et de l’instabilité de certaines
configurations. En revanche, elle contraint la solution à prendre ses valeurs dans[�1; 1℄ ce qui est nouveau par rapport
aux résultats précédents.

On prouve donc le théorème III.3.3 :

Théorème
Supposons queB satisfait(III.3.11)et queF est défini comme ci-dessus. Etant donnésU > 0, v0 2 vU1 +H , '0 2 �1
tel quej'0j1 � 1 et jm('0)j < 1, alors il existe une solution faible(v; ') à (III.3.1)-(III.3.5) surR+ au sens de la
définition III.3.1.

Cette solution vérifie de plusj'(t; x)j < 1 pour presque tout(t; x) dansR+ �
;
et F 0(') 2 L2lo(R+ ; L2(
));
ce qui donne un sens à la définition III.3.1.

Preuve :
Tout d’abord, commençons par prolonger de façonC2 la fonctionF2 àR tout entier en supposant que ses restrictions

à [2;+1[ (resp. à℄�1;�2℄) sont polynomiales de degré2 et convexes. Dans ce cas, on aF2 � 0; et F 002 � ��:
Il s’agit maintenant d’introduire une approximation de la partie convexeF1 du potentielF . Pour cela pour toutÆ 2℄0; 1[,
on construit une fonctionF Æ1 de la façon suivanteF Æ1 (x) = 8><>: F1(x) si jxj � 1� ÆF1(1� Æ) + F 01(1� Æ)(x � 1 + Æ) + F 001 (1�Æ)2 (x� 1 + Æ)2 si x � 1� ÆF1(�1 + Æ) + F 01(�1 + Æ)(x+ 1� Æ) + F 001 (�1+Æ)2 (x+ 1� Æ)2 si x � �1 + Æ:
Le potentiel de Cahn-Hilliard approché que l’on va considérer dorénavant estF Æ = F Æ1 + F2 défini sur toutR.

Il est clair d’après cette construction que le potentielF Æ vérifie les hypothèses (III.3.12)-(III.3.15). Le point fonda-
mental à remarquer est que les coefficients apparaissant dans (III.3.14) sont indépendants deÆ pour 2℄� 1; 1[.

En effet, la fonctionF2 étant polynomiale de degré2 et convexe à l’infini, les fonctions(x � )F 02(x) etF2(x) sont
toutes les deux polynomiales de degré2 à coefficient dominant positif sur chaque composante connexe deRn[�2; 2℄.
Ainsi, il existe une constanteC1() > 0 telle que(x� )F 02(x) � C1()F2(x); 8jxj � 2:
De plus la fonctionx 7! (x� )F 02(x)�C1()F2(x) est continue sur[�2; 2℄ elle y est donc minorée par une constante�C2() � 0 de sorte que l’on ait pour toutx 2 R :(x� )F 02(x) � C1()F2(x)� C2(): (III.4.67)
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Mais par construction, la fonctionF Æ1 est convexe surR tout entier. Elle vérifie donc l’inégalité de la tangente au point (x � )F Æ1 0(x) � F Æ1 (x) � F Æ1 (); 8x 2 R:
Si on suppose que 2℄� 1; 1[, il est facile de voir queF Æ1 () converge versF1() quandÆ tend vers zéro. Il existe donc
une constanteC3() telle que (x� )F Æ1 0(x) � F Æ1 (x)� C3(); 8x 2 R: (III.4.68)

Ainsi, en sommant (III.4.67) et (III.4.68) il vient(x� )F Æ 0(x) � F Æ1 (x) + C1()F2(x)� C2()� C3();
ce qui fournit (III.3.14) avec des coefficientsF3() = min(1; C1()) etF4() = C2() + C3() indépendants deÆ.

D’après le théorème III.3.1 , on peut construire une famillede solutions faibles du problème approché('Æ ; vÆ) pour
toutes donnéesU , '0 2 � etv0 2 vU1 +H . Le reste de la preuve consiste à obtenir des estimations uniformes enÆ afin
de passer à la limite dans les équations approchées.� Etape 1:

Ecrivons tout d’abord l’estimation d’énergie (III.4.10) obtenue en multipliant l’équation de Cahn-Hilliard par�Æ et
celle de Navier-Stokes paruÆddt ��22 jr'Æ j22 + 12 juÆj22 + Z
 F Æ('Æ)�+ B12 jr�Æ j22 + �12 jruÆj22� CU2jD(v�)j22 + C�U jruÆj22 + CU2�2jr'Æ j22:

On a vu dans le théorème d’existence de solutions faibles dans ce qui a précédé, que la clé de la preuve de l’uniformité
en temps consiste à établir le contrôle de diverses quantités par le gradient du potentiel chimique (inégalité (III.4.13)). Il
faut ici s’assurer qu’un tel contrôle est possible uniformément enÆ.

Comme on l’a vu plus haut l’hypothèse (III.3.14) est vérifiéeindépendamment deÆ ce qui permet d’écrire (grâce à
l’hypothèse quem('0) 2℄� 1; 1[),12�2 jr�Æ j22 � �22 jr'Æ j22 + F3(m('0))�Z
 F Æ('Æ)�� F4(m('0))j
j:
Comme pour la démonstration du théorème III.3.1, en calculant le produit scalaireL2 de�Æ par��'Æ , il vient12 jr�Æj22 � �2j�'Æ j22 � (� + 12)jr'Æ j22;
car l’inégalité F Æ 00(x) � � � �;
est vraie pour toutx 2 R uniformément enÆ. Rappelons au passage que dans le cas physiquement intéressant, on a� < �.

Au final, on obtient une estimation de la formeB14 jr�Æ j22 � Cjr'Æ j22 + Cj�'Æ j22 + CF3(m('0))�Z
 F Æ('Æ)�� CF4(m('0));
qui permet, comme pour le théorème III.3.1, d’obtenir suffisamment de coercivité dans l’estimation d’énergie pour
établir les bornes uniformes en temps et enÆ suivantes :k'Æ �m('0)kL1(R+;�1) + kvÆ � vU1kL1(R+;H) � C(U;'0; v0); (III.4.69)supt2R+�Z
 F Æ('Æ)� � C(U;'0; v0); (III.4.70)k'Æ �m('0)kL2(t0;t0+�;�2) + kr�ÆkL2(t0;t0+�;L2(
)) + kvÆ � vU1kL2(t0;t0+�;V ) � C(U;'0; v0; �): (III.4.71)
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Remarque III.4.2
Il faut tout de même vérifier que

R
 F Æ('Æ(0)) est uniformément bornée par rapport àÆ. C’est ici qu’intervient l’hypo-
thèsej'0j1 � 1.

En effet, sij1� '0(x)j � Æ on aF Æ('0(x)) � kF2kL1([�1;1℄) + kF1kL1([�1;1℄);
alors que si1� Æ � '0(x) � 1, on aF Æ('0(x)) = F2('0(x)) + F1(1� Æ) + F 01(1� Æ)('0(x)� 1 + Æ) + F 001 (1� Æ)2 ('0(x)� 1 + Æ)2� kF2kL1([�1;1℄) + F1('0(x)) + F 001 (1� Æ)2 Æ2� kF2kL1([�1;1℄) + kF1kL1([�1;1℄) +M;
grâce à l’hypothèse sur le comportement deF 001 (x) au voisinage de�1.

La même démonstration pour'0(x) 2 [�1;�1+ Æ℄ montre finalement que pourÆ assez petit, et grâce à l’hypothèsej'0j1 � 1, on a Z
 F Æ('Æ(0)) = Z
 F Æ('0) � Cj
j;
oùC ne dépend que deF1 etF2.

Grâce à ces estimations, on voit qu’il existe des fonctions'; �, v et des sous-suites de('Æ ; �Æ; vÆ) (que l’on note
toujours'Æ , �Æ etvÆ pour simplifier les écritures), telles que :'Æ ! ' dansL1(R+ ;�1) faible étoile;'Æ ! ' dansL2lo(R+ ;�2) faible;vÆ ! v dansL1(R+ ; H) faible étoile;vÆ ! v dansL2lo(R+ ; V ) faible;�Æ ! � dansL2lo(R+ ;�2) faible;'Æ ! ' dansL2lo(R+ ;�1) fort;vÆ ! v dansL2lo(R+ ; H) fort:� Etape 2:

Grâce aux propriétés de convergence précédentes, on peut aisément passer à la limite dans les équations approchées
vérifiées par'Æ et vÆ de la même manière que dans le théorème III.3.1 à l’exceptionnotable du termeF Æ 0('Æ) dans
l’expression de�Æ . Dans ce qui suit on justifie ce passage à la limite délicat.

Montrons tout d’abord que pour toutT > 0, F Æ 0('Æ) est bornée dansL2(℄0; T [�
) indépendamment deÆ. Pour
cela calculons le produit scalaireL2 de�Æ parF Æ 0('Æ)�m(F Æ 0('Æ)) il vient après intégrations par partiesZ℄0;T [�
 �Æ(F Æ 0('Æ)�m(F Æ 0('Æ))) = Z℄0;T [�
 F Æ 00('Æ)jr'Æ j2 + Z T0 jF Æ 0('Æ)�m(F Æ 0('Æ))j22;
et commeF Æ 00 � �� � uniformément enÆ, on a avec l’inégalité de Poincaré (III.2.7) et les estimations qui ont précédéZ T0 jF Æ 0('Æ)�m(F Æ 0('Æ))j22 � j� � �j Z T0 jr'Æ j22 + Z T0 j�Æ �m(�Æ)j22� j� � �j Z T0 jr'Æ j22 + C Z T0 jr�Æ j22� j� � �jTC(U;'0; v0) + C(U;'0; v0; T ):
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Ceci prouve que(F Æ 0('Æ)�m(F Æ 0('Æ))) est bornée dansL2(℄0; T [�
). Il reste à étudier la moyenne deF Æ 0('Æ).
Calculons, àt fixé, le produit scalaireL2 de�Æ par('Æ �m('0)), il vientZ
('Æ �m('0))F Æ 0('Æ) + �2jr'Æ j2 � C(�Æ �m(�Æ); 'Æ �m('0)) � Cjr�Æ j2jr'Æ j2:

D’autre part on a, par l’hypothèse (III.3.14), et pour 2℄� 1; 1[,Z
('Æ � )F Æ 0('Æ) � F3() Z
 F Æ('Æ)� j
jF4() � �j
jF4():
On déduit en soustrayant ces deux inégalités que( �m('0)) Z
 F Æ 0('Æ) � Cjr'Æ j2jr�Æ j2 + CF4():
Comme par hypothèsem('0) < 1, il existe� > 0 tel que[m('0)��;m('0) +�℄ �℄� 1; 1[. En appliquant l’inégalité
précédente à = m('0)� � et = m('0) + � successivement, il vient� ���m(F Æ 0('Æ))��� � Cjr'Æ j2jr�Æ j2 + Cmax(F4(m('0)� �); F4(m('0) + �)):
En utilisant les bornes (III.4.69)-(III.4.71) obtenues précédemment, on obtient alors8T > 0; Z T0 m(F Æ 0('Æ))2 � C Z T0 jr'Æ j22jr�Æ j22 + C('0; �; T )2 � C(U;'0; v0; �; T ):
Ceci prouve que la moyenne deF Æ 0('Æ) est bornée dansL2(0; T ) indépendamment deÆ car par définition� ne dépend
que de'0. Au final, on a bien obtenu quekF Æ 0('Æ)kL2(℄0;T [�
) � C(U;'0; v0; T ):
On peut donc en déduire l’existence d’une fonctionG dansL2(℄0; T [�
) telle queF Æ 0('Æ) converge faiblement versG dans ce même espace. Pour conclure la preuve, il faut identifierG et plus précisément, montrer queG = F 0(') oùF
est le potentiel de départ, et' la limite de'Æ .

En fait le potentielF Æ est composé de deux parties. La convergence de la partieF 02('Æ) versF 02(') se traite de
façon immédiate grâce à la borne obtenue sur'Æ dansL1(R+ ;�1), à la croissance au plus polynomiale d’ordre2
deF2 à l’infini et enfin au théorème de convergence dominée. Il reste donc à démontrer queF Æ1 0('Æ) converge dansL2(℄0; T [�
) versF 01('). On va pour cela utiliser de façon cruciale la convexité deF1 et deF Æ1 en utilisant un argument
de type dualité.

En effet, par construction,F Æ1 00 � � > 0, ce qui implique queF Æ1 0 est strictement croissante et donc bijective deR dansR (pour Æ assez petit). De plus par l’inégalité des accroissements finis, il est facile de voir que(F Æ1 0)�1 est
Lipschitzienne de constante de Lipschitz1� . Ainsi pour toute fonction test 2 L2(℄0; T [�
) on aZ℄0;T [�
�'Æ � (F Æ1 0)�1( )��F Æ1 0('Æ)�  � � 0; (III.4.72)

l’existence de l’intégrale étant assurée car, comme(F Æ1 0)�1 est Lipschitzienne,(F Æ1 0)�1('Æ) appartient àL2(℄0; T [�
)
.

Montrons que l’on peut passer à la limite dans cette inégalité. Pour cela montrons l’inégalité suivantej(F Æ1 0)�1(x) � (F 01)�1(x)j � 1min(F 001 (1� Æ); F 001 (�1 + Æ)) jxj:
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Tout d’abord, siF 01(�1 + Æ) � x � F 01(1 � Æ) l’inégalité est évidente car pour ces valeurs dex les fonctions(F 01)�1
et (F Æ1 0)�1 coïncident. Traitons maintenant le casx � F 01(1� Æ), l’autre cas pouvant s’obtenir de la même manière. Le
réelz = (F Æ1 0)�1(x) est, par définition deF Æ1 l’unique solution de l’équation linéaireF 01(1� Æ) + F 001 (1� Æ)(z � 1 + Æ) = x;
c’est-à-dire z = x� F 01(1� Æ)F 001 (1� Æ) + 1� Æ:
Commex � F 01(1� Æ) et queF 01 est croissante, il vientjz � (F 01)�1(x)j = z � (F 01)�1(x) = x� F 01(1� Æ)F 001 (1� Æ) + 1� Æ � (F 01)�1(x) � x� F 01(1� Æ)F 001 (1� Æ) � xF 001 (1� Æ) :
D’où l’inégalité annoncée.

On en déduit queZ℄0;T [�
 j(F 01)�1( )� (F Æ1 0)�1( )j2 � 1min(F 001 (1� Æ); F 001 (�1 + Æ))2 k kL2(℄0;T [�
);
et donc, commeF 001 (x) tend vers+1 en1 et�1, on obtient la convergence forte dansL2(℄0; T [�
) de (F Æ1 0)�1( )
vers(F 01)�1( ). Cette convergence associée aux différentes propriétés deconvergence de'Æ permet de passer à la limite
dans l’inégalité (III.4.72) et donc d’obtenir pour tout Z℄0;T [�
�'� (F 01)�1( )��G�  � � 0: (III.4.73)

Prolongeons pour un instant la fonctionF 01 par+1 en dehors de l’intervalle℄ � 1; 1[, alorsF Æ1 0('Æ) converge presque
partout versF 01('). En effet,'Æ converge presque partout vers' dans℄0; T [�
 et donc pour presque tout(t; x) dans℄0; T [�
 on a

– Soitj'(t; x)j � 1 et alorsF 01('(t; x)) = +1 et il est facile de voir queF Æ1 ('Æ) converge vers+1.
– Soit j'(t; x)j < 1 et alors pourÆ assez petit, on a l’égalitéF Æ1 ('Æ) = F1('Æ) et donc la convergence souhaitée

par continuité deF1.
On a donc bien la convergence simple deF Æ1 0('Æ) versF 01(') moyennant la convention queF 01 = +1 en dehors de℄� 1; 1[. En appliquant le lemme de Fatou, il vientZ℄0;T [�
 jF 01(')j2 � lim infÆ!0 Z℄0;T [�
 jF Æ1 0('Æ)j2 � C(U;'0; v0; T );
d’après ce que l’on a vu plus haut.

Ainsi, la fonctionF 01(') appartient àL2(℄0; T [�
) et en particulier, elle est finie presque partout ce qui implique
que j'(t; x)j < 1; pour presque tout(t; x) 2℄0; T [�
:
De plus, on peut maintenant utiliser = (G + F 01('))=2 2 L2(℄0; T [�
) comme fonction test dans (III.4.73). On
obtient alors Z℄0;T [�
�'� (F 01)�1�G+ F 01(')2 ���G� F 01(')� � 0: (III.4.74)

Pour(t; x) 2℄0; T [�
, deux cas se produisent :
– Ou bienG(t; x) > F 01('(t; x)) et alors comme(F 01)�1 est strictement croissante on a(F 01)�1 �G(t; x) + F 01('(t; x))2 � > (F 01)�1(F 01('(t; x))) = '(t; x):

Ainsi la fonction sous le signe intégral dans (III.4.74) estnégative au point(t; x).
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– Ou bienG(t; x) � F 01('(t; x)) et comme dans le cas précédent on montre que la fonction sous le signe intégral
dans (III.4.74) est négative au point(t; x).

Ainsi (III.4.74) montre que l’intégrale d’une fonction négative est positive, ce qui implique la nullité de la fonction
considérée. Ainsi pour presque tout(t; x) dans℄0; T [�
 on a�'(t; x) � (F 01)�1 �G(t; x) + F 01('(t; x))2 �� �G(t; x)� F 01('(t; x))� = 0:
Supposons queG(t; x) 6= F 01('(t; x)), alors on a(F 01)�1((G(t; x) + F 01('(t; x)))=2) = '(t; x), ce qui implique queG(t; x) + F 01('(t; x))2 = F 01('(t; x));
et donc queG(t; x) = F 01('(t; x)), ce qui est contraire à l’hypothèse. En résumé, on a montré queG, limite faible
dansL2(℄0; T [�
) deF Æ1 0('Æ) est égale presque partout àF 01('). Ceci conclut la preuve du théorème en justifiant de la
validité du passage à la limite dans l’équation définissant�Æ .
4.5 Solutions faibles dans le cas dégénéré

Dans ce paragraphe, on s’intéresse à la preuve du théorème III.3.4.

Théorème
Sous les hypothèses(III.3.11),(III.3.18)-(III.3.19), pour tout0 < T < +1, U > 0, v0 2 vU1 +H et'0 2 �1, tel quej'0j1 � 1 et Z
�F ('0) +G('0)� < +1; (III.4.75)

il existe une solution faible au problème(III.3.1)-(III.3.5) sur[0; T [ au sens de la définition III.3.3 qui satisfait de plusj'(t; x)j � 1 pour presque tout(t; x) 2℄0; T [�
:
Si on suppose de surcroît queB0(1) = 0 etB0(�1) = 0, alors pour presque toutt 2 [0; T [ l’ensemblefx 2 
; j'(t; x)j = 1g

est de mesure nulle.

Preuve :
Dans cette démonstration, on utilise la méthode exposée dans [18], en introduisant une approximation non dégénérée

de ce problème. Ainsi pour0 < Æ < 1, soitBÆ(x) = B(�1 + Æ) si x � �1 + ÆBÆ(x) = B(x) si�1 + Æ � x � 1� ÆBÆ(x) = B(1� Æ) si x � 1� Æ:
On a supposé queF2 pouvait être prolongée en une fonction surR de classeC2 telle quekF2kC2(R) � C, et on

introduit une approximation deF1, définie sur toutR parF Æ1 (0) = F1(0) etF Æ1 0(0) = F 01(0)F Æ1 00(x) = F 001 (�1 + Æ) si x � �1 + ÆF Æ1 00(x) = F 001 (x) si�1 + Æ � x � 1� ÆF Æ1 00(x) = F 001 (1� Æ) si x � 1� Æ:
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On peut remarquer queF1(x) = F Æ1 (x) si jxj � 1� Æ. La fonctionG est aussi approchée parGÆ définie surR parGÆ(0) = 0; G0Æ(0) = 0; G00Æ (x) = BÆ(x)�1:
On peut aisément vérifier queBÆ satisfait (III.3.11) et queFÆ = F Æ1 +F2 satisfait (III.3.12)-(III.3.15) avecp = 2. Ainsi,
le théorème III.3.1 permet d’obtenir l’existence d’une solution'Æ , �Æ etvÆ du problème approché obtenu en remplaçantB parBÆ etF parFÆ , au sens de la définition III.3.1.� Etape 1:

Il faut maintenant montrer de nouvelles estimations sur'Æ , �Æ etvÆ uniformes enÆ. En réalité, on note que, comme
dans la preuve du théorème III.3.1, les calculs qui suivent doivent être effectués en toute rigueur sur les approximations
de Galerkin de'Æ; �Æ etvÆ pour être complètement justifiés.

On utilise tout d’abord�Æ(t) 2 �1 comme fonction test dans (III.3.8) etuÆ = vÆ(t) � Uv� 2 V dans (III.3.7),�
étant fixé dans la suite. En sommant les résultats, il vient dela même façon que dans la preuve du théorème III.3.1,ddt ��22 jr'Æ j22 + 12 juÆj22 + Z
 FÆ('Æ)�+ Z
BÆ('Æ)jr�Æ j2 + �1jruÆj22� �2U Z
 jv�jjr'Æ jj�'Æ j+ U jb(uÆ; v�; uÆ)j+ 2U�2 Z
 jD(v�)jjD(uÆ)j:
CommeG00Æ est bornée,G0Æ('Æ) appartient à�1 et peut donc être utilisée comme fonction test dans (III.3.8) de sorte
qu’en utilisant la relationBÆG00Æ = 1, il vienneddt �Z
GÆ('Æ)�+ Z
r�Æ:r'Æ = 0:
Après intégration par parties, cette dernière estimation s’écritddt �Z
GÆ('Æ)�+ �2j�'Æ j22 + Z
(F 1Æ )00('Æ)jr'Æ j2 � kF 002 k1jr'Æ j22:
Choisissons maintenant� = min(k=U; 4pU), où k est une constante qui sera précisée ultérieurement, et grâce à la
convexité deF 1Æ et à (III.4.2)-(III.4.3), écrivonsddt ��22 jr'Æ j22 + 12 juÆj22 + Z
 FÆ('Æ) + Z
GÆ('Æ)�+ Z
 BÆ('Æ)jr�Æ j2 + �2j�'Æ j22 + �12 jruÆj22� kF 002 k1jr'Æ j22 + �2kj�'Æj22+ f1(U) + kjruÆj22;
où f1(U) tend vers zéro quandU tend vers zéro. Donc, si on fixe maintenantk = min (1=2; �1=4), on a finalement
obtenuddt ��22 jr'Æ j22 + 12 juÆj22 + Z
 FÆ('Æ) + Z
GÆ('Æ)�+ �22 j�'Æ j22 + �12 jruÆj22 + Z
BÆ('Æ)jr�Æ j2� kF 002 k1jr'Æ j22 + f1(U): (III.4.76)

L’hypothèse technique (III.3.19) permet pourÆ > 0 assez petit, de montrer queF 1Æ (x) � F 1(x) etGÆ(x) � G(x) pour
toutx 2℄�1; 1[. Par le lemme de Gronwall et (III.4.75), on obtient à partir de (III.4.76) qu’il existe une constanteC > 0
telle que kuÆkL1(0;T ;H) + k'ÆkL1(0;T ;�1) � C; (III.4.77)kuÆkL2(0;T ;V ) + k'ÆkL2(0;T ;�2) � C; (III.4.78)Z
GÆ('Æ)L1(0;T ) � C; (III.4.79)kBÆ('Æ)r�ÆkL2(℄0;T [�
) � C: (III.4.80)
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On peut comme dans la preuve du théorème III.3.1, en utilisant (III.4.80), obtenir aisément les estimationsd'Ædt L2(0;T ;�01) � C; (III.4.81)d uÆdt L2(0;T ;V 0d2 ) � C: (III.4.82)

Ainsi, on peut extraire des sous-suites de(uÆ) et ('Æ) toujours notées(uÆ) et ('Æ) telles que, grâce au lemme III.2.4,'Æ �! ' dansL2(0; T ; �1) fort et presque partout;�'Æ * �' dansL2(℄0; T [�
) faible;'Æ * ' dansC0([0; T [;� 12 ) faible;uÆ �! u dansL2(0; T ;H) fort et presque partout;uÆ * u dansL2(0; T; V ) faible;uÆ * u dansC0([0; T [; V d�24 ) faible:
Finalement, le choix de� étant indépendant deÆ, on voit que si on posev = u+ Uv� on avÆ �! v dansL2(℄0; T [�
) fort et presque partout;vÆ � vU1 * v � vU1 dansL2(0; T ;V ) faible:� Etape 2 - EstimationL1 :
Par définition,G(x) � 0,G0(x) � 0 si x � 0 etG(x) � 0,G0(x) � 0 si x � 0. Ainsi, six > 1 on aGÆ(x) = GÆ(1� Æ) +G0Æ(1� Æ)(x � (1� Æ)) + 12G00Æ (1� Æ)(x � (1� Æ))2= G(1� Æ) +G0(1� Æ)(x� (1� Æ)) + 12G00(1� Æ)(x� (1� Æ))2� 12 1B(1� Æ) (x � 1)2;

et de façon similaire, six < �1 on aGÆ(x) = GÆ(�1 + Æ) +G0Æ(�1 + Æ)(x� (�1 + Æ)) + 12G00Æ (�1 + Æ)(x � (�1 + Æ))2= G(�1 + Æ) +G0(�1 + Æ)(x � (�1 + Æ)) + 12G00(�1 + Æ)(x� (�1 + Æ))2� 12 1B(�1 + Æ) (x+ 1)2:
Ceci implique que Z
(j'Æ j � 1)2+ � 2max(B(1� Æ); B(�1 + Æ)) Z
GÆ('Æ);
et que donc, avec (III.4.79), et le fait queB(1� Æ) etB(�1+ Æ) tendent vers zéro quandÆ tend vers zéro, on déduit quesupt2℄0;T [Z
((j'Æ j � 1)+)2 �! 0:
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Grâce, par exemple, au lemme de Fatou, on obtientsupt2℄0;T [Z
((j'j � 1)+)2 = 0;
ce qui prouve quej'j � 1 pour presque tout tempst et presque toutx 2 
.� Etape 3 - Passage à la limite dans les équations :

Pour conclure la preuve du théorème, il faut vérifier que les fonctions limites' et v obtenues sont solutions du
problème dégénéré de départ.

L’équation (III.3.9) étant vérifiée parvÆ on a pour toutw 2 V et� 2 D(℄0; T [),� Z T0 (vÆ ; �0(t)w)dt + Z T0 b(vÆ ; vÆ; �(t)w) + 2 Z℄0;T [�
 �('Æ)D(vÆ) : D(�w)= ��2 Z℄0;T [�
((�w):r'Æ)�'Æ :
Le passage à la limite est classique dans les deux premiers termes. Pour le troisième terme, on remarque que d’après le
théorème de convergence dominée de Lebesgue,�('Æ)D(�w) converge vers�(')D(�w) dansL2(℄0; T [�
) fortement
et que donc la convergence faible deD(vÆ) versD(v) dansL2(℄0; T [�
) permet d’effectuer le passage à la limite.

Finalement, le lemme III.2.4 associé à (III.4.78), (III.4.81) permet de montrer (quitte à extraire de nouvelles sous-
suites) que'Æ converge vers' dansL2(0; T;H 32 (
)) fortement. Donc grâce aux injections de Sobolev,r'Æ converge
versr' dansL2(0; T;L3 (
)) fortement. Ainsi, comme�:w 2 L1(0; T ;L6 (
)) et que�'Æ converge faiblement vers�' dansL2(℄0; T [�
), on peut passer à la limite dans le dernier terme. Ceci prouveque' etv satisfont (III.3.9).

En ce qui concerne l’équation (III.3.10), on a pour tout 2 �2 et� 2 D(℄0; T [)� Z T0 ('Æ ; �(t) )dt + �2 Z℄0;T [�
BÆ('Æ)�'Æ(�� ) + �2 Z℄0;T [�
B0Æ('Æ)�'Ær'Æ :(�r )+ Z℄0;T [�
(BÆF 00Æ )('Æ)r'Æ :(�r ) � Z℄0;T [�
(vÆ :r(� ))'Æ = 0: (III.4.83)

Le passage à la limite dans le premier terme est immédiat. De plus, les fonctionsBÆ sont, par construction, uni-
formément bornées parkBk1 et la suite de fonctionsBÆ converge uniformément versB surR. Ceci implique avec le
théorème de convergence dominée de Lebesgue, queBÆ('Æ)(�:� ) converge versB(')(�:� ) dansL2(℄0; T [�
)
fortement ce qui joint à la convergence faible de�'Æ dansL2(℄0; T [�
), permet de passer à la limite dans le second
terme.

Le traitement du troisième terme est un peu plus délicat. Il faut d’abord noter que�:r 2 L1(℄0; T [�
) car 2 V3, et que�'Æ converge faiblement vers�' dansL2(℄0; T [�
). On pourra donc passer à la limite dans ce
troisième terme si on montre queB0Æ('Æ)r'Æ converge fortement versB0(')r' dansL2(℄0; T [�
). Il faut pour cela
utiliser l’estimationL1 obtenue sur' à l’étape précédente, et écrireZ℄0;T [�
 jB0Æ('Æ)r'Æ �B0(')r'j2 = Z℄0;T [�
\fj'j<1g jB0Æ('Æ)r'Æ �B0(')r'j2+ Z℄0;T [�
\fj'j=1g jB0Æ('Æ)r'Æ �B0(')r'j2:
Dans la première intégrale, commej'j < 1 on aB0Æ('Æ)! B0(') etr'Æ ! r' presque partout etjB0Æ('Æ)r'Æ �B0(')r'j2 � 2kB0k1(jr'Æ j2 + jr'j2):
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Comme le membre de droite de cette inégalité converge dansL2(℄0; T [�
) on peut, quitte à extraire une nouvelle sous-
suite, la dominer uniformément enÆ par une fonction deL2(℄0; T [�
). Ceci permet de passer à la limite dans l’intégrale
considérée.

De plus, un lemme classique [19] affirme quer' = 0 presque partout dansfj'j = 1g, ce qui permet d’écrire la
seconde intégrale de la façon suivanteZ℄0;T [�
\fj'j=1g jB0Æ('Æ)r'Æ j2 � kB0k21 Z℄0;T [�
\fj'j=1g jr'Æ j2�! kB0k21 Z℄0;T [�
\fj'j=1g jr'j2 = 0:
Ce qui établit le passage à la limite dans le troisième terme de (III.4.83).

On a supposé queBF 00 était continue sur[�1; 1℄, ce qui entraîne queBÆF 00Æ est uniformément bornée par rapport àÆ,
de sorte que pour passer à la limite dans le quatrième terme de(III.4.83), il ne reste plus qu’à montrer que(BÆF 00Æ )('Æ)
converge vers(BF 00)(') presque partout. Ce dernier point est évident sij'j < 1 car alors pourÆ assez petit on a l’égalité(BÆF 00Æ )('Æ) = (BF 00)('Æ) et on conclut par continuité. Montrons que cela reste vrai si, par exemple,'(t; x) = 1 (le
cas' = �1 étant traité de façon identique).

– Si Æ est tel que0 � 'Æ(t; x) � 1� Æ alors on a l’égalité(BÆF 00Æ )('Æ(t; x)) = (BF 00)('Æ(t; x)):
– Si Æ est tel que'Æ > 1� Æ alors on a(BÆF 00Æ )('Æ(t; x)) = (BF 001 )(1� Æ) +B(1� Æ)F 002 ('Æ(t; x)):

Dans les deux cas on peut conclure que(BÆF 00Æ )('Æ) converge vers(BF 00)(') presque partout.
Enfin, le passage à la limite dans le cinquième et dernier terme de (III.4.83) est immédiat car�:r 2 L1(℄0; T [�
)

etvÆ ; 'Æ convergent toutes les deux fortement dansL2(℄0; T [�
).
On a donc bien prouvé que les fonctionsv; ' sont des solutions faibles du problème au sens de la définition III.3.3.� Etape 4:
Dans cette dernière partie de la preuve, on suppose queB0(1) = B0(�1) = 0. Cela implique immédiatement queG(x) tend vers+1 quandx tend vers1 ou�1. Grâce à (III.4.79) et au lemme de Fatou, on a pour presque tout t 2 [0; T [,Z
 lim infÆ!0 GÆ('Æ) � C: (III.4.84)

- Si j'(t; x)j < 1 alors pourÆ assez petit on aGÆ('Æ(t; x)) = G('Æ(t; x)) et ainsi par continuitélimÆ!0GÆ('Æ(t; x)) = G('(t; x)):
- Si '(t; x) = 1 par exemple, alors pour toutÆ > 0,GÆ('Æ(t; x)) � min(G(1� Æ); G('Æ(t; x))):

Et donc, commeG(x)! +1 quandx! 1, on voit queGÆ('Æ(t; x))! +1; (III.4.85)

- De même quand'(t; x) = �1, on a aussi (III.4.85).
Pour finir, (III.4.84) et (III.4.85) donnent exactement le fait que l’ensemblefx 2 
; j'(t; x)j = 1g

est de mesure nulle, ce qui conclut la démonstration du théorème.
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4.6 Un résultat asymptotique

On termine ce chapitre par la preuve du théorème III.3.5.

Théorème
Soit I un intervalle ouvert deR et ! 2 I donné. On suppose queB est une fonction positive de classeC1 définie surI , F une fonction de classeC3 définie surI . Alors, pourU � 0 assez petit, la solution stationnaire de(III.3.1)-(III.3.5)
donnée par'1 = ! etvU1 = Uzex est asymptotiquement stable sous les conditionsB(!) > 0;F 00(x) � 0 pour toutx dans un voisinage de!:

Plus précisément, pour tout� > 0 assez petit, et pour toutes donnéesU � 0, v0 2 vU1 + V , '0 2 �2 satisfaisantm('0) = !; jU j � �; kv0k1 � �; k'0 �m('0)k2 � �;
il existe une unique solution forte globale surR+ du problème(III.3.1)-(III.3.5) au sens de la définition III.3.2. Celle-ci
vérifie de plus kv � v0kL1(R+;V ) + k'� '0kL1(R+;�2) � h(�);
oùh : R+ ! R+ est une fonction continue telle queh(0) = 0. Enfin, si� est assez petit, on a quandt! +1'(t) �! '1 dans�s pour tout0 � s < 2;v(t)� vU1 �! 0 dansVs pour tout0 � s < 1:
Preuve :

La démonstration s’effectue en quatre étapes. Dans la première on introduit le problème modifié que l’on va étudier
pour établir le résultat, dans les deux suivantes on montre que l’on peut en effet obtenir ainsi des solutions fortes du
problème de départ (y compris en dimension 3), ainsi que de nouvelles estimations sur ces solutions. Dans la dernière
partie, on montre le résultat de convergence proprement ditpour les solutions issues de données initiales proches de la
solution stationnaire considérée.� Etape 1 - Troncature :

SoitÆ > 0 tel que IÆ = [! � Æ; ! + Æ℄ � I;F 00 � 0; B > 0 dans un voisinage deIÆ :
On peut aisément construire une fonctionF! de classeC3 telle queF!(!) = 0; F 0!(!) = 0; F 00! (x) = F 00(x) surIÆ ; F 00! (x) � 0 si x =2 IÆ ;
et telle queF 000! est bornée surR. Cette fonction vérifie les hypothèses (III.3.12)-(III.3.15) et (III.3.17) et de plus, la
convexité deF! entraîne 0 = F!(!) � F (x) + (! � x)F 0(x); 8x 2 R;
de sorte que dans (III.3.14) on peut prendre les constantes égalesF3(!) = 1; F4(!) = 0: (III.4.86)

On peut aussi construire une fonctionB! de classeC1 satisfaisant (III.3.11) et (III.3.16) et telle queB!(x) = B(x); 8x 2 I! :
On peut donc appliquer le théorème III.3.2 en remplaçant dans les équations,F par F! et B parB! pour obtenir
l’existence d’une solution forte('!; v!) pour ce problème modifié.� Etape 2 - Estimations dans le cas bidimensionnel :
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Le point clé de la preuve réside dans (III.4.86). En effet, dans (III.4.17) les termes enF4(m('0)) = F4(!) s’annulent
d’après ce que l’on vient de voir, ce qui implique quek1(v0; '0; U) converge vers zéro quandU , jv0j2 et k'0 � !k1
convergent vers zéro. En utilisant (III.4.20), (III.4.52), (III.4.53) et (III.4.54) on montre quek5(v0; '0; U) tend aussi vers
zéro quandU , kv0k1 etk'0 � !k2 tendent vers zéro.

Tout ceci implique l’existence d’une fonction continueh, telle queh(0) = 0, telle que pour tout� > 0, si on supposejU j � �; kv0k1 � �; k'0 � !k2 � �;
on a kv! � v0kL1(R+;V ) + k'! � '0kL1(R+;�2) � h(�);
Si � est suffisamment petit, on peut assurer quej'!(t; x)� !j � Æ pour toutt; x (voir la remarque III.3.1) et que donc,
pour toutt; x on a B!('!(t; x)) = B('!(t; x));
et F!('!(t; x)) = F ('!(t; x)) � F (!)� ('!(t; x) � !)F 0(!):

Remarquons que dans (III.3.7) et (III.3.8), le potentielF n’intervient que dans le termer� et que donc, l’ajout d’une
fonction affine àF ne change pas les équations ni leurs solutions. On en déduit que'! et v! sont des solutions fortes
du problème original avec le potentielF et la mobilitéB.� Etape 3 - Existence de solutions fortes globales en dimension d = 3 :

Reprenons les estimations effectuées dans la démonstration du théorème général sur les solutions fortes du problème
(théorème III.3.2), pour le problème modifié introduit plushaut. On a obtenu l’estimation (III.4.55) que l’on peut écrirey0(t) + y(t) � ~k3(v0; '0; U) + ~g(t)y(t) + C(y2(t) + y4(t))y(t); (III.4.87)

où est une constante dépendant seulement deB1; �1 et
, et oùg vérifie l’estimation uniformeZ t0+�t0 g(s)ds � ~k4(v0; '0; U; �):
On a de plus, comme dans le cas de la dimensiond = 2 ci-dessus,k1, k2, ~k3 et ~k4 qui tendent vers zéro quandkv0k1,k'0 � !k2 etU tendent vers zéro.

L’idée est alors d’absorber le terme non linéaire du second membre de l’inéquation différentielle (III.4.87), par le
terme coercify dans le membre de gauche. C’est en effet, à cause du terme non linéaire dans cette estimation que l’on
ne peut en général pas prouver la globalité des solutions fortes du problème. Choisissons donc� > 0 assez petit pour
que dès queU � �, kv0k1 � � etk'0 � !k2 � � on aitC(y(0)2 + y(0)4) � 2 :
Par un argument de continuité, on sait qu’il existe un tempsT1 > 0 tel que pour tout0 � t < T1, on aC(y(t)2 + y(t)4) < : (III.4.88)

Supposons queT soit le temps maximal pour lequel cette propriété reste vraie. Sur l’intervalle[0; T [, (III.4.87) devienty0(t) + y(t) � ~k3 + ~g(t)y(t) + y(t);
ou encore y0(t) � ~k3 + ~g(t)y(t):
et par le lemme de Gronwall uniforme (lemme III.2.5), de la même façon que pour l’étude du cas bidimensionnel dans
la preuve du théorème III.3.2, on a y(t) � ~k5(v0; '0; U); 8 0 � t < T;
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où ~k5(v0; '0; U) = �max��22 j�'0j22 + 12 jrv0j22 + f5(U); k22�+ ~k3� e~k4 :
Comme dans le cas bidimensionnel qui a précédé, on déduit de (III.4.86) et des estimations obtenues sur les solutions
faibles et fortes, que~k5 tend vers zéro quandU , kv0k1 et k'0 � !k2 tendent vers zéro. Donc, en supposant que� est
assez petit pour que l’on ait C(~k25 + ~k45) < ;
on voit que le temps maximal pour lequel (III.4.88) est vraieestT = +1. Ceci prouve l’existence d’une solution forte
globale pour le problème modifié, et cette solution satisfaity(t) � ~k5(v0; '0; U); 8t � 0;
ce qui implique que l’on a, pour une certaine fonctionh continue positive et nulle en0,kv! � v0kL1(R+;V ) + k'! � '0kL1(R+;�2) � h(�);

La conclusion s’obtient alors comme à la fin de l’étape2 : '! et v! sont en fait des solutions fortes du problème
initial.

Ceci termine la preuve du premier point du théorème sur la stabilité de la solution stationnaire envisagée.� Etape 4 - Comportement asymptotique :
La fin de la preuve qui va suivre est valable aussi bien en dimensiond = 2 qu’en dimensiond = 3. On rappelle

qu’on a montré que pour tout(t; x), '(t; x) est dans l’intervalle[!� Æ; !+ Æ℄ dans lequelB etB! coïncident etF 00 est
positive.

On déduit de l’équation (III.3.10) que pour tout 2 �2 on addt ('� !;  ) + �2 Z
 B0!(')�'r':r + �2 Z
B!(')�'� + Z
B!(')F 00(')r':r � Z
(v:r )(' � !) = 0;
ce qui donne avec = '� ! et grâce au théorème de la divergence12 ddt j'� !j22 + �2B1j�'j22 � �2 Z
 jB0!(')jj�'jjr'j2;
en se souvenant queB! est minorée par une constanteB1. Finalement, on a12 ddt j'� !j22 +B1j�'j22 � �2kB0!k1j�'j2jr'j24 � Ck'� !k2j�'j22 � Ch(�)j�'j22:
Si on choisit� assez petit pour queCh(�) � B12 , on a12 ddt j'� !j22 + B12 j�'j22 � 0;
et donc avec les inégalités (III.2.7), il existe une constante > 0 telle quej'� !j2 � Ce�t;
de sorte que'(t) ! '1 dans�0. En fait'(t) � '1 est dans l’espaceL1(R+ ; �2), ce qui permet de déduire par
interpolation que'(t)! '1 dans�s pour tout0 � s < 2.
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Si on note que(vU1:r)vU1 = 0 et�vU1 = 0, l’équation (III.3.7) peut s’écrireddt (v � vU1; w) + b(v; v � vU1; w) + b(v � vU1; vU1; w) + 2 Z
 �(')D(v � vU1) : D(w)+ Z
(�(')� �(!))D(vU1) : D(w) = ��2 Z
(w:r')�' in D0(R+); 8w 2 V
ce qui avecw = v � vU1 2 V fournit12 ddt jv � vU1j22 + 2�1jr(v � vU1)j22 � jb(v � vU1; vU1; v � vU1)j+ Z
 j�(') � �(!)jjD(v � vU1)jjD(vU1)j+ �2 Z
 jr'jj�'jjv � vU1j:
Donc, commejrvU1j1 = j
jU ,12 ddt jv � vU1j22 + 2�1jr(v � vU1)j22 � CkvU1k1kv � vU1k21 + k�0k1j'� '1j1jD(v � vU1)j2jD(vU1)j2+ jr'j3j�'j2kv � vU1k1� CU jr(v � vU1)j22 + CU2jr(v � vU1)j22 + Cj'� '1j21+ 12 j�'j22jjr(v � vU1)j22 + jr('� '1)j23:

On a vu quej�'j2 � h(�) etU � � par hypothèse, ainsi si on impose à� d’être assez petit, l’injection de SobolevH 12 � L3 permet d’écrire12 ddt jv � vU1j22 + �12 jr(v � vU1)j22 � Cj'� '1j21 + Ck'� '1k232 : (III.4.89)

Grâce à l’inégalité de Poincaré (III.2.5) et à la convergence de'(t) vers'1 dans�s pour touts < 2 on obtient de
(III.4.89) ddt jv � vU1j22 + jv � vU1j22 � f(t);
où  > 0 est une constante, etf(t) tend vers zéro quandt ! +1. Un argument classique d’équations différentielles
ordinaires permet d’obtenir jv � vU1j22 � jv0 � vU1j22e�t + Z t0 e(s�t)f(s)ds;
et donc, commef(t)! 0, on déduit aisément quev(t) � vU1 converge vers zéro dansH .

Comme de plusv(t)� vU1 est uniformément bornée dansV1 par rapport àt, on obtient la convergence dev(t)� vU1
vers zéro dans tous les espaces intermédiairesVs pour tout0 � s < 1.
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Chapitre 4

Cas faiblement non-homogène

1 Introduction

Dans ce chapitre, on revient à l’étude du modèle général qui aété établi dans la première partie de la thèse. Rappelons
que si' est le paramètre d’ordre,� le potentiel chimique etv le champ de vitesse moyen alors le système s’écrit� '�t + v:r'� div

� 1�"(')r� ��"(')�� = 0; (IV.1.1)� = ��2�'+ F 0('); (IV.1.2)�"(')�� v�t + v:rv�� 2div (�(')D(v)) +rp = �r'+ "1� '24 r� ��"(')�+ �"(')g; (IV.1.3)

div (v) = 0; (IV.1.4)

où la densité adimensionnée est donnée par�"(') = 1 + "'� 12 ; (IV.1.5)

avec " = j�01 � �02jmax(�01; �02) :
Remarquons que dans les équations précédentes, on fait l’hypothèse, comme dans tout ce chapitre, que la mobilité

dans l’équation de Cahn-Hilliard est constanteB(') � 1 par exemple.

On a vu dans le chapitre précédent qu’en général si la mobilité ne dégénère pas et si le potentielF n’est pas singulier
(même dans le cas homogène" = 0), on ne peut pas prouver que le paramètre d’ordre prend ses valeurs dans l’intervalle
physique[�1; 1℄. Ceci est essentiellement dû au fait que l’opérateur bilaplacien ne vérifie pas un principe du maximum
[9].

Cela implique que si on se contente de définir la densité�" par (IV.1.5), on ne pourra pas assurer que celle-ci reste
positive au cours du temps, ce qui n’est pas mathématiquement acceptable (l’équation de Navier-Stokes pourrait alors
devenir rétrograde et donc mal posée). C’est la raison pour laquelle, on introduit une définition de la densité légèrement
différente. On suppose que�" est une fonction régulière qui coïncide avec la définition (IV.1.5) sur l’intervalle[�1; 1℄,
telle que j�0"j1 � "
et qui vérifie de plus 0 < �1 � �"(') � �2;
indépendamment de".
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Si dans certains cas précis (voir par exemple le résultat de stabilité asymptotique à la fin du chapitre), on peut
montrera posteriorique la solution' obtenue reste dans l’intervalle[�1; 1℄ alors la densité�"(') coïncide avec la
densité physique au cours du temps.

Dans ce chapitre comme dans le précédent, on se concentre surl’étude du système dans le cadre du cisaillement.
Autrement dit, les conditions aux limites choisies sont lesmêmes que dans le cadre homogène.

Le premier objectif de ce chapitre est d’étudier l’existence de solutions à ce problème. Sans hypothèse sur le para-
mètre", on sait montrer l’existence et l’unicité locale de solutions régulières (théorème IV.4.1). Dans ce cas l’existence
de solutions faibles même locale reste un problème ouvert.

Néanmoins, en régime faiblement non-homogène, c’est-à-dire si on suppose" petit, on peut améliorer très significa-
tivement les résultats. En effet, on va voir que si" est assez petit, il existe une solution faible globale et uniformément
bornée en temps dans les espaces appropriés (théorème IV.4.2). De plus, cette solution converge quand" ! 0, à une
extraction de sous-suite près, vers une solution faible du problème homogène étudié dans le chapitre précédent.

De plus, on montre dans le théorème IV.4.3, toujours sous la condition que" est assez petit, l’existence et l’unicité
de solutions fortes (globales en 2D et locales en 3D) pour desdonnées initiales régulières.

Enfin, on va voir dans le théorème IV.4.4, que les propriétés de stabilité asymptotique des états métastables du
potentiel de Cahn-Hilliard sous cisaillement que l’on a obtenues dans le cas homogène (théorème III.3.5) sont encore
valables dans le cas faiblement non-homogène. Ce théorème étant prouvé aussi bien en dimension2 qu’en dimension3.

2 Rappels sur le modèle de fluides non-homogènes incompressibles

Avant de commencer l’étude proprement dite de notre modèle,on rappelle ici quelques résultats fondamentaux
connus sur un modèle classique, à la fois proche et assez différent de celui que l’on considère ici. Ce modèle est celui
des fluides visqueux non-homogènes incompressibles étudiépar exemple dans [15] ou bien [18]. Dans ce cadre les
inconnues sont la densité�, le champ de vitessev et la pressionp. Les équations considérées sont une équation de
conservation de la masse classique pour la densité� ��t + v:r� = 0; (IV.2.1)

une équation de conservation de la quantité de mouvement du type Navier-Stokes incompressible non homogène� �v�t + div (�v 
 v)� 1Re�v +rp = �g; (IV.2.2)

accompagnée de la condition d’incompressibilité

div (v) = 0: (IV.2.3)

Ce modèle est un modèle dans lequel l’interface n’a pas d’épaisseur et n’est pas active, c’est-à-dire que les forces capil-
laires ne sont pas prises en compte. La difficulté principaledans l’étude de ces équations est l’obtention d’estimations et
de compacité sur la densité�.

On verra que dans le modèle qui nous concerne, c’est plutôt l’obtention d’estimations sur la vitesse qui est délicate.
A titre de comparaison, on rappelle ici sans démonstration (voir [18]) le principal résultat d’existence et d’unicité de

solutions faibles sur les solutions de (IV.2.1)-(IV.2.3) avec des conditions aux limites de Dirichlet homogène.

Théorème IV.2.1
Soit
 un ouvert borné régulier deRd (d = 2 ou3) etT > 0. On suppose queg 2 L2(℄0; T [�
).

Soitv0 2 H et�0 2 L1(
) positive presque partout. Alors il existe une solution faible de(IV.2.1)-(IV.2.3) au sens
où v 2 L2(0; T ;V ); � 2 L1(℄0; T [�
);
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));inf
 �0 � � � sup
 �0;�(0) = �0;
et (�v)(0) = �0v0; en un sens faible dansV 0:

Si de plusinf
 �0 > 0, alors v 2 L1(0; T ;H):
On peut en fait, préciser la borneL1 obtenue sur� grâce au résultat suivant [15].

Théorème IV.2.2
Il existe une solution(�; v) du problème précédent qui vérifie : pour tout0 � � � � < +1, la quantitémes��x 2 
; � � �(t; x) � ���
est indépendante du temps.

Malheureusement, ce type de propriétés très fortes n’est pas envisageable pour le problème étudié dans ce travail, à
cause de la présence d’un terme parabolique du quatrième ordre dans l’équation sur le paramètre d’ordre (c’est-à-dire
essentiellement de la densité) pour lequel on sait que le principe du maximum est faux.

3 Hypothèses générales

On rappelle que dans ce chapitre, on utilise à nouveau les notations et les préliminaires établis dans la section 2 du
chapitre 3.

Dans ce qui suit, on fait les mêmes hypothèses sur les fonctions� et F que dans le cadre homogène, c’est-à-dire
pour la viscosité � est de classeC1 et k�0k1 � C;0 < �1 � �(x) � �2; pour toutx 2 R;
et pour le potentiel de Cahn-Hilliard F est de classeC2, et F � 0; (IV.3.1)9 F1; F2 > 0 telles quejF 0(x)j � F1jxjp + F2; jF 00(x)j � F1jxjp�1 + F2; 8x 2 R;

où1 � p � 3 si d = 3 et1 � p < +1 si d = 2 (IV.3.2)8 2 R; 9 F3() > 0; F4() � 0 telles que,(x � )F 0(x) � F3()F (x) � F4(); 8x 2 R; (IV.3.3)9 F5 � 0 telle queF 00(x) � �F5; 8x 2 R: (IV.3.4)

Comme dans le cas homogène, pour obtenir des solutions fortes on a besoin d’un peu plus de régularité surF , plus
précisément on suppose queF est de classeC3 et9F6 > 0; jF 000(x)j � F6(1 + jxjq); 8x 2 R; (IV.3.5)

où q < 3 si d = 3 et q < +1 si d = 2.
Enfin, on suppose que le terme de forces extérieures est indépendant du temps et dérive d’un potentiel deH1g = rG:
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4 Mélanges faiblement non-homogènes

Dans le cas de mélanges non-homogènes généraux, on sait seulement prouver un résultat d’existence et unicité locale
de solutions régulières. En fait, les solutions obtenues sont plus régulières que les solutions “fortes” obtenues dansla
suite (théorème IV.4.3) pour le cas faiblement non-homogène. On donne sans preuve le résultat suivant.

Théorème IV.4.1
Pour toutU > 0, v0 2 vU1 + V et'0 2 �4, il existe un tempsT > 0 dépendant deU , kv0k1 et dek'0k4 tel que pour
tout" � 1 il existe une unique solution régulière('"; v") au problème(IV.1.1)-(IV.1.4) sur [0; T [, satisfaisantk'"kL1(0;T ;�4) + k'"kL2(0;T ;�6) + kv" � vU1kL1(0;T ;V ) + kv" � vU1kL2(0;T ;V2) � C;� '"�t L2(0;T ;�1) + � v"�t L2(0;T ;H) � C;
oùC > 0 est indépendant de".
Remarque IV.4.1
La démonstration consiste essentiellement à utiliser différemment les estimations que l’on va obtenir au cours des
preuves des théorèmes IV.4.2 et IV.4.3.

Pour obtenir des résultats plus pertinents, on s’intéressejusqu’à la fin du chapitre, à l’étude du système (IV.1.1)-
(IV.1.4) quand le paramètre" est petit (cas faiblement non-homogène). Ceci revient à supposer que les deux phases
du système ont des densités proches. Dans ces conditions, onpeut montrer l’existence de solutions faibles globales et
l’existence et l’unicité de solutions fortes (globales en 2D et locales en 3D).

4.1 Solutions faibles

Ce paragraphe est consacré à la preuve du résultat suivant.

Théorème IV.4.2
SoientU > 0, v"0 2 vU1 +H , '"0 2 �3, telle quem('"0) est indépendant de". On suppose qu’il existeC0 indépendant
de" tel que k'"0k1 + jv"0j2 + " 12 k'"0k2 + " 34 k'"0k3 � C0:
Alors, il existe"0 dépendant seulement deC0, U etF tel que pour tout" < "0 il existe une solution faible('"; v") de
(IV.1.1)-(IV.1.4) surR+ pour la donnée initiale('"0; v"0), satisfaisantk'"kL1(R+;�1) + " 12 k'"kL1(R+;�2) + " 34 k'"kL1(R+;�3) + kv" � vU1kL1(R+;H) � C; (IV.4.1)k'"kL2(t0;t0+� ;�3) + " 12 � '"�t L2(t0;t0+� ;L2) + " 34 � '"�t L2(t0;t0+� ;H1)+ k�"kL2(t0;t0+� ;�1) + kv" � vU1kL2(t0;t0+� ;V ) � C(�); pour toutt0 � 0; � > 0; (IV.4.2)P � �"v"�t L2(0;T ;V 0d2 ) �M(T ); (IV.4.3)

oùC, C(�), M(T ) sont indépendants de" et det0. On rappelle queP est le projecteur dansL2 (
) sur l’espaceH .

Remarque IV.4.2
Le preuve qui suit est donnée dans le casd = 3. Les estimations dans le cas bidimensionnel peuvent être obtenues de
la même façon et sont même plus faciles à obtenir. A titre exceptionnel, on soulignera la différence entre le cas 2D et le
cas 3D, pour les inégalités(IV.4.27)et (IV.4.28), qui sont sensiblement différentes.
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Preuve :
Par souci de simplification des écritures, on ne note plus l’exposant" pour'"0; v"0 et l’indice" pour'", v" et�", mais

il faut garder à l’esprit le fait que toutes les quantités quivont être estimées dépendent de". De plus, lorsque cela ne
portera pas à confusion, on notera simplement� la densité�(').

On va se contenter de la dérivation formelle des estimationsd’énergie (IV.4.1)-(IV.4.3). La preuve complète pouvant
être classiquement effectuée comme dans le chapitre précédent par un procédé d’approximation de Galerkin. Pour être
rigoureux, on précisera à la fin de la preuve comment obtenir la compacité nécessaire pour passer à la limite dans les
solutions approchées.

Dans un premier temps, on établit les estimations (IV.4.1)-(IV.4.2).� Etape 1: De la même façon que dans le cas homogène (lemme III.4.1) , on introduit pour� > 0 à déterminer, un
champ de vecteurv� relevant les conditions aux limites.

Soitv = u+ Uv�, u vérifie les conditions homogènes (III.2.3) et les équations� '�t + u:r'� div

�1�r����� = �Uv�:r'; (IV.4.4)� = ��2�'+ F 0('); (IV.4.5)��� u�t + u:ru�� 2div (�(')D(u)) +rp = �U�v�:ru� U�u:rv� + 2U div (�(')D(v�))+ �r'+ "1� '24 r����+ �g; (IV.4.6)

div (u) = 0: (IV.4.7)� Etape 2: On écrit tout d’abord les estimations classiques pour l’équation de Cahn-Hilliard et celle de Navier-
Stokes, c’est-à-dire celles qui ont été utilisées dans le cadre homogène. Prenons le produit scalaire de (IV.4.4) dansL2
par� et celui de (IV.4.6) dansL2 avecu, il vientddt ��22 jr'j22 + 12 jp�uj22 + Z
 F (')�+ 2 Z
 �(')jD(u)j2 + Z
 1�2 jr�j2= Z
 � �0(')�3(')r':r�+ "4 Z
(1� '2)r���� :u+ Z
 �g:u+ 12 Z
 juj2�� ��t + u:r��� U Z
(v�:r')�� U Z
 �(u:rv�)u� U Z
(v�:ru)u+ 2U Z
 �(')D(v�) : D(u): (IV.4.8)

Remarque IV.4.3
Il est facile de voir que cette estimation est insuffisante sion ne sait pas contrôler

� '�t . Ceci constitue la principale

différence avec les preuves concernant le modèle de fluides non-homogènes (théorème IV.2.1 et [15, 18]) : comme le
modèle prend en compte les phénomènes d’échange à l’interface, la densité ne satisfait pas l’équation de conservation
usuelle � ��t + v:r� = 0;
ce qui fait que l’on aZ
���� u�t + u:ru�� :u = 12 ��t �Z
 �juj2�� 12 Z
 juj2�� ��t + u:r�� ;
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où le dernier terme n’est pas nul contrairement au modèle de fluides non-homogènes.
Néanmoins, on a la conservation en moyenne du paramètre d’ordre et de la densité physique(IV.1.5) au sens où

(lemme III.2.2) ��t �Z
 '� = 0:
Il faut donc obtenir une estimation sur

� '�t et pour cela, on multiplie (IV.4.4) par
� '�t pour obtenir après intégration����� '�t ����22+Z
(u:r')� '�t + U Z
(v�:r')� '�t= � Z
 1�r���� :r� '�t= ��2 Z
 1�2�'�� '�t � �2 Z
 �0(')�3(')�'r':r� '�t � Z
 1�r�F 0(')�(') � :r� '�t= � ddt ��22 Z
 1�2 j�'j2�+ �2 Z
 j�'j2 �0(')�3(') � '�t� �2 Z
 �0(')�3(')�'r':r� '�t � Z
 1�r�F 0(')�(') � :r� '�t :

(IV.4.9)

Cette estimation est encore insuffisante pour espérer conclure si on n’a pas d’informations surr� '�t . C’est la raison

pour laquelle, on multiplie (IV.4.4) par
��t ���� et on intègre sur
 pour obtenir12 ddt  Z
 1� ����r��������2!+ Z
 u:r' ��t ����+ U Z
(v�:r') ��t ����= � Z
 � '�t ��t ����� Z
 �0(')�2(') ����r��������2 � '�t= �2 Z
 � '�t ��t ��'� �� Z
 � '�t ��t �F 0(')�(') �� Z
 �0(')�2(') ����r��������2 � '�t= �2 Z
 1� � '�t ��'�t � �2 Z
 ����� '�t ����2 �0(')�2(')�'� Z
 ����� '�t ����2�F 00(')�(') � F 0(')�0(')�2(') �� Z
 �0(')�2(') ����r��������2 � '�t= ��2 Z
 1� ����r� '�t ����2 � �2 Z
 �0(')�2(') � '�t r� '�t :r'� �2 Z
 ����� '�t ����2 �0(')�2(')�'� Z
 ����� '�t ����2�F 00(')�(') � F 0(')�0(')�2(') �� Z
 �0(')�2(') ����r��������2 � '�t :

(IV.4.10)

En utilisant les hypothèses (IV.3.1)-(IV.3.4) sur le potentiel F , on déduit comme dans le cas homogène (voir l’estimation
(III.4.13) et sa preuve)C F4(m('0)) + 1�22 jr�j22 � 12�22 jr�j22 + Cjr'j22 + Cj�'j22 + CF3(m('0))�Z
 F (')� ; (IV.4.11)
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et jm(�)j = ������2 Z
�'+ Z
 F 0(')����� C(1 + j'jpp) � C(1 + jr'jp2); (IV.4.12)

car dans tous les cas, le choix dep impliqueH1 � Lp.
Finalement on a14 ����r��������22 � 14�22 jr�j22 + C"2j�r'j22 � 14�22 jr�j22 + C"2jr�j22j�'j22 + C"2m(�)2jr'j22� 14�22 jr�j22 + C"2jr�j22j�'j22 + C"2(1 + jr'j2p2 )jr'j22: (IV.4.13)

Si on somme (IV.4.8),"� (IV.4.9), " 32� (IV.4.10), (IV.4.11) et (IV.4.13) on obtient l’estimationd’énergie dont on a
besoin pour conclureddt  �22 jr'j22 + 12 jp�uj22 + Z
 F (') + "�22 ����1��'����22 + " 32 ���� 1p�r��������22!+ 2 Z
 �(')jD(u)j2 + 14�22 jr�j2 + 14 ����r��������22 + Cjr'j22+ Cj�'j22 + C �Z
 F (')�+ " ����� '�t ����22 + " 32�2 Z
 1� ����r� '�t ����2� C F4(m('0)) + C"2jr�j22j�'j22 + C"2m(�)2jr'j22+ "4 Z
(1� '2)r���� :u+ Z
 �0(')�3(')�r':r�+ Z
 �g:u� "�2 Z
 �0(')�3(')�'r':r� '�t + 12 Z
 �0(')juj2u:r'+ 12 Z
 �0(')juj2 � '�t� " Z
 u:r'� '�t + "�2 Z
 �0(')�3(') j�'j2 � '�t � " Z
 1�r�F 0(')�(') � :r� '�t� " 32 Z
 u:r' ��t ����� " 32�2 Z
 �0(')�2(') � '�t r� '�t :r'� " 32�2 Z
 �0(')�2(') ����� '�t ����2�'� " 32 Z
 ����� '�t ����2�F 00(')�(') � F 0(')�0(')�2(') �� " 32 Z
 �0(')�3(') ����r��������2 � '�t� U Z
(v�:r')�� U Z
 �(u:rv�)u� U Z
(v�:ru)u+ 2U Z
 �(')D(v�) : D(u)� "U Z
(v�:r')� '�t � " 32U Z
(v�:r') ��t ���� :

(IV.4.14)

� Etape 3: Introduisons les fonctionnelles suivantesy"(t) = �22 jr'j22 + 12 jp�uj22 + Z
 F (') + "�22 ����1��'����22 + " 32 ���� 1p�r��������22 ;z"(t) = �1jruj22 + 14�22 jr�j2 + 14 ����r��������22 + Cjr'j22 + Cj�'j22 + C �Z
 F (')� + " ����� '�t ����22 + " 32 �2�2 ����r� '�t ����22 :
On a alors le résultat suivant
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Lemme IV.4.1
Il existe�;C > 0 tels que pour tout0 < " � 1, on a" 32 jr�'j22 � C(y" + y�" ); (IV.4.15)" 34 j�'j22 � C(y" + y�" ); (IV.4.16)

et y" � Cz": (IV.4.17)

Preuve (du lemme):De l’équation (IV.4.5), il vient�' = 1�2 (��+ F 0('));
et donc r�' = � 1�2 �r����� 1�2 ��r�+ F 00(')�2 r';
d’où on déduit jr�'j22 � C ����r��������22 + C"2 ������r'����22 + Cjr'j22 + C Z
 j'j2p�2jr'j2� C ����r��������22 + C"2 ����r��������22 j�'j22 + Cjr'j22 + Cj'j2p�23p�3jr'j26� C ����r��������22 + C"2 ����r��������22 j�'j22 + Cjr'j22 + Cjr'j2p�22 j�'j22:
Finalement on a " 32 jr�'j22 � C(y" + "y2" + " 12 yp" );
de sorte que l’on obtient (IV.4.15) avec� = max(2; p) > 1. Pour montrer (IV.4.16) il suffit d’intégrer par parties et
d’utiliser (IV.4.15)," 34 j�'j22 � " 34 Z
 jr'j jr�'j � " 34 jr'j2 jr�'j2 � 12 jr'j22 + 12" 32 jr�'j22� C(y" + y �+12" ) � C(y" + y�" ):
Le dernier point est une conséquence immédiate des définitions dey" et dez".
Remarque IV.4.4

- Le premier point du lemme permet de contrôler la normeH3 de' en fonction dey" et de", ce qui n’est pas
évidenta priori.

- Le second point va jouer un rôle capital dans la suite car, sion regarde la définition dey" on a" 32 j�'j22 � Cy";
alors que(IV.4.16) permet d’estimerj�'j22 avec une plus petite puissance de" (précisément" 34 ) à condition
d’accepter la présence de puissances dey" plus grandes que1 dans l’estimation.

- Enfin, le troisième point est en fait le point-clé de la fin de la preuve, pour laquelle on doit utiliser un argument
de comparaison de solutions d’équations différentielles ordinaires pour conclure. Remarquons que l’unique raison
d’être des estimations(IV.4.11)et (IV.4.13), est justement la possibilité de contrôlery" parz".
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Revenons à la preuve du théorème IV.4.2. L’estimation (IV.4.14) se récrit au moyen dey" et z" sous la forme d’une
inégalité différentielleddty" + z" � C F4(m('0)) + C"y"z" + C"2(1 + yp" )z" + I1 + :::+ I20; (IV.4.18)

où I1; :::; I20 représente les vingt intégrales du second membre de (IV.4.14). On va maintenant estimer chacun de ces
termes en fonction de", y" etz".

En utilisant (IV.4.7) et les conditions au bord suru, le premier terme s’écrit après intégrations par partiesjI1j � "2 ����Z
 '�(')�r':u���� = "2 ����Z
 '�(') (��m(�))r':u����� C"(j'j6 + jm('0)j)jr'j2j��m(�)j6juj6� C"(jr�j22 + jruj22)(jr'j22 + jr'j2) � C"(y" + y 12" )z": (IV.4.19)

Grâce au fait quej�0(')j � " on obtient, avec l’injection de SobolevH 12 � L3 (en dimensiond � 3),jI2j � "�21 (j��m(�)j6 + jm(�)j)jr'j3jr�j2 � C"jr�j2(1 + jr�j2 + jr'jp2)jr'j3� C" 34 jr�j2(1 + jr�j2 + jr'jp2)�jr'j 122 ��" 14 j�'j 122 �� C" 34 y 12" z" + C"z": (IV.4.20)

Le troisième terme s’estime immédiatement grâce à (IV.4.17) et à l’inégalité de YoungjI3j � �2jgj2juj2 � Cjgj2y 12" � Cjgj22 + 18z": (IV.4.21)

Grâce au lemme précédent et en particulier à (IV.4.15), il vientjI4j � C"2 ����r� '�t ����2 jr'j4j�'j4 � C"2 ����r� '�t ����2 j�'j2jr�'j2� C" 12 �" 34 ����r� '�t ����2 j�'j2��" 34 jr�'j2� � C" 12 z 12" (y" + y�" )z": (IV.4.22)

En utilisant encore une fois le fait quej�0(')j � " on ajI5j � "2 Z
 juj3jr'j � C"juj3185 jr'j6� C"kuk323 kr'k1 � C"juj2jruj22j�'j2� Cp"jruj22(juj22 + "j�'j22) � Cp"y"z": (IV.4.23)

Les sixième et septième termes s’estiment de la façon suivantejI6j � C" Z
 juj2 ����� '�t ���� � C"juj23 ����� '�t ����3� C"juj2jruj2 ����� '�t ���� 122 ����r� '�t ���� 122 � C" 38 juj2�jruj2" 14 ����� '�t ���� 122 " 38 ����r� '�t ���� 122 �� " 38 juj2 jruj22 + " ����� '�t ����22 + " 32 ����r� '�t ����22! � C" 38 y 12" z"; (IV.4.24)



128 Chapitre 4. Cas faiblement non-homogènejI7j � "juj4jr'j2 ����� '�t ����4 � C"jruj2jr'j2 ����r� '�t ����2� C" 14 jr'j2 jruj22 + " 32 ����r� '�t ����22! � C" 14 y 12" z": (IV.4.25)

Avec (IV.4.15), on obtientjI8j � �2"22�21 j�'j23 ����� '�t ����3 � C"2j�'j2jr�'j2 ����� '�t ���� 122 ����r� '�t ���� 122� C" 58 (" 34 jr�'j2)�" 14 ����� '�t ���� 122 ��" 38 ����r� '�t ���� 122 �j�'j2� C" 58 �y 12" + y �2" � z": (IV.4.26)

Afin d’estimer le terme suivant, on doit d’abord obtenir des estimations surjrF (')j2 et jrF 0(')j2. Plus précisément,
grâce à l’hypothèse (IV.3.2) surF on a

– sid = 2, oud = 3 etp � 2, l’injection de SobolevH1 � L3p est vraie, il s’ensuitjrF (')j22 = Z
 jF 0(')j2jr'j2 � Cjr'j22 + C Z
 j'�m('0)j2pjr'j2� Cjr'j22 + Cjr'j2p2 j�'j22: (IV.4.27)

– sid = 3 et2 < p � 3, grâce à l’injectionH 32� 1p � L3pjrF (')j22 � jr'j22 + Cjr'jp+22 j�'jp2: (IV.4.28)

De la même façon, en dimensionsd = 2 etd = 3, l’injection de SobolevH1 � L3p�3 fournitjrF 0(')j22 = Z
 jF 00(')j2jr'j2 � Cjr'j22 + C Z
 j'�m('0)j2p�2jr'j2� Cjr'j22 + Cjr'j2p�22 j�'j22: (IV.4.29)

On déduit de ces estimations quejI9j � " ����r�F 0(')�(') �����2 ����r� '�t ����2 � C"jrF 0(')j2 ����r� '�t ����2 + C"2jrF (')j2 ����r� '�t ����2� C"(jr'j2 + jr'jp�12 j�'j2) ����r� '�t ����2 + C"2(jr'j2 + jr'jp2j�'j2) ����r� '�t ����2� C" 14 (1 + y p�12" )z" + C" 54 (1 + y p2" )z" � C" 14 (1 + y p2" )z": (IV.4.30)

Majorons maintenant le dixième terme de la façon suivantejI10j � " 32 ����Z
 u:r'�F 00(')�(') � F 0(')�0(')�2(') � � '�t ����+ �2" 32 ����Z
 u:r' ��t � �'�(')����� :
On estime séparément chacun des deux termesA etB de cette inégalité en utilisant (IV.4.16), (IV.4.28) et (IV.4.29). Le
calcul qui suit est valable dans le casd = 3 et2 < p � 3, mais le même genre d’estimations peut être facilement obtenu
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dans les autres cas en utilisant (IV.4.27). Il vientjAj � " 32 juj3jrF 0(')j2 ����� '�t ����6 + " 52 juj3jrF (')j2 ����� '�t ����6� Cjuj 122 jruj 122 �" 32 jrF 0(')j2 + " 52 jrF (')j2� ����r� '�t ����2� Cjuj 122 �" 34 (jr'j 122 + jr'jp�12 j�'j 122 ) + " 74 (jr'j 122 + jr'j p2+12 j�'j p�122 )��" 34 ����r� '�t ����2 jruj 122 j�'j 122 �� C" 38 y 14" (y 14" + y p+1+�2" )z";
et jBj � " 32�2 ����Z
 1�u:r'��'�t ����+ " 32�2 ����Z
 u:r'�' �0(')�2(') � '�t ����� " 32�2 ����Z
r�1�u:r'�r� '�t ����+ " 32�2 ����Z
 u:r'�' �0(')�2(') � '�t ����� " 32�2 ����Z
(u:r') �0(')�2(')r':r� '�t ����+ " 32�2 ����Z
 1�r(u:r'):r� '�t ����+ " 32�2 ����Z
 u:r'�' �0(')�2(') � '�t ����� C" 52 jr'j26juj6 ����r� '�t ����2 + C" 32 jr(u:r')j2 ����r� '�t ����2 + C" 52 juj6jr'j6j�'j2 ����r� '�t ����2� C" 34�"j�'j22��jruj2" 34 ����r� '�t ����2�+ C" 32 jr(u:r')j2 ����r� '�t ����2 :
De plus, grâce aux inégalités d’Agmon (III.2.8) et à l’injection de SobolevH 34 � L4 valable en dimension2 et3, on ajr(u:r')j2 � jruj2jr'j1 + ju:D2'j2 � jruj2j�'j 122 jr�'j 122 + juj4jD2'j4� jruj2j�'j 122 jr�'j 122 + juj 142 jruj 342 j�'j 142 jr�'j 342 ;
de sorte que finalement, il vientjBj � C" 34 y"z" + C" 316�" 316 j�'j 122 " 38 jr�'j 122 ��jruj2" 34 ����r� '�t ����2�+ C" 316�juj 142 " 916 jr�'j 342 ��jruj 342 j�'j 142 " 34 ����r� '�t ����2�� C" 34 y"z" + " 316 (y" + y �2" )z":
En conséquence, on obtient l’estimation suivante pour le dixième termejI10j � C" 316 (y 12" + y p+1+�2" )z": (IV.4.31)

Les estimations pour les deux termes suivants sont immédiatesjI11j � C" 52 ����� '�t ����6 ����r� '�t ����2 jr'j3 � C" 34�jr'j 122 " 14 j�'j 122 ��" 32 ����r� '�t ����22�� C" 34 y 12" z"; (IV.4.32)

et jI12j � C" 52 ����� '�t ����23 j�'j3 � C" 18�" 38 j�'j2" 34 jr�'j2��" 12 ����� '�t ����2 " 34 ����r� '�t ����2�� C" 18 (y" + y�" )z": (IV.4.33)
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En utilisant l’hypothèse (IV.3.2) surF , on obtientjI13j � C" 32 Z
 ����� '�t ����2 jF 00(')j + C" 52 Z
 ����� '�t ����2 jF 0(')j� C" 32 ����� '�t ����22 + C" 32 Z
 ����� '�t ����2 j'jp�1 + C" 52 Z
 ����� '�t ����2 j'jp� C" 32 ����� '�t ����22 + C" 32 ����� '�t ����23 j'jp�13p�3 + C" 52 ����� '�t ����24 j'jp2p� C" 32 ����� '�t ����22 + C" 32 ����� '�t ����2 ����r� '�t ����2 jr'jp�12 + C" 52 ����� '�t ���� 122 ����r� '�t ���� 322 jr'jp2� C" 12 z" + C" 14 z"y p�12" + C" 98 z"y p2" :
(IV.4.34)

On obtient de l’équation de Cahn-Hilliard (IV.4.4)����� = ��� '�t + u:r'+ Uv�:r'+ �0(')�2(')r':r����� ;
et donc, �������������22 � C  ����� '�t ����22 + juj22jr'j21 + U2jr'j22 + "2 ����r��������23 jr'j26! ;
de sorte que grâce à l’injectionH 12 � L3 on a�������������2 � C ������ '�t ����2 + juj2:jr�'j2 + U jr'j2 + "2 ����r��������2 j�'j22� : (IV.4.35)

Finalement, on obtient pour le terme suivantjI14j � C" 52 ����r��������23 ����� '�t ����3 � C" 52 ����r��������2 �������������2 ����� '�t ���� 122 ����r� '�t ���� 122� C" 52 ����r��������2������ '�t ����2 + juj2jr�'j2 + U jr'j2 + "2 ����r��������2 j�'j22� ����� '�t ���� 122 ����r� '�t ���� 122� C" 58 �" 34 ����r��������2� " 34 ����� '�t ���� 322! " 38 ����r� '�t ���� 122 !+ C" 58 juj2 �" 34 jr�'j2� ����r��������2 " 14 ����� '�t ���� 122 ! " 38 ����r� '�t ���� 122!+ C" 158 jr'j2 ����r��������2 " 14 ����� '�t ���� 122 ! " 38 ����r� '�t ���� 122 !+ C" 198 �" 34 ����r��������2��" 34 j�'j22� ����r��������2 " 14 ����� '�t ���� 122 ! " 38 ����r� '�t ���� 122!� C" 58 y 12" z" + C" 58 (y" + y �+12" )z" + C" 158 y 12" z" + C" 198 (y 32" + y�+ 12" )z":
(IV.4.36)

Les cinq termes suivants s’estiment sans difficulté parjI15j = ����Z
 Uv�:r'(� �m(�))����� U jv�j4jr'j2j��m(�)j4 � U�jr'j2jr�j2 � U�z"; (IV.4.37)
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 �0(')(u:r')(u:v�)����+ ����U Z
 �(u:r)uv������ "U jr'j2jruj22jv�j1 + U jv�j4jruj22 � "C0y 12" z" + �Uz"; (IV.4.38)jI17j � U jv�j4jruj22 � �Uz"; (IV.4.39)jI18j � CU jD(u)j2jD(v�)j2 � 18z" + CU2jD(v�)j22; (IV.4.40)jI19j � " 14U jv�j4jr'j2 �" 34 ����r� '�t ����2� � " 14U�z": (IV.4.41)

Enfin, en utilisant (IV.4.27)-(IV.4.29) et les inégalités d’Agmon (III.2.8), on peut conclure sur le dernier terme de la
façon suivante, dans le casd = 2 oud = 3 etp � 2jI20j � " 32U �����Z
 v�:r'�F 0� �0 (')� '�t �����+ " 32U ����Z
 1�r(v�:r'):r� '�t ����+ " 32U ����Z
 v�:r' �0(')�2(') � '�t �'����� CU" 32 jv�j1jrF 0(')j2 ����� '�t ����2 + C" 52U jv�j1jrF (')j2 ����� '�t ����2 + C" 32U jrv�j2jr'j1 ����r� '�t ����2+ C" 32U jv�j1j�'j2 ����r� '�t ����2 + C" 52U jv�j1j�'j22 ����r� '�t ����2� C"(1 + jr'jp�12 )�j�'j2" 12 ����� '�t ����2�+ C"2(1 + jr'jp2)�j�'j2" 12 ����� '�t ����2�+ C" 32U jrv�j2 ����r� '�t ����2 j�'j 122 jr�'j 122 + C" 34 �j�'j2" 34 ����r� '�t ����2�+ C" 54 �" 12 j�'j2��j�'j2" 34 ����r� '�t ����2�� C"(1 + y p�12" )z" + C"2(1 + y p2" )z" + CU jrv�j2" 316 (1 + y ��12" )z" + C" 34 z" + C" 54 y 12" z":

(IV.4.42)

Dans l’autre casd = 3 et 2 < p � 3, on utilise (IV.4.28) à la place de (IV.4.27) et on obtient aisément le même type
d’estimations.� Etape 4: En rassemblant (IV.4.19)-(IV.4.42), l’estimation d’énergie initiale (IV.4.18) devientddty"+ 14z" � CF4(m('0))+Cjgj22+CU2jD(v�)j22+C" 12 z"+C�Uz"+C(1+U jrv�j2)" 18 (1+ yq")z"; (IV.4.43)

où q > 0 dépend seulement dep et de�.

A partir de maintenant, imposons" < "1 = 1(16C)2 et comme dans le cas homogène choisissons� de la façon
suivante � = min� 116CU ; 4pU� ;
de sorte que l’estimation précédente devientddty" + 18z" � CF4(m('0)) + Cjgj22 + f1(U) + C" 18 (1 + yq")z"; (IV.4.44)

où pourU petit,f1(U) � U2jD(v�)j22 = CU(1 + U2) d’après le lemme III.4.1
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SoitM" > 0 l’unique solution positive (pour" assez petit) deC" 18 (1 +M q" ) = 116 :
Il est clair que M" �! +1; quand"! 0:
De plus, l’hypothèse sur les données initiales permet de constater quey"(0) � K(C0 + U);
oùK est une constante universelle, de sorte qu’il existe"0 < "1 tel que si" < "0 on ay"(0) � 12M":
Donc, si on choisit maintenant" < "0, il existe un temps maximalT � 2℄0;+1℄ tel quey"(t) < M" pour toutt 2 [0; T �[.
Cette propriété et la définition deM" associées à (IV.4.44) montrent que pour toutt 2 [0; T �[ on addty" + 116z" � CF4(m('0)) + Cjgj22 + f1(U);
ce qui grâce à (IV.4.17), permet d’écrire pour toutt 2 [0; T �[ddty" + C 0y" � CF4(m('0)) + Cjgj22 + f1(U):
De cette inégalité différentielle il vient aisémenty"(t) � y"(0)e�C0t + CF4(m('0)) + Cjgj22 + f1(U)C 0 � K(C0 + U) + CF4(m('0)) + Cjgj22 + f1(U)C 0 ;
et donc si" est assez petit pour que12M" > K(C0 + U) + CF4(m('0)) + Cjgj22 + f1(U)C 0
on a pour toutt 2 [0; T �[ l’inégalité y"(t) � 12M":
Si T � était fini, ceci serait en contradiction avec la maximalité deT �. On a donc prouvé que nécessairementT � = +1;
c’est-à-dire que l’on a l’estimation globale et uniforme entemps suivantesupt2R+y"(t) � K(C0 + U) + CF4(m('0)) + Cjgj22 + f1(U)C 0 ;supt2R+Z t+�t z"(s)ds � 16�K(C0 + U) + CF4(m('0)) + Cjgj22 + f1(U)C 0 + (Cjgj22 + f1(U))�� ;
qui implique les estimations (IV.4.1) et (IV.4.2), par définition dey" et dez".� Etape 5: Comme c’est assez classique (voir le chapitre précédent), on donne seulement les grandes lignes de la
preuve de l’estimation (IV.4.3) à partir de (IV.4.1)-(IV.4.2) dans le casU = 0 pour simplifier, (on a doncv = u).
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Si on note
T l’ensemble℄0; T [�
, et si on prend une fonction testw 2 L2(0; T ;V d2 ) dans l’équation de Navier-
Stokes non-homogène (IV.4.6), il vientZ
T P �� �v�t � :w = Z
T � �v�t :w = Z
T � ��t v:w � Z
T �v:rv:w � Z
T 2�(')D(v) : D(w)+ Z
T �r':w � " Z
T '24 r���� :w + Z
T �g:w: (IV.4.45)

Commek�0k1 � ", on a l’estimation����Z
T � ��t v:w���� � " Z
T ����� '�t ���� jvjjwj� " � '�t L2(0;T ;L6(
)) kvkL1(0;T ;H)kwkL2(0;T ;L3(
)) �M(T )kwkL2(0;T ;V d2 );
et comme� et 1� sont bornées uniformément par rapport à", il vient����Z
T P �� �v�t � :w���� �M(T )kwkL2(0;T ;V d2 ):
En effet, tous les autres termes dans (IV.4.45) peuvent êtreestimés de façon classique (voir le chapitre précédent), le
choix de l’espaceV d2 étant issu de l’estimation (III.2.10) sur le terme non-linéaire dans l’équation de Navier-Stokes

Ceci permet de montrer par dualité l’estimation (IV.4.3).� Etape 6: Le passage à la limite dans les équations satisfaites par lessolutions approchées('n; �n; vn) (après
extraction de sous-suites faiblement convergentes dans les espaces adéquats) est classique et se fait comme dans le cas
homogène à la condition que l’on puisse obtenir de la compacité sur(vn). Cette compacité ne peut s’obtenir directement
en appliquant le lemme III.2.4.

On procède alors comme dans [15]. Tout d’abord, on remarque que la compacité sur'n et �n est une conséquence
immédiate de (IV.4.1) et de (IV.4.2). Ensuite, on déduit de (IV.4.2) et (IV.4.3) queP(�nvn) est bornée dansL2(0; T ;V );��t(P(�nvn)) est bornée dansL2(0; T ;V 0d2 );
ce qui implique par le lemme III.2.4 queP(�nvn) est relativement compacte dansL2(0; T ;H);
et que donc, quitte à extraire une nouvelle sous-suite, on aP(�nvn)! P(�v) dansL2(0; T ;H) fort:
De plus, grâce à (IV.4.2),(p�nvn) et donc(vn) convergent faiblement dansL2(
T ). Ainsi on aZ
T jp�nvnj2 = Z
T �njvnj2 = Z
T P(�nvn):vn�! Z
T P(�v):v = Z
T �jvj2 = Z
T jp�vj2:

En résumé,(p�nvn) converge faiblement vers(p�v) dansL2(
T ) et kp�nvnkL2(
T ) tend verskp�vkL2(
T ).
Ceci implique la convergence forte de(p�nvn) vers(p�v) dansL2(
T ). Cette convergence suffit pour le passage à la
limite dans le terme non linéaire de l’équation de Navier-Stokes (IV.4.6).

Ceci termine la preuve de l’existence d’une solution faibleau problème.
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Corollaire 4.1 (Convergence vers le modèle homogène)
SoientU > 0; v"0 2 vU1+H;'"0 2 �3 telle quem('"0) ne dépend pas de". On suppose qu’il existeC0 > 0 indépendante
de" telle que k'"0k1 + jv"0j2 + " 12 k'"0k2 + " 34 k'"0k3 � C0;
et qu’en outre '"0 ! '0 dans�1; et v"0 ! v0 dansH 1 ; quand"! 0;
alors, à une extraction de sous-suite près, la solution(v"; '") obtenue précédemment, converge vers une solution du
système limite homogène (i.e. pour" = 0) pour la donnée initiale('0; v0).
Preuve :

Le point-clé est de voir que l’on a assez de compacité sur le champ de vitessev" grâce au fait que les estimations
(IV.4.1), (IV.4.2) et (IV.4.3) sont uniformes en".

De plus, les inégalités (IV.4.1), (IV.4.2), et le fait quej�0"j1 � " impliquent que�" ! 1; dansL1(R+ ;H1) fort;� �"�t ! 0; dansL2(
T ) fort pour toutT > 0;
ce qui permet de passer à la limite dans le terme �" � v"�t
de l’équation de Navier-Stokes.

Il est clair que le passage à la limite dans les équations pourles autres termes ne posent pas de problèmes particuliers.

Remarque IV.4.5
Dans les démonstrations précédentes nous n’avons pas utilisé le fait queg dérivait d’un potentiel.

4.2 Solutions fortes

Dans ce paragraphe, on suppose en plus queF vérifie l’hypothèse (IV.3.5) et quej�00" j1 � ". Cette dernière hy-
pothèse est très raisonnable car on rappelle que�" est essentiellement linéaire (voir (IV.1.5)) dans l’intervalle physique[�1; 1℄.
Théorème IV.4.3
SoientU > 0, v0 2 vU1 + V , '0 2 �3 satisfaisant les conditions aux bords. Il existe"0 > 0 dépendant seulement deU; kv0k1; k'0k3 etF , tel que si" < "0 il existe une unique solution forte('"; v") du problème pour la donnée initiale('0; v0).

- Si d = 2, cette solution est globale et vérifiek'"kL1(R+;�3) + kv" � vU1kL1(R+;V ) � C;k'"kL2(t0;t0+� ;�4) + kv" � vU1kL2(t0;t0+� ;V2)+ � '"�t L2(t0;t0+� ;�1) + � v"�t L2(t0;t0+� ;H) � C(�); pour toutt0; � > 0;
oùC etC(�) sont indépendantes de".

- Si d = 3, la solution est locale (définie sur un tempsT indépendant de") et satisfait sur[0; T [ les mêmes estima-
tions de régularité que dans le cas 2D.
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Preuve :
Dans ce qui suit, on concentre nos efforts sur la démonstration de l’existence de solutions fortes. En effet, la preuve de

l’unicité est immédiate grâce à la régularité obtenue sur ces solutions (voir le cas homogène dans le précédent chapitre).�Etape 1: En appliquant le théorème IV.4.2, on obtient l’existence globale de solutions faibles dans le cas particulier
de données initiales('0; v0) indépendantes de". Ces solutions vérifient donc les estimations d’énergie suivantesk'"kL1(R+;�1) + " 12 k'"kL1(R+;�2) + " 34 k'"kL1(R+;�3) + kv" � vU1kL1(R+;H) � C; (IV.4.46)k'"kL2(t0;t0+� ;�3) + " 12 � '"�t L2(t0;t0+� ;L2) + " 34 � '"�t L2(t0;t0+� ;H1)+ k�"kL2(t0;t0+� ;�1) + kv" � vU1kL2(t0;t0+� ;V ) � C(�); pour toutt0; � > 0: (IV.4.47)� Etape 2: En utilisant le fait quek'0k3 et kv0k1 sont indépendants de", on peut obtenir de nouvelles estimations
d’énergie.

Tout d’abord, multiplions (IV.4.4) par�2' pour obtenir après intégrations par parties12 ddt j�'j22 = Z
 div

�1�r������2'� Z
 u:r'�2'� U Z
 v�:r'�2': (IV.4.48)

Il est facile de voir que

div

�1�r����� = � �0(')�2(')r':r����+ 1������= � �0(')�2(')r':r����+ 1�2��+ 2(�0('))2�4(') jr'j2�� �00(')�3(') jr'j2�� 2 �0(')�3(')r':r� � �0(')�3(')��';
avec �� = ��2�2'+�F 0('):
Finalement, en utilisant le fait quej�0j1 � " et j�00j1 � ", on obtient à partir de l’estimation précédente12 ddt j�'j22 + �2�22 j�2'j22 � "�21 Z
 jr'j ����r�������� j�2'j+ 1�21 Z
 j�F 0(')jj�2'j+�2"2�41 + "�31�Z
 jr'j2j�jj�2'j+ 2 "�31 Z
 jr'jjr�jj�2'j+ "�31 Z
 j�'jj�jj�2'j+ ����Z
 u:r'�2'����+ U ����Z
 v�:r'�2'���� : (IV.4.49)

On noteJ1; :::; J7 les sept termes du second membre de cette inégalité. Chacun d’entre eux est alors estimé séparément
comme suit.

Tout d’abord on a immédiatementJ1 � C"jr'j1 ����r��������2 j�2'j2 � C"jr�'j2 ����r��������2 j�2'j2� �210�21 j�2'j22 + C"2jr�'j22 ����r��������22 : (IV.4.50)
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Pour le second terme, on procède comme dans le cas homogène, il vientJ2 � �210�21 j�2'j22 + Cjr'j 432 (1 + jr'jq2): (IV.4.51)

Le troisième terme s’estime à l’aide de (IV.4.12)J3 � C"jr'j26j��m(�)j6j�2'j2 + C"jm(�)jjr'j24j�2'j2� �210�21 j�2'j22 + C"2j�'j42(1 + jr�j22 + jr'j2p2 ): (IV.4.52)

Pour les deux termes suivants il vientJ4 � C"jr'j1jr�j2j�2'j2 � �210�21 j�2'j22 + C"2jr�'j22jr�j22; (IV.4.53)

et J5 � C"j�'j3j��m(�)j6j�2'j2 + C"jm(�)jj�'j2j�2'j2� �210�21 j�2'j22 + C"2jr�j22jr�'j22 + C"2(1 + jr'j2p2 )j�'j22: (IV.4.54)

En utilisant l’inégalité d’Agmon (III.2.8) jr'j1 � Cjr'j 122 j�2'j 122 ;
on a J6 � juj2jr'j1j�'j2 � Cjuj2jr'j 122 j�2'j 322� �210�21 j�2'j22 + Cjr'j22juj42; (IV.4.55)

et enfin J7 � �210�21 j�2'j22 + CU2jr'j22: (IV.4.56)

Au final, l’estimation d’énergie s’écrit12 ddt j�'j22 + �210�22 j�2'j22 � C"2jr�'j22 jr�j22 + ����r��������22!+ Cjr'j 432 (1 + jr'jq2) + C"2(1 + jr'j2p2 )j�'j22 + Cjr'j22juj42; (IV.4.57)

ou encore grâce à (IV.4.46), (IV.4.47) 12 ddt j�'j22 + �210�22 j�2'j22 � f"(t); (IV.4.58)

où f"(t) est bornée dansL1(t0; t0 + �) uniformément en" et ent0, pour tout� > 0. Mais on sait aussi par (IV.4.47)
que�' est borné dansL2(t0; t0 + � ;L2) indépendamment det0 et de". On peut alors conclure grâce au lemme de
Gronwall uniforme (lemme III.2.5) que k'kL1(R+;�2) � C;k'kL2(t0;t0+� ;�4) � C(�); (IV.4.59)
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oùC;C(�) sont indépendants de".
Remarquons que pour établir ces estimations on a juste utilisé le fait quek'0k2 est indépendant de", mais pas la ré-

gularité deu0 ni la régularitéH3 de'0. On a donc obtenu l’existence de solutions possédant une régularité intermédiaire
entre les solutions faibles et les solutions fortes.� Etape 3: Il faut maintenant obtenir plus de régularité sur la vitesseen vue de l’unicité. Pour cela, on multiplie

l’équation de Navier-Stokes (IV.4.6) par
� u�t pour obtenir après intégrations par parties�1 ����d udt ����22 + ��t �Z
 �(')jD(u)j2� � ����Z
 �(u:r)u� u�t ����+ ����Z
 �0(')� '�t jD(u)j2����+ U ����Z
 �(v�:r)u� u�t ����+ U ����Z
 �(u:r)v� � u�t ����+ 2U ����Z
 div (�(')D(v�))� u�t ����+ ����Z
 �r':� u�t ����+ " ����Z
 1� '24 r���� :� u�t ����+ ����Z
 �g:� u�t ���� :

Un paramètre étant donné (qui sera fixé par la suite), chaque terme de cetteinégalité peut être estimé pour obtenirddt �Z
 �(')jD(u)j2�+ �110 ����� u�t ����22 �  �120 jAuj22 + �220�2 ����r� '�t ����22 + 1 I+ CU2jruj22 + CU2j�v�j22jruj22+ CU2jD(v�)j22jr�'j22 + CU2j�v�j22+ C(1 + k'k22)2 ����r��������22 + Cjgj22; (IV.4.60)

où I désigne le terme I = Cjuj22jruj42; si d = 2,I = Cjruj62; si d = 3.
(IV.4.61)

L’estimation (IV.4.60) doit être accompagnée d’une estimation sur la normeH 2 deu, c’est la raison pour laquelle on
multiplie l’équation de Navier-Stokes parAu = ��u+r� pour obtenir� Z
 �(')�u:Au = 2 Z
 �0(')(D(u):r')Au + 2U Z
 �0(')(D(v�):r'):Au + U Z
 �(')�v�:Au� Z
 �� u�t :Au� Z
 �(u:r)u:Au� U Z
 �(v�:r)u:Au� U Z
 �(u:r)v�:Au+ Z
 �r':Au+ " Z
 1� '24 r���� :Au+ Z
 �g:Au;
et donc �1jAuj22 � ����Z
 �(')r�Au����+ C Z
 jD(u)jjr'jjAuj+ CU Z
 jD(v�)jjr'jjAuj+ CU Z
 j�v�jjAuj+ C Z
 ����� u�t ���� jAuj+ C Z
 jujjrujjAuj+ CU Z
 jv�jjrujjAuj+ CU Z
 jujjrv�jjAuj+ Z
 j��m(�)jjr'jjAuj + " Z
 ����1� '24 ���� ����r�������� jAuj+ C Z
 jgjjAuj:
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Après intégration par parties (en utilisant div(Au) = 0 etAu:� = 0 au bord), le premier terme du second membre de
cette inégalité peut s’écrire avec (III.2.4)����Z
 �(')r�:Au���� = ����Z
 �0(')�r':Au����� Cj�jL2=Rjr'j1jAuj2 � �110 jAuj22 + Cjr�'j22jruj22;
les autres termes étant aisément majorés, il vient�110 jAuj22 � Cjr�'j22jruj22 + CU2jD(v�)j22jr�'j22 + C ����� u�t ����22 + I+ CU2jruj22 + CU2j�v�j22jruj22 + Cjr�j22j�'j22 + C"2(1 + k'k22) ����r��������22 + Cjgj22; (IV.4.62)

où I est toujours donné par (IV.4.61).

Dans le but d’absorber le terme
��� u�t ��22 par le membre de gauche de (IV.4.60), on fixe le paramètre (indépendamment

de") afin queC � �120 . On obtient en sommant (IV.4.60) et�(IV.4.62), grâce à (IV.4.59)ddt �Z
 �(')jD(u)j2�+ �120 ����� u�t ����22 +  �120 jAuj22� �220�2 ����r� '�t ����22 +� 1 + � I + CU2jruj22 + CU2j�v�j22jruj22+ C(1 + )U2jD(v�)j22jr�'j22 + CU2j�v�j22 + C(1 + k'k22)2 ����r��������22+ Cjr�'j22jruj22 + Cjgj22� �220�2 ����r� '�t ����22 + Cjgj22 + f2(U) + f1(U)jr�'j22 +� 1 + � I+ (CU2 + f2(U))jruj22 + C ����r��������22 ;
(IV.4.63)

où on a noté comme dans le théorème précédentf1(U) = U2jrv�j22 et f2(U) = U2j�v�j22. Malheureusement, cette
estimation ne suffit pas pour conclure. En effet, à cause du premier terme du second membre de cette inégalité, on voit

qu’il faut une estimationH1 sur
� '�t indépendante de".

– L’équation de Cahn-Hilliard (IV.4.4) fournit����� '�t ����22 � juj22jr'j21 + U2jr'j22 + ���� div

�1�r���������22 ;
et avec le même genre d’estimations que pour obtenir (IV.4.50)-(IV.4.56), on déduit que� '�t L2(t0;t0+� ;L2) � C(�); (IV.4.64)

indépendamment det0 et de". Ce résultat est clairement plus fort que (IV.4.47).
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– Revenons alors à l’estimation (IV.4.10) obtenue pour les solutions faibles, et récrivons-la sous la forme12 ddt  Z
 1� ����r��������2!+ �2�2 ����r� '�t ����22 � C" Z
 ����� '�t ���� ����r� '�t ���� jr'j+ C" Z
 j�'j ����� '�t ����2+ C Z
 jF 00(')j ����� '�t ����2 + C" Z
 jF 0(')j ����� '�t ����2+ C" Z
 ����r��������2 ����� '�t ����+ ����Z
(u:r') ��t ��������+ ����U Z
(v�:r') ��t �������� : (IV.4.65)

On estime alors chacun des sept termesK1; :::;K7 de cette inégalité de la façon suivanteK1 � C" ����� '�t ����2 ����r� '�t ����2 jr'j1 � �210�2 ����r� '�t ����22 + C"2jr�'j22 ����� '�t ����22 ; (IV.4.66)K2 � C"j�'j3 ����� '�t ����23 � C"jr�'j2 ����� '�t ����2 ����r� '�t ����2 � �210�2 ����r� '�t ����22 + C"2jr�'j22 ����� '�t ����22 ; (IV.4.67)K3 � CjF 00(')j1 ����� '�t ����22 � C(1 + j'jp�11 ) ����� '�t ����22 � C(1 + k'kp�12 ) ����� '�t ����22 ; (IV.4.68)K4 � C"jF 0(')j1 ����� '�t ����22 � C"(1 + k'kp2) ����� '�t ����22 ; (IV.4.69)K5 � C" ����r��������23 ����� '�t ����3 � C" ����r��������2 �������������2 ����� '�t ���� 122 ����r� '�t ���� 122� �210�1 ����r� '�t ����22 + C ����� '�t ����22 + C"2 �������������22 ����r��������22 : (IV.4.70)

On procède pour le sixième terme comme pour le termeI10 (IV.4.31) au cours de la preuve du théorème IV.4.2K6 � �210�2 ����r� '�t ����22 + Cjuj2(jr'j2 + jr'jq12 j�'jq22 )jruj2+ Cj�'j42jruj22 + (jr�'j2j�'j2 + j�'j 122 jr�'j 122 )jruj22; (IV.4.71)

et de la même manièreK7 � CU jr'j2(jF 00(')j1 + "jF 0(')j1) ����� '�t ����2 + C"U2jrv�j22j�'j42+ CU2j�'j22 + CU2jrv�j22jr�'j22: (IV.4.72)

Grâce à (IV.4.46) et à (IV.4.59), l’inégalité (IV.4.65) fournit donc12 ddt  Z
 1� ����r��������2!+ �210�2 ����r� '�t ����22 � f3(U) + C ����� '�t ����22 + Cf1(U)jr�'j22 + Cjruj22+ Cjr�'j22jruj22 + C"2 �������������22 ����r��������22 ; (IV.4.73)
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oùf3(U) est une certaine fonction deU qui tend vers zéro quandU tend vers0.
On a maintenant établi toutes les estimations nécessaires àla conclusion. En effet, si on somme (IV.4.63) et (IV.4.73)

il vient 12 ddt  Z
 1� ����r��������2 + Z
 �(')jD(u)j2!+ �220�2 ����r� '�t ����22 + �120 ����� u�t ����22 +  �120 jAuj22� g1(t) + g2(t) �jruj22 + jr�j22�+� 1 + � I; (IV.4.74)

où g1(t) et g2(t) sont deux fonctions bornées dansL1(t0; t0 + �) indépendamment de" et det0 pour tout� > 0. Ceci
provient, plus précisément, de (IV.4.35) et (IV.4.64).

La conclusion est alors immédiate en se servant de (IV.4.47).
– Si la dimension estd = 2, le termeI (voir (IV.4.61)) est de la formeg3(t)jruj22 avecg3(t) bornée dansL1(t0; t0 + �) indépendamment det0 et de". On obtient la régularité et la globalité désirée grâce au lemme

de Gronwall uniforme (lemme III.2.5).
– Si la dimension estd = 3, comme pour l’équation de Navier-Stokes incompressible homogène usuelle, c’est le

termeI = Cjruj62 qui contraint les estimations à n’être que locales.
Dans chaque cas, les estimations obtenues sont indépendantes de" et en particulier, dans le cas 3D, le temps d’existence
de la solution est indépendant de".
4.3 Comportement asymptotique

Dans ce paragraphe, on va montrer que dans le cas faiblement non-homogène en dimensionsd = 2 et d = 3,
on a le même comportement qualitatif des solutions que dans le cas homogène (voir le chapitre 3). Plus précisément,
on va établir la stabilité asymptotique des états métastables du potentiel sous cisaillement. On rappelle que l’on a fait
l’hypothèse que le terme de forces extérieuresg dérive d’un potentielG 2 H1, c’est-à-dire qu’on ag = rG: (IV.4.75)

Typiquement,g représente la pesanteur et dérive donc bien d’un potentiel.

Théorème IV.4.4
Soit ! 2 R, etF une fonction de classeC3 tels queF 00(!) > 0. Alors il existe"0 > 0, tel que pour tout" < "0, la
solution stationnaire' = ! etv = vU1 du problème(IV.1.1)-(IV.1.4) est asymptotiquement stable.

Plus précisément, si" < "0, il existe unÆ > 0 tel que pour toutes donnéesU > 0, v0 2 vU1 + V et'0 2 �3 avecm('0) = ! vérifiant U + kv0k1 + k'0 � !k3 � Æ;
il existe une unique solution forte globale('"; v") au problème(IV.1.1)-(IV.1.4) (même en 3D) ayant pour donnée
initiale ('0; v0). De plus, siÆ est choisi assez petit, cette solution vérifie'"(t)! !; v"(t)! vU1; quandt! +1:
Preuve :� Etape 1: De la même façon que dans le cas homogène, on doit travailler avec un potentiel de Cahn-Hilliard
modifié. Plus précisément, introduisonsR" la primitive de�" qui s’annule en!. On se donne� > 0 suffisamment petit,
et on construit alors, au voisinage du pointx = ! une fonctionF! donnée parF!(x) = F (x)� F 0(!)�"(!)R"(x) � F (!); 8x 2 [! � �; ! + �℄:
On peut aisément voir que F!(!) = 0; F 0!(!) = 0; F 00! (!) > 0;
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à la condition que" satisfasse " < F 00(!)jF 0(!)j�1:
Cette fonctionF! est strictement convexe au voisinage de!, et il est donc facile d’étendreF! de façon convexe àR tout
entier, de sorte queF! satisfasse les hypothèses (IV.3.1)-(IV.3.4) et (IV.3.5).

Le point important est de voir que dans l’hypothèse (IV.3.3), on peut prendreF4(!) = 0 (carF! est convexe, etF!(!) = 0).� Etape 2: On obtient les mêmes estimations que dans la preuve du théorème IV.4.2 avec le potentiel modifiéF!, à
l’exception du termeI3, que l’on récrit grâce à (IV.4.75) sous la formejI3j = ����Z
 �rG:u���� = ����Z
 G�0(')r(' �m(')):u����� "jGj2j�'j2jruj2 � C"z": (IV.4.76)

Avec cette nouvelle estimation, l’inégalité (IV.4.43) devientddty" + 14z" � CU2jD(v�)j22 + C" 12 z" + C�Uz" + C" 18 (1 + yq")z": (IV.4.77)

En effet, on aF4('0) = F4(!) = 0 dans (IV.4.11) et (IV.4.14), et le termeCjgj22 qui apparaît dans (IV.4.21) n’est plus
présent grâce à la nouvelle estimation du termeI3 (IV.4.76).

Rappelons que dans la démonstration du théorème IV.4.2, on achoisi� = min( 116CU ; 4pU);
mais en fait on a besoin dans la suite d’un� un peu différent, c’est la raison pour laquelle on va choisirdorénavant� = min( 116CU ; 12pU);
de sorte qu’avec (III.4.3), on ait toujoursf1(U) � CU2jD(v�)j22 �! 0; quandU ! 0;
mais en plus f2(U) � CU2j�v�j22 �! 0; quandU ! 0:
Il est facile de voir que ce nouveau choix de� est tout à fait compatible avec la démonstration du théorèmeIV.4.2.

Dans toute la suite,fi représentera toujours une fonction positive continue telle quefi(0) = 0. De la même façon
que dans la preuve du théorème (IV.4.2), en supposant" < 1(16C)2 , on obtientddty" + 18z" � f1(U) + C" 18 (1 + yq")z";
et finalement, avec la même définition deM", on voit que si" est assez petit pour queKÆ � 12M", on a pour tout tempst l’estimation ddty" + 116z" � f1(U);
et donc avec (IV.4.17) ddty" + C 0y" � f1(U):
Enfin, grâce à l’hypothèse sur les données (en particulierU � Æ), on déduit du lemme de Gronwall quey"(t) � KÆ + f1(U)C 0 � f3(Æ):
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Ceci implique que les estimations sur les solutions faiblespour ce nouveau problème s’écriventk'" � !kL1(R+;�1) + " 12 k'" � !kL1(R+;�2) + " 34 k'" � !kL1(R+;�3) + kv" � vU1kL1(R+;H) � f3(Æ); (IV.4.78)k'" � !kL2(t0;t0+� ;�3) + " 12 � '"�t L2(t0;t0+� ;L2) + " 34 � '"�t L2(t0;t0+� ;H1)+ k�"kL2(t0;t0+� ;�1) + kv" � vU1kL2(t0;t0+� ;V )� (1 + �)f3(Æ); pour toutt0; � > 0: (IV.4.79)� Etape 3: On reprend maintenant l’estimation (IV.4.57) pour obtenir12 ddt j�'j22 + �210�22 j�2'j22 � f Æ" (t);
oùf Æ" est estimée indépendamment de" de la façon suivante, en utilisant (IV.4.78)-(IV.4.79) :kfÆ" kL1(t0;t0+�) � (1 + �)f3(Æ);
et ce carf1(U) etf2(U) tendent vers zéro quandU tend vers zéro (donc quandÆ tend vers zéro) grâce au nouveau choix
de�(U) effectué plus haut.

En appliquant alors le lemme de Gronwall uniforme, il vientk'� !kL1(R+;�2) � f4(Æ);k'� !kL2(t0;t0+� ;�4) � (1 + �)f4(Æ): (IV.4.80)

CommeH2 s’injecte dansL1 (en dimensiond = 2 oud = 3), on déduit de (IV.4.80) quek'� !kL1(R+�
) � f4(Æ);
et qu’on peut donc choisirÆ0 assez petit tel que pour toutÆ < Æ0 on aitf4(Æ) < �;
et ainsi pour presque tout(t; x), '(t; x) est dans l’intervalle[!� �; !+ �℄ dans lequel le potentiel modifié est défini parF!(x) = F (x)� F 0(!)�"(!)R"(x)� F (!):
Ainsi ' est solution de l’équation� '�t + v:r'� div

� 1�"(')r���2�'+ F 0!(')�"(') �� = 0;� '�t + v:r'� div

� 1�"(')r� 1�"(') ���2�'+ F 0(')� F 0(!)�"(!) �"(')��� = 0;� '�t + v:r'� div

� 1�"(')r���2�'+ F 0(')�"(') �� = 0:
On reconnaît bien les équations initiales (IV.1.1)-(IV.1.2) avec le potentiel originalF , et donc finalement, les solutions
construites ici sont solutions du problème de départ (IV.1.1)-(IV.1.4).� Etape 4: L’existence d’une solution forte globale en 2D est donnée par le théorème IV.4.3, on doit par contre
montrer que dans le cas 3D la solution obtenue est une solution forte en vitesse, définie globalement. Pour cela on utilise
le fait que la donnée initiale est proche d’une solution stationnaire, et que le terme sourceg dérive d’un potentiel.
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Posons h(t) = Z
 1� ����r��������2 + Z
 �(')jD(u)j2;
et récrivons l’estimation (IV.4.74) dans le cas 3D sous la formeddth � g1(t) + g2(t)h(t) + Ch(t)3; (IV.4.81)

oùg1 etg2 sont bornées indépendamment det0 et de" de la façon suivanteZ t0+1t0 gi(t)dt � f5(Æ); pouri = 1; 2;
et grâce à (IV.4.79), on a aussi Z t0+1t0 h(t)dt � f5(Æ):
De plus, l’hypothèse sur les données implique qu’il existeC 0 tel queh(0) < C 0Æ2:
Introduisons alors f6(Æ) = (max(C 0Æ2; f5(Æ)) + f5(Æ))e1+f5(Æ):
Il est immédiat de voir que f6(Æ)! 0; quandÆ ! 0:
Choisissons alorsÆ0 assez petit pour queCf6(Æ)2 < 1 pour toutÆ < Æ0. Dans ces conditions, on aCh(0)2 < 1:
Si on appelleT le temps maximal tel que Ch(t)2 < 1; 8t 2 [0; T [;
on obtient de (IV.4.81), pour toutt 2 [0; T [,ddth � g1(t) + (1 + g2(t))h(t);
de sorte que par le lemme de Gronwall uniforme, on a pour toutt 2 [0; T [h(t) � f6(Æ):
Mais, par choix deÆ0, on aCf6(Æ)2 < 1, ce qui implique que le temps d’existenceT de la solution forte est+1. De
plus, on déduit les estimations suivantes sur la solution('; v)k'�m(')kL1(R+;�3) + kv � vU1kL1(R+;V ) � f7(Æ);� '�t L2(t0;t0+� ;�1) + � v�t L2(t0;t0+� ;H) + kvkL2(t0;t0+� ;V2) � f7(Æ)(1 + �): (IV.4.82)

On a donc montré l’existence globale et uniforme en temps d’une solution forte pour le problème (IV.1.1)-(IV.1.4).� Etape 5: Dans l’étape précédente, on a obtenu la stabilité de la solution stationnaire que l’on étudie. Pour montrer
en plus la stabilité asymptotique de cette solution, on doitétudier la convergence de la solution quandt tend vers l’infini.
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Etudions tout d’abord la convergence du paramètre d’ordre'. Si on prend le produit scalaire de (IV.1.1) avec'� !
dansL2, on obtient avec (IV.1.4) et les conditions au bord satisfaites parv,ddt j'� !j22 + Z
 1�r���� :r' = 0;
ce que l’on peut écrire, en utilisant le fait que� = ��2�' + F 0!(') (ou F 0('), on a vu que c’était strictement
équivalent), ddt j'� !j22 � �2 Z
 1�r��'� � :r' = � Z
 1�r�F 0!(')� � :r':
On a ddt j'� !j22 + Z
 1�2 j�'j2 = �2 Z
 �0(')�3(')�'jr'j2 � Z
 1�2F 00! (')jr'j2 + Z
 F 0!(')�0(')�3(') jr'j2;
et donc, commeF! est convexe (par construction), et' bornée dansL1, on déduitddt j'� !j22 + 1�22 j�'j22 � C"j�'j32 + C"jF 0!(')j1jr'j22� C"f4(Æ)j�'j22 + C"f4(Æ)jr'j22;
car on a jF 0!(')j = jF 0!(') � F 0!(!)j �  sup[!��;!+�℄ jF 00! j! j'� !j;
ou encore avec (IV.4.80) jF 0!(')j1 � Cf4(Æ):
Si Æ est assez petit pour que2C"0f4(Æ) � 12�22 , on en déduit que l’on addt j'� !j22 + Cj�'j22 � 0;
ce qui implique par (III.2.7) que ddt j'� !j22 + Cj'� !j22 � 0;
et finalement j'� !j22 � j'0 � !j22e�Ct;
ce qui donne la convergence désirée dans�0. La convergence dans�s pour touts < 2 provient directement de la
convergence précédente et du fait que('� !) est bornée uniformément en temps dans�2.� Etape 6: Il reste à prouver la convergence du champ de vitesse. Pour cela écrivons l’équation satisfaite parv�vU1
de la manière suivante (rappelons que�vU1 = 0 et queg = rG)�(!)�� (v � vU1)�t + (v � vU1):r(v � vU1)�� 2 div (�(')D(v � vU1)) +rp= 2 div ((�(') � �(!))D(vU1))� �(!)(vU1:r(v � vU1) + (v � vU1):rvU1)� (�(') � �(!))�� v�t + v:rv�+ (��m(�))r' + "�1� '24 � 1� !24 �r����+ (�(') � �(!))g;
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d’où on déduit immédiatement�(!)2 ddt jv � vU1j22 + �1jr(v � vU1)j22 � 2 Z
 j�(')� �(!)jjD(vU1)jjD(v � vU1)j+ �(!) Z
 jvU1jjv � vU1jjr(v � vU1)j+ �(!) Z
 jv � vU1j2jrvU1j+ Z
 j�(')� �(!)j ����� v�t + v:rv���� jv � vU1j+ Z
 j��m(�)jjr'jjv � vU1j+ " Z
 ����'2 � !24 ���� ����r�������� jv � vU1j+ ����Z
(�(')� �(!))g(v � vU1)���� :
Cette dernière inégalité implique�(!)2 ddt jv � vU1j22 + �1jr(v � vU1)j22� 2k�0k1j'� !j1jD(vU1)j2jr(v � vU1)j2 + CjvU1j1jr(v � vU1)j22+ CjrvU1j1jv � v1j22 + C"j'� !j1������ v�t ����2 + jrvj2jAvj2� jv � vU1j2+ Cjr�jjr'j4jv � vU1j2 + C"j'2 � !2j1 ����r��������2 jv � vU1j2+ C"j'� !j1jgj2jv � vU1j2; (IV.4.83)

En utilisant (III.2.4), (IV.4.80), (IV.4.82) et le fait quejvU1j1 = jrvU1j1 = U � Æ;
on obtient , pourÆ assez petit, l’estimationddt jv � vU1j22 + jv � vU1j22 � g1(t) + C 0e�C1tg2(t);
oùg1(t)! 0 quandt tend vers l’infini, etg2 est donné parg2(t) = ����� v�t ����22 + jAvj22 + jr�j22 + ����r��������22 ;
de sorte que grâce à (IV.4.79) et à (IV.4.82) il vienneZ t0 g2(s)ds � C(1 + t):
On peut bien sûr supposerC1 < 1, alors on sait que toute fonctiony(t) vérifianty0(t) + y(t) � g1(t) + Ce�C1tg2(t);
tend nécessairement vers zéro quandt tend vers l’infini. En effet, on ay(t) � e�ty(0) + e�t Z t0 esg1(s)ds+ Ce�t Z t0 e(1�C1)sg2(s)ds:
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Dans cette inégalité, il est clair que le premier terme converge vers zéro, mais aussi le second terme par le théorème de
Cesaro et le fait queg2(t)! 0. Pour le troisième terme on ae�t Z t0 e(1�C1)sg2(s)ds = e�te(1�C1)t Z t0 g2(s)ds � Ce�C1t(1 + t):
La conclusion est immédiate : le champ de vitessev converge vers la solution stationnaire dansH et donc dansVs pour
touts < 1 car on a vu que(v � vU1) est borné uniformément en temps dans l’espaceV = V1.
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Chapitre 5

Persistance des perturbations de solutions
1D à grand cisaillement

Dans ce qui suit le paramètre" est différent de celui utilisé dans le chapitre 4. Les résultats suivants concernent en
effet le modèle homogène étudié dans le chapitre 3.

1 Introduction

On s’intéresse à l’étude du problème précédent dans un domaine bidimensionnel donné par
" = �0; 1"��℄� 1; 1[;
correspondant au cas d’une cellule de Couette (voir par exemple la figure II.4.5) où la différence entre les rayons des
deux cylindres (ordre� 1) est petite devant le rayon moyen de la cellule (ordre� 1="). Si on place un mélange à
l’intérieur de cette cellule et que l’on met en rotation l’undes deux cylindres avec une vitesse angulaire de l’ordre de1,
on est dans la situation où le taux de cisaillement est d’ordre1=". Ainsi, dans tout ce qui suit," est un paramètre destiné
à être petit et qui est tout le temps supposé inférieur à1.

On souhaite comprendre l’influence du grand cisaillement sur la stabilité de solutions monodimensionnelles du
problème. Ces solutions correspondent aux solutions en “bandes” que l’on obtient numériquement et expérimentalement
(voir [2] et le chapitre 2).

Afin de respecter les notations des chapitres précédents la première coordonnée sera notéex et la secondez.

Dans la suite on va faire les hypothèses simplificatrices suivantes :
– Le potentiel de Cahn-Hilliard est un potentiel polynomial[8, 9]F (') = '44 � '22 : (V.1.1)

– Les termes d’inertie sont négligés dans l’équation de Navier-Stokes. Cette hypothèse correspond au cas d’un
écoulement laminaire.

– La mobilitéB et la viscosité� sont constantes (égales à1 pour simplifier).
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On note les inconnues dans le domaine physique
" par ~'"; ~�" et ~V". Le système de cisaillement s’écrit alors� ~'"�t + ~V":r ~'��~�" = 0 dans
";~�" = ��2�~'" + F 0( ~'") dans
";� ~V"�t ��~V" +r~p" = ��2�~'"r ~'" dans
";
div ( ~V") = 0;~'", ~�" et ~V" périodiques enx;� ~'"�� = � ~�"�� = 0; surfz = �1g;~V" = �1"ex, pourz = �1:

On relève les conditions aux limites par le champ de vitesse stationnaire
z"ex où ex est le vecteur unitaire selon la

directionx. On écrit alors le champ de vitesse sous la forme~V" = z" ex + ~U". Avec ce changement de fonction, les
équations dans le domaine
" deviennent� ~'"�t + z"�x ~'" + ~U":r ~'" ��~�" = 0 dans
"; (V.1.2)~�" = ��2�~'" + F 0( ~'") dans
"; (V.1.3)� ~U"�t ��~U" +r~p" = ��2�~'"r ~'" dans
"; (V.1.4)

div ( ~U") = 0; (V.1.5)

+ périodicité et conditions aux limites homogènes sur~'", ~�" et ~U".
Remarquons qu’il est préférable, pour simplifier les calculs, d’écrire le terme de forces capillaires sous la forme��2�~'"r ~'" plutôt que~�"r ~'". Ceci est tout à fait licite car le termeF 0( ~'")r ~'" peut être ajouté au terme de pression.

On a déjà utilisé cette transformation lors de l’étude du problème homogène dans le cas dégénéré (chapitre 3 définition
III.3.3).

Dans la suite, on note ~U" = � ~u"~v" � :
2 Solutions 1D du système

On s’intéresse à l’étude des solutions 1D du problème (V.1.2)-(V.1.5), c’est-à-dire à des solutions qui ne dépendent
que dez. Soit( ~'0(t; z); ~U0(t; z)) une telle solution, avec~U0(t; z) = � ~u0(t; z)~v0(t; z) � ;
alors la condition (V.1.5) sur~U0 et le fait que�x~u0 = 0, montre que nécessairement�z~v0 = 0:
Ainsi, comme~U0 = 0 sur les bordsfz = �1g, il vient ~v0 = 0:
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Comme~U0 est dirigé suivant l’axe desx et que�x'0 = 0, les termes de transport disparaissent dans (V.1.2) et il reste� ~'0�t � �2z ~�0 = 0;~�0 = ��2�2z ~'0 + F 0( ~'0):
L’équation (V.1.4) devient dans ces conditions� ~u0�t ��~u0 + �x~p0 = 0;�z ~p0 = ��2�2z ~'0�z ~'0:
La pression et le champ de vitesse donnés par~p0 = ��22 j�z ~'0j2; (V.2.1)

et � ~u0�t ��~u0 = 0;
sont à l’évidence l’unique solution de ce problème.

Ainsi, les solutions monodimensionnelles du système (V.1.2)-(V.1.5) sont obtenues comme solutions de deux équa-
tions découplées : une équation de Cahn-Hilliard 1D classique pour~'0 et une équation de la chaleur pour~u0. Remar-
quons, en outre, que ces solutions ne dépendent pas de". On va ainsi s’intéresser au comportement du système (V.1.2)-
(V.1.5) pour des données initiales bidimensionnelles proches de données monodimensionnelles à grand cisaillement,
c’est-à-dire pour" petit.

Dans toute la suite, on considère(t; z) 7! ~'0(t; z) solution dans℄� 1; 1[ de l’équation de Cahn-Hilliard 1D� ~'0�t � �2z ~�0 = 0; (V.2.2)~�0 = ��2�2z ~'0 + F 0( ~'0); (V.2.3)

avec la donnée initiale ~'0(0) = '00 2 H1(℄� 1; 1[);
et les conditions au bord �z ~'0 = �3z ~'0 = 0; pourz = �1:

L’existence et l’unicité d’une telle solution est très classique [1, 9], et celle-ci vérifie8t � 0; m( ~'0(t)) = m('00);8t � 0; j�z ~'0j22(t) + Z 1�1 F ( ~'0(t)) � C0; (V.2.4)8T � 0; Z T0 j�3z ~'0j22 � C0(1 + T ); (V.2.5)supt;z j ~'0(t; z)j � C0; (V.2.6)

pour une certaine constanteC0 ne dépendant que de'00.
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On associe à cette solution le champ de pression~p0 défini par (V.2.1) ainsi que la solution de l’équation de la chaleur
monodimensionnelle suivante � ~u0�t � �2z ~u0 = 0; (V.2.7)

avec la donnée initiale ~u0(0) = u00 2 L2(℄� 1; 1[);
et les conditions aux limites de Dirichlet homogène~u0(z = �1) = 0:

L’existence et l’unicité de solutions pour ce problème de Cauchy sont classiques et on rappelle les estimations
suivantes k~u0kL1(R+;L2(℄�1;1[)) + k~u0kL2(R+;H1(℄�1;1[)) � Cju00j2: (V.2.8)

Par l’injection de SobolevH1 � L1 en dimension1, il vient alorsk~u0kL2(R+;L1(℄�1;1[)) � Cju00j2: (V.2.9)

Dans ce qui suit, on va montrer, pour" petit, la persistance sur des temps significatifs de petitesperturbations de la
solution 1D du problème (V.1.2)-(V.1.5) donnée par~'0 et par~U0 = � ~u0(t; z)0 � : (V.2.10)

3 Changement de variables et d’inconnues

Afin de tenir compte du caractère allongé du domaine que l’on considère, on est naturellement amené à effectuer le
changement de variables suivant pour tout(x; z) 2 
0 =℄0; 1[�℄� 1; 1[,'"(t; x; z) = ~'"(t; x" ; z)U"(t; x; z) = 0� ~u"(t; x" ; z)1" ~v"(t; x" ; z) 1A�"(t; x; z) = ~�"(t; x" ; z)p"(t; x; z) = ~p"(t; x" ; z):
Le choix du coefficient1" dans la définition de la seconde composante deU" est fait pour assurer que la condition de
divergence nulle dans
0 pour le champ de vitesseU" s’écrive encore sous la forme� �x�z � :U" = 0:
Remarque V.3.1
Comme d’après ce qui précède, les solutions monodimensionnelles( ~'0; ~U0) du système vérifient~v0 = 0, il est facile de
voir qu’elles sont invariantes par le changement de variables et d’inconnues précédent.

Ainsi dans toute la suite ces solutions seront indifféremment notées( ~'0; ~U0) ou ('0; U0).
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On vérifie que, dans les nouvelles variables, le système (V.1.2)-(V.1.5) devient� '"�t + z�x'" + "U":r'" � "2�2x�" � �2z�" = 0; dans
0; (V.3.1)�" = ��2"2�2x'" � �2�2z'" + F 0('") dans
0; (V.3.2)� U"�t � "2�2xU" � �2zU" + "�xp"1"�zp" ! = 0� ��2"("2�2x'" + �2z'")�x'��2" ("2�2x'" + �2z'")�z'" 1A dans
0; (V.3.3)

div (U") = 0; (V.3.4)

associé aux conditions de périodicité enx et aux conditions aux limites�z'" = �3z'" = 0 surfz = �1g;U" = 0 surfz = �1g:
En effet, comme�z'" = 0 la condition de Neumann pour�" sur les bordsfz = �1g, s’écrit bien0 = �z(��2"2�2x'" � �2�2z'") + F 00('")�z'" = ��2�3z'":
4 Rappels sur les inégalités de Sobolev anisotropes

Le domaine initial dépend de", et il est donc judicieux de ramener les inconnues et les calculs à un domaine fixe
0
comme on vient de le faire. Ainsi, les constantes qui apparaissent dans les inégalités de Sobolev et de Poincaré utilisées
dans la suite sur
0 ne dépendent pas de". Cependant, si on utilise les inégalités de Sobolev classiques, on perd le fait
que le domaine initial est anisotrope.

C’est la raison pour laquelle on va, dans la suite, utiliser des inégalités de Sobolev anisotropes (voir [10]) que l’on
rappelle ci-dessous.� Notation : Dans toute la suitej:jp désigne la norme surLp(
0).
Lemme V.4.1 (Inégalités de Sobolev anisotropes)

– Pour tout2 � p < +1, il existe une constanteCp > 0 telle que pour toute fonctionf deH1(
0), on ajf jp � Cpjf j 2p2 (jf j2 + j�xf j2) 12� 1p (jf j2 + j�zf j2) 12� 1p : (V.4.1)

– Pour tout2 � p � 1, il existe une constanteCp > 0 telle que pour toute fonctionf deH2(
0), on ajf jp � Cpjf j 12+ 1p2 (jf j2 + j�xf j2 + j�2xf j2) 14� 12p (jf j2 + j�zf j2 + j�2zf j2) 14� 12p : (V.4.2)

Remarque V.4.1
Dans ce qui suit, l’inégalité(V.4.2) est appliquée à des fonctionsf vérifiant les conditions de périodicité enx et des
conditions aux limites homogènes (Dirichlet ou Neumann) sur les bordsfz = �1g de
0. Ainsi, on peut montrer par
intégration par parties que l’on a j�xf j2 � jf j 122 j�2xf j 122 � 12(jf j2 + j�2xf j2);j�zf j2 � jf j 122 j�2zf j 122 � 12(jf j2 + j�2zf j2);
de sorte que(V.4.2)sera utilisée sous la formejf jp � Cpjf j 12+ 1p2 (jf j2 + j�2xf j2) 14� 12p (jf j2 + j�2zf j2) 14� 12p : (V.4.3)
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Preuve :
On se contente ici de donner l’esquisse de la preuve de la première inégalité. La démonstration complète se trouve

par exemple dans [10].� Etape 1 - Cas deR2
On prouve tout d’abord le résultat pour une fonctiong 2 C1(R2 ) à support compact, par un argument d’homogénéité.

On sait que pour toutp 2 [2;+1[, on a H10 (R2 ) � Lp(R2 ):
Il existe doncCp > 0 telle quekgkLp(R2) � Cp(kgkL2(R2) + k�xgkL2(R2) + k�zgkL2(R2)):
Pour tout couple(�; �) de réels positifs on poseh(x; z) = g(�x; �z);
de sorte queh 2 D(R2 ). De plus, on obtient aisémentkhkLp(R2) = 1(��) 1p kgkLp(R2);k�xhkL2(R2) = ���� 12 k�xgkL2(R2);k�zhkL2(R2) = ���� 12 k�zgkL2(R2);
et donc d’après l’inégalité précédente appliquée à la fonctionh on a1(��) 1p kgkLp(R2) � Cp 1(��) 12 kgkL2(R2) +���� 12 k�xgkL2(R2) + ���� 12 k�zgkL2(R2)! ;
ce qui donnekgkLp(R2) � Cp (��) 1p� 12 kgkL2(R2) + (��) 1p ���� 12 k�xgkL2(R2) + (��) 1p ���� 12 k�zgkL2(R2)! : (V.4.4)

Comme on souhaite obtenir dans le membre de droite un produitde termes, il faut s’arranger pour que tous les termes
qui y apparaissent soient égaux. Ceci donne les relations(��) 1p� 12 kgkL2(R2) = (��) 1p ���� 12 k�xgkL2(R2);(��) 1p� 12 kgkL2(R2) = (��) 1p ���� 12 k�zgkL2(R2):
Ces équations admettent pour solution � = kgkL2(R2)k�xgkL2(R2) ;� = kgkL2(R2)k�zgkL2(R2) :
En reportant dans (V.4.4), il vientkgkLp(R2) � Cpkgk 2pL2(R2)k�xgk 12� 1pL2(R2)k�zgk 12� 1pL2(R2); (V.4.5)
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ce qui prouve le résultat pour les fonctions deD(R2 ).
Pour prouver le résultat sur
0, il faut utiliser une technique de prolongement puis de troncature.� Etape 2 - Prolongement
Pourf 2 C1(
0), on construit un prolongement�f de classeC1 sur
1, où
1 =℄� 1=2; 3=2[�℄� 2; 2[, qui vérifiek �fkL2(
1) � CkfkL2(
0); (V.4.6)k�x �fkL2(
1) � Ck�xfkL2(
0); (V.4.7)k�z �fkL2(
1) � Ck�zfkL2(
0); (V.4.8)

oùC est une constante universelle. Ce qui est important ici c’est de pouvoir contrôler la dérivée par rapport àx de �f
uniquement par la dérivée par rapport àx def , c’est-à-dire sans mélanger les directions. Cette construction s’effectue
par réflexion successivement dans la directionx puis dans la directionz grâce aux opérateurs de Babitch (voir [10]). Par
exemple, et sans rentrer dans les détails, on pose pourx 2℄� 1=2; 3=2[ etz 2℄� 1; 1[�f(x; z) = 8<: f(x; z) si x 2 [0; 1℄P2i=1 �if(�ix; z) si x 2 [�1=2; 0[P2i=1 �if(1� i(x� 1); z) si x 2℄1; 3=2℄
où les�i sont solutions de 2Xi=1(�i)k�i = 1; pourk = 0 etk = 1:
Cette dernière condition assure le caractèreC1 du prolongement�f et il est facile de voir que l’on a bien des estimations
du type (V.4.6)-(V.4.8). On procède de la même manière dans la directionz.� Etape 3 - Troncature

Dans cette dernière étape on doit tronquer la fonction�f pour qu’elle coïncide encore avecf sur
0, tout en étant
à support compact dansR2 . Pour cela, il faut localiser�f séparément dans chaque direction afin de ne pas coupler les
dérivées enx et celles enz. On souhaite en effet dans le résultat final obtenir un produit de termes dans lesquels les
directionsx etz sont séparées. La méthode consiste à introduireg(x; z) = �1(x)�2(z) �f(x; z);
avec�1 et �2 régulières, à support compact respectivement dans℄� 1=2; 3=2[ et ℄� 2; 2[ et qui valent1 respectivement
sur[0; 1℄ et [�1; 1℄. Il est facile de vérifier que l’on akfkLp(
0) � kgkLp(R2);k�xgkLp(R2) � C(k �fkL2(
1) + k�x �fkL2(
1));k�zgkLp(R2) � C(k �fkL2(
1) + k�z �fkL2(
1));
ce qui, en utilisant (V.4.5) et (V.4.6)-(V.4.8), fournit lerésultat attendukfkLp(
0) � Cpkfk 2pL2(
0)(kfkL2(
0) + k�xfkL2(
0)) 12� 1p (kfkL2(
0) + k�zfkL2(
0)) 12� 1p :
5 Solution bidimensionnelle de l’équation linéarisée

Pour" > 0 fixé, considérons'1 (qui dépend de" de façon implicite) solution de l’équation de Cahn-Hilliard (V.3.1)-
(V.3.2) avecU" = U0 linéarisée autour de la solution (non forcément stationnaire)'" = '0. Celle-ci s’écrit� '1�t + z�x'1 + "u0(t; z)�x'1 � "2�2x�1 � �2z�1 = 0; (V.5.1)�1 = ��2"2�2x'1 � �2�2z'1 + F 00('0(t; z))'1: (V.5.2)
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On prouve sans difficulté, par les mêmes techniques que dans le chapitre 3, l’existence et l’unicité d’une solution faible
globale pour ce problème, pour une donnée initiale dansH1(
0). On note~'1 et ~�1 les fonctions définies sur
" obtenues
par le changement de variables inverse de celui effectué dans la section 3. On s’attend à ce que'1 régisse l’évolution de
la partie principale de la perturbation au cours du temps.

Dans la suiteC0 désigne une constante qui ne dépend que de'0 (c’est-à-dire de'00) et deu0 (c’est-à-dire deu00), etC une constante universelle. Ces constantes qui peuvent éventuellement changer d’une ligne sur l’autre.

Lemme V.5.1 (Estimations sur'1)
– La solution 1D('0; u0) du problème étant fixée, l’unique solution à(V.5.1)-(V.5.2) vérifie les estimations sui-

vantes pour toutT > 0, 80 � t � T; j'1j22(t) � j'01j2eC0T ; (V.5.3)80 � t � T; j�x'1j22(t) � j�x'01j22eC0T ; (V.5.4)80 � t � T; j�z'1j22(t) � C0�j�z'01j22 + 1" j'01j22� eC0T ; (V.5.5)Z T0 �"4j�2x'1j22 + "2j�x�z'1j22 + j�2z'1j22� � C0j'01j22eC0T ; (V.5.6)Z T0 �"4j�3x'1j22 + "2j�2x�z'1j22 + j�x�2z'1j22� � C0j�x'01j22eC0T ; (V.5.7)Z T0 �"4j�2x�z'1j22 + 2"2j�x�2z'1j22 + j�3z'1j22� � C0�j�z'01j22 + 1" j'01j22� eC0T : (V.5.8)

– En outre, si on suppose que'0 est une solution stationnaire, constante et métastable de l’équation de Cahn-Hilliard,
c’est-à-dire'0(t; z) = ! pour tout(t; z) avecF 00(!) > 0, alors les estimations sur'1 deviennent8t � 0; j'1j22(t) � j'01j22;8t � 0; j�x'1j22(t) � j�x'01j22;8t � 0; j�z'1j22(t) � j�z'01j22 + C0" j'01j22;Z T0 �"2j�x'1j22 + j�z'1j22 + "4j�2x'1j22 + "2j�x�z'1j22 + j�2z'1j22� � C0j'01j22;Z T0 �"2j�2x'1j22 + j�2z'1j22 + "4j�3x'1j22 + "2j�2x�z'1j22 + j�x�2z'1j22� � C0j�x'01j22;Z T0 �"2j�x�z'1j22 + j�2z'1j22 + "4j�2x�z'1j22 + 2"2j�x�2z'1j22 + j�3z'1j22� � C0�j�z'01j22 + 1" j'01j22� :

Preuve :� Etape 1:
Multiplions l’équation (V.5.1) par(�1)k�2kx '1 (pourk = 0 ou1), il vient, comme'0 etu0 ne dépendent que dez,

et après intégrations par parties12 ddt j�kx'1j22+�2"4j�k+2x '1j22+2�2"2j�k+1x �z'1j22+�2j�kx�2z'1j22 � jF 00('0)j1j�kx'1j2("2j�k+2x '1j2+ j�kx�2z'1j2);
Ce qui fournit par le lemme de Gronwall80 � t � T; j�kx'1j22 � j�kx'01j22eC0T ;
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oùC0 = sup(t;z) jF 00('0(t; z))j (qui est fini car'0 2 L1(R+ �
)). On a de plusZ T0 "4j�k+2x '1j22 + "2j�k+1x �z'1j22 + j�kx�2z'1j22 � j�kx'01j22(1 + eC0T ) � C0j�kx'01j22eC0T :� Etape 2:
Si maintenant on multiplie l’équation (V.5.1) par��2z'1, il vient après intégrations par parties12 ddt j�z'1j22 + �2"4j�2x�z'1j22 + 2�2"2j�x�2z'1j22 + �2j�3z'1j22� ����Z
0 '1�x�z'1����+ " ����Z
0 u0'1�x�2z'1����+ jF 00('0)j1j�z'1j2("2j�2x�z'1j2 + j�3z'1j2)+ jF 000('0)�z'0j1j'1j2("2j�2x�z'1j2 + j�3z'1j2);

ce qui fournit après absorption par les termes coercifs12 ddt j�z'1j22 + �2"4j�2x�z'1j22 + �2"2j�x�2z'1j22 + �2j�3z'1j22� C0" (j'1j22 + "2j�x�z'1j22) + Cju0j21j'1j22 + C0j�z'1j22:
En intégrant sur[0; t℄, il vient avec (V.2.8) et les estimations précédentes sur'1,8t 2 [0; T ℄; j�z'1j22(t) + �2 Z t0 ("4j�2x�z'1j22 + "2j�x�2z'1j22 + j�3z'1j22)� j�z'01j22 + C0"  Z T0 j'1j22 + "2 Z T0 j�x�z'1j22!+ C Z T0 j�zu0j22j'1j22 + C0 Z t0 j�z'1j22� j�z'01j22 + C0" j'01j22eC0T + Cj'01j22ju00j22eC0T + C0 Z t0 j�z'1j22:
En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient8t 2 [0; T ℄; j�z'1j22 � �j�z'01j22 + C0" j'01j22eC0T� eC0T� C0 �j�z'01j22 + 1" j'01j22� eC0T
puis Z T0 ("4j�2x�z'1j22 + 2"2j�x�2z'1j22 + j�3z'1j22) � C0 �j�z'01j22 + 1" j'01j22eC0T� eC0T� C0 �j�z'01j22 + 1" j'01j22� eC0T� Etape 3:

Dans le cas particulier où'0 est une constante! telle queF 00(!) > 0, alors le terme enF 00('0)'1 qui apparaît dans�1 est un terme coercif. En conséquence, les estimations deviennent uniformes en temps. Ainsi, on a8t � 0; j�kx'1j22(t) � j�kx'01j22;



158 Chapitre 5. Persistance des perturbations de solutions 1D àgrand cisaillement8T � 0; Z T0 "2j�k+1x '1j22 + j�k+1z '1j22 + "4j�k+2x '1j22 + "2j�k+1x �z'1j22 + j�kx�2z'1j22 � C0j�kx'01j22:
De plus, on peut récrire les estimations sur la dérivée par rapport àz de'1 de la façon suivante12 ddt j�z'1j22 + F 00(!)"2j�x�z'1j22 + F 00(!)j�2z'1j22 + �2"4j�2x�z'1j22 + �2"2j�x�2z'1j22 + �2j�3z'1j22� ����Z
0 �x'1�z'1����+ " ����Z
0 u0'1�x�2z'1���� :
Ceci devient après absorption par les termes coercifs12 ddt j�z'1j22 + F 00(!)"2j�x�z'1j22 + F 00(!)j�2z'1j22 + �2"4j�2x�z'1j22 + 2�2"2j�x�2z'1j22 + �2j�3z'1j22� 1" ("2j�x'1j22 + j�z'1j22) + Cju0j21j'1j22;
pour obtenir après intégration en temps, en utilisant (V.2.8) et les bornes obtenues sur les dérivées enx8t � 0; j�z'1j22(t) � j�z'01j22 + C0" j'01j22:
Enfin, il vient8T � 0; Z T0 "2j�x�z'1j22 + j�2z'1j22 + "4j�2x�z'1j22 + "2j�x�2z'1j22 + j�3z'1j22 � j�z'01j22 + C0" j'01j22:
6 Résultats principaux

Les théorèmes ci-dessous sont énoncés par rapport au problème initial posé dans
". Pour mieux apprécier le sens
physique des résultats, on introduit une normeL2 invariante par rapport au domaine, c’est-à-dire par rapport à ".
Définition V.6.1 (Norme invariante)
Pour toute fonction~f" 2 L2(
"), on définit la norme suivantej ~f"j2;" = p"k ~f"kL2(
"):
Remarque V.6.1
Si on applique à~f" le changement de variables que l’on a opéré sur les inconnuesdu problème, on obtient une fonctionf" définie par 8(x; z) 2 
0; f"(x; z) = ~f"(x" ; z):
Il est immédiat de constater quef" appartient àL2(
0) et qu’elle vérifiejf"j2 = j ~f"j2;":
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On obtient, sans hypothèse particulière sur la solution 1D('0; U0) considérée, la persistance de perturbations de

taille " de cette solution sur des tempsO(1). Les difficultés proviennent essentiellement des termes non linéaires : celui
de Cahn-HilliardF 0(') mais aussi celui de forces capillaires, qui sont la cause principale de la croissance des petites
perturbations des solutions monodimensionnelles. Le résultat précis est le suivant.

Théorème V.6.1
Soit '0 une solution 1D de l’équation de Cahn-Hilliard(V.2.2)-(V.2.3), pour la donnée initiale'00. On se donne une
famille de données initiales de la forme ~'"(0) = '00 + " ~'01;~U"(0) = u00(z)ex + ~W 0" ;
pour les équations(V.1.2)-(V.1.5)dans le domaine
". On suppose quem( ~'01) = 0 et qu’il existe une constanteK0 ne
dépendant que de'00 telle que j ~'01j2;" + " 12 jr ~'01j2;" � K0; (V.6.1)j ~W 0" j2;" � K0": (V.6.2)

Alors, pour toutT > 0, il existe"0(T ) > 0 etM0(T ) > 0 tels que pour tout" < "0, l’unique solution~'", ~U" du
problème(V.1.2)-(V.1.5)dans
" vérifiesupt2[0;T ℄�j ~'" � '0 � " ~'1j2;" + j ~U" � U0j2;"� �M0(T )";supt2[0;T ℄�jr( ~'" � '0 � " ~'1)j2;"� �M0(T )" 12 :� Cas'0 � !, avecF 00(!) � 0 :

Dans ce cadre, le résultat précédent est amélioré car, en plus de la persistance des perturbations de taille", on prouve
la validité en tempsO(1) du développement asymptotique~'" � '0 + " ~'1 + o("):
Ainsi, l’évolution de la perturbation initiale est bien décrite à l’ordre" par ~'1.

On va voir dans les estimations qui vont suivre que la différence par rapport au cas général réside dans l’absence de
forces capillaires importantes dans ce cadre sur des tempsO(1). En effet une solution constante de l’équation de Cahn-
Hilliard ne présente pas d’interface et donc pas de forces capillaires. Ceci subsiste sous l’effet une petite perturbation tant
que l’interface ne s’est pas créée. Ainsi le temps de validité du développement précédent est régi par la déstabilisation
de l’état non-métastable'0 = ! pour l’équation de Cahn-Hilliard.

Théorème V.6.2
On considère une solution constante'0 = '00 � ! de l’équation de Cahn-Hilliard 1D(V.2.2)-(V.2.3), avecF 00(!) � 0
(i.e.! n’est pas métastable). Soit alors une famille de données initiales de la forme~'"(0) = '00 + " ~'01 = ! + " ~'01;~U"(0) = u00(z)ex + ~W 0" ;
pour les équations(V.1.2)-(V.1.5)dans le domaine
". On suppose quem( ~'01) = 0 et qu’il existe une constanteK0 ne
dépendant que de'00 = ! telle que j ~'01j2;" + " 12 jr ~'01j2;" � K0; (V.6.3)j ~W 0" j2;" � K0" 54 : (V.6.4)
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Alors, pour toutT > 0, il existe "0(T ) > 0 et M0(T ) > 0 tels que pour tout" < "0, la solution ~'", ~U" à
(V.1.2)-(V.1.5)dans
" vérifie supt2[0;T ℄�j ~'" � '0 � " ~'1j2;" + j ~U" � U0j2;"� �M0(T )" 54 ;supt2[0;T ℄�jr( ~'" � '0 � " ~'1)j2;"� �M0(T )" 34 :� Cas'0 � !, avecF 00(!) > 0 :

Ici encore, on améliore les résultats précédents en montrant que dans ce cas, on a persistance des perturbations de
taille " sur tout temps et qu’on peut, justifier le développement asymptotique~'" = '0 + " ~'1 + o(");
surR+ tout entier.

Dans ce cadre, l’état initial'0 = ! est métastable pour l’équation de Cahn-Hilliard et donc unepetite perturbation
de cet état ne va pas engendrer l’apparition progressive d’une interface et donc de forces capillaires qui déstabiliseraient
le système.

Théorème V.6.3
On considère une solution constante'0 = '00 � ! de l’équation de Cahn-Hilliard 1D(V.2.2)-(V.2.3), avecF 00(!) > 0,
c’est-à-dire que! est un état métastable du potentielF . Soit alors une famille de données initiales de la forme~'"(0) = '00 + " ~'01 = ! + " ~'01;~U"(0) = u00(z)ex + ~W 0" ;
pour les équations(V.1.2)-(V.1.5)dans le domaine
". On suppose quem( ~'01) = 0 et qu’il existe une constanteK0 ne
dépendant que de'00 = ! telle que j ~'01j2;" + " 12 jr ~'01j2;" � K0; (V.6.5)j ~W 0" j2;" � K0" 54 : (V.6.6)

Il existe"0 > 0 etM0 > 0 tels que pour tout" < "0, la solution~'", ~U" à (V.1.2)-(V.1.5)dans
" vérifiesupt2R+�j ~'" � '0 � " ~'1j2;" + j ~U" � U0j2;"� �M0 " 54 ;supt2R+�jr( ~'" � '0 � " ~'1)j2;"� �M0 " 34 :
La suite de ce chapitre est consacré à la preuve de ces résultats. Pour cela on cherche les équations vérifiées par les

restes du développement asymptotique. Ensuite, on effectue les estimations d’énergie sur ces restes qui permettent de
conclure dans les deux premiers cas. La preuve du troisième résultat nécessite d’adapter certaines estimations, elle est
donc effectuée dans une section séparée, à la fin de ce chapitre.

7 Estimations d’énergie

7.1 Equations sur les restes

On s’attend à ce que la solution'", U" au problème (V.3.1)-(V.3.4) se comporte quand" est petit comme'0 corrigé
à l’ordre" par la solution'1 de l’équation linéarisée. On écrit donc la solution du problème sous la forme'" = '0 + "'1 + "R"; (V.7.1)



7. Estimations d’énergie 161�" = �0 + "�1 + "M"; (V.7.2)p" = p0 + P"; (V.7.3)U" = U0 +W"; (V.7.4)

et on cherche les équations satisfaites par les restesR";M";W". Pour cela on introduit les développements précédents
(V.7.1)-(V.7.4) dans les équations (V.3.1)-(V.3.4).

Remarque V.7.1
Par analogie avec les notations employées dans ce chapitre on note ~R"; ~M"; et ~W" les restes pour ce problème dans les
variables initiales.� Equation enR"

L’équation en'" (V.3.1) s’écrit��t('0 + "'1 + "R") + z�x('0 + "'1 + "R") + "U0:r('0 + "'1 + "R") + "W":r('0 + "'1 + "R")� "2�2x(�0 + "�1 + "M")� �2z (�0 + "�1 + "M") = 0
Si on utilise l’équation en'0 (V.2.2), l’équation en'1 (V.5.1), le fait que�x'0 = 0 et la forme deU0 (V.2.10), l’équation
satisfaite parR" s’écrit ��tR" + z�xR" + "u0�xR" +W":r'0 + "W":r'1 + "W":rR"� "2�2xM" � �2zM" = 0: (V.7.5)

En outre, d’après le choix des conditions initiales dans lestrois théorèmes (section 6), la donnée initiale pour le resteR" est nulle R"(0) = 0;
et il est facile de voir queR" vérifie les mêmes conditions aux limites que'", c’est-à-dire la périodicité dans la directionx et dans la directionz les conditions de Neumann�zR" = 0 surfz = �1g:

Remarquons enfin que commem(R"(0)) = 0, la moyenne deR" reste nulle au cours du temps.� Equation enM"
L’équation en�" (V.3.2) s’écrit(�0 + "�1 + "M") = ��2"2�2x('0 + "'1 + "R")� �2�2z ('0 + "'1 + "R") + F 0('0 + "'1 + "'");

ce qui en vertu des équations (V.2.3) et (V.5.2) peut se récrireM" = ��2"2�2xR" � �2�2zR" + F 0('0 + "'1 + "R")� F 0('0)� "F 00('0)'1" :
Or, la formule de Taylor fournitF 0('0 + "'1 + "R") = F 0('0) + "F 00('0)('1 +R") + "2 Z 10 (1� s)F 000('0 + "s('1 +R"))('1 +R")2ds;
ce qui permet d’obtenir, avec (V.1.1), l’équation vérifiée parM" :M" = ��2"2�2xR" � �2�2zR" + "F 00('0)R" + "('1 +R")2(3'0 + "('1 +R")): (V.7.6)
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En outre, d’après les conditions aux limites sur�", le resteM" est périodique dans la directionx et vérifie�zM" = 0; surfz = �1g;
ce qui est équivalent, d’après l’équation précédente et la condition de Neumann surR", à la condition�3zR" = 0; surfz = �1g:� Equation enW"

Tout d’abord, il est clair que d’après (V.3.4) et la forme deU0 (V.2.10), on a

div (W") = �xW" + �zW" = 0: (V.7.7)

Ensuite, écrivons l’équation vérifiée parU" etp" de la façon suivante��t (U0 +W")� "2�2x(U0 +W")� �2z(U0 +W") +� "�x(p0 + P")1"�z(p0 + P") � =� "2(��2"2�2x('0 + "'1 + "R")� �2�2z ('0 + "'1 + "R"))�x('1 +R")1" (��2"2�2x('0 + "'1 + "R")� �2�2z ('0 + "'1 + "R"))�z('0 + "'1 + "R") � ;
et grâce à (V.2.7) et (V.2.1), il reste��tW" � "2�2xW" � �2zW" +� "�xP"1"�zP" � =0BB� "2(��2"3�2x('1 +R")� �2�2z ('0 + "'1 + "R"))�x('1 +R")1" (��2"3�2x('1 +R")�z('0 + "'1 + "R")��2"�2z ('1 +R")�z('0 + "'1 + "R")� �2"�2z'0('1 +R")) 1CCA : (V.7.8)

On déduit de la forme adoptée pour les conditions initiales sur ~U" dans les énoncés des théorèmes de la section 6, que
l’on a W"(0) =W 0" ;
oùW 0" (x; z) = ~W 0" (x="; z). De plus, les conditions aux limites surW" sont les mêmes que celles surU", c’est-à-dire la
périodicité enx et les conditions de Dirichlet homogène surfz = �1g.

Dorénavant les deux composantes deW" sont notéesW" = � u"v" � :
7.2 EstimationL2 surR"

Elle s’obtient tout naturellement en multipliant parR" l’équation (V.7.5), dans laquelle on remplaceM" par la valeur
donnée par (V.7.6), et en intégrant sur
012 ddt jR"j22 + "2 Z
0 �2x ���2"2�2xR" � �2�2zR" + F 00('0)R" + "('1 +R")2(3'0 + "('1 +R"))�R"� Z
0 �2z ���2"2�2xR" � �2�2zR" + F 00('0)R" + "('1 +R")2(3'0 + "('1 +R"))�R"+ Z
0 W":r'0R" + " Z
0 W":r'1R"= 0:
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On peut récrire cette estimation sous la forme suivante12 ddt jR"j22 + �2"4j�2xR"j22 + 2�2"2j�x�zR"j22 + �2j�2zR"j22 =� "2 Z
0 �x(F 00('0)R")�xR" � Z
0 �z(F 00('0)R")�zR"+ "3 Z
0('1 +R")2(3'0 + "('1 +R"))�2xR"+ " Z
0('1 +R")2(3'0 + "('1 +R"))�2zR"� Z
0 v"�z'0R" � " Z
0 W":r'1R": (V.7.9)

7.3 EstimationL2 surW"
Afin d’utiliser le fait queW" est à divergence nulle et donc de faire disparaître la pressionP" des estimations, on

doit multiplier l’équation (V.7.8) par  u""2v" ! :
Dans ces conditions on aZ
0  "�xP"1"�zP" ! : u""2v" ! = 1" Z
0 �xP"u" + �zP"v" = 1" Z
0 rP":W" = 0:

De plus, on s’attend à ce que le reste sur le champ de vitesse dans les variables initiales~W" soit d’ordre" dans le
résultat final (pour la normej:j2;"), c’est donc ce choix des puissances de" qui vient naturellement à l’esprit d’après le
choix du changement de variables et d’inconnues effectué. Il vient doncddt ����u"" ���22 + jv"j22�+ "2 ����xu"" ���22 + ����z u"" ���22 + "2j�xv"j22 + j�zv"j22= ��2" Z
0 �2z'0�x('1 +R")�u"" �� �2 Z
0 �2z'0�z('1 +R")v"� �2"2 Z
0 �2z ('1 +R")�x('1 +R")�u"" �� �2"4 Z
0 �2x('1 +R")�x('1 +R")�u"" �� �2"2 Z
0 �2x('1 +R")�z'0v" � �2 Z
0 �2z ('1 + R")�z'0v"� �2" Z
0 �2z ('1 +R")�z('1 +R")v" � �2"3 Z
0 �2x('1 +R")�z('1 +R")v" (V.7.10)

Cette estimation ne peut être raisonnablement exploitée que si on a, en plus, avec une estimationH1 sur le resteR". A
cause de l’anisotropie du problème et de la forme particulière des termes de transport dans (V.3.1), on estime séparément�xR" et�zR".
7.4 EstimationL2 sur �xR"

Elle s’obtient en multipliant l’équation (V.7.5) par��2xR" et en intégrant par parties. Comme on l’a vu lors de l’esti-
mation sur'1, on ne voit pas les termes issus de l’opérateur antisymétrique de transport(z+ "u0)�x. Ainsi l’estimation
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s’écrit : 12 ddt j�xR"j22 + �2"4j�3xR"j22 + �2"2j�2x�zR"j22 + �2j�x�2zR"j22 =� "2 Z
0 �2x(F 00('0)R")�2xR" � Z
0 �2z (F 00('0)R")�2xR"+ " Z
0 W":r('1 +R")�2xR" + Z
0 v"�z'0�2xR"� "3 Z
0 �x �('1 +R")2(3'0 + "('1 +R"))� �3xR"� " Z
0 �z �('1 +R")2(3'0 + "('1 +R"))� �z�2xR": (V.7.11)

7.5 EstimationL2 sur �zR"
On multiplie maintenant l’équation (V.7.5) par��2zR" et on l’intègre par parties. A la différence du cas précédent,

on voit apparaître les termes issus de l’opérateur de transport dans la directionx. En effet, l’estimation obtenue s’écrit12 ddt j�zR"j22 + �2"4j�2x�zR"j22 + �2"2j�x�2zR"j22 + �2j�3zR"j22 =Z
0 R"�x�zR" � " Z
0 �zu0R"�x�zR"� "2 Z
0 �2x(F 00('0)R")�2zR" � Z
0 �2z (F 00('0)R")�2zR"+ " Z
0 W":r(R" + '1)�2zR" + Z
0 v"�z'0�2zR"� "3 Z
0 �x �('1 +R")2(3'0 + "('1 +R"))� �x�2zR"� " Z
0 �z �('1 +R")2(3'0 + "('1 +R"))� �3zR":
(V.7.12)

L’idée est maintenant de contrôler le premier terme du second membre de cette estimation par les termes coercifs
apparaissant dans l’estimationL2 surR" (V.7.9). Pour cela il faut multiplier l’estimation précédente par" et donc
l’estimation (V.7.11) par"3, afin de conserver l’anisotropie du problème et retrouver dans les variables initiales le carré
de la norme du gradient du reste.

Cette façon de faire est plus favorable que d’écrire ce termesous la formeZ
0 �xR"�zR";
et de le contrôler uniquement par le biais des estimations (V.7.11) et (V.7.12), ce qui nécessiterait de multiplier l’esti-
mation précédente par"2 et l’estimation (V.7.11) par"4. Ces trop grandes puissances de" nécessaires pour contrôler les
termes�xR" et�zR" nuiraient à l’obtention d’estimations indépendantes de" par la suite.

7.6 Estimation finale

On va donc maintenant évaluer la quantité suivantey"(t) = 12 jR"j22 + 12 ���u"" ���22 + 12 jv"j22 + "3j�xR"j22 + 12"j�zR"j22; (V.7.13)
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qui correspond dans les inconnues et les variables initiales ày"(t) = j ~R"j22;" + ����� ~W"" �����22;" + "jr ~R"j22;": (V.7.14)

Les termes coercifs associés à l’estimation dey" sont rassemblés dansz"(t) = �2"4j�2xR"j22 + 2�2"2j�x�zR"j22 + �2j�2zR"j22+ �2"7j�3xR"j22 + �2"5j�2x�zR"j22 + �2"3j�x�2zR"j22 + �2"j�3zR"j22+ "2 ����x �u"" ����22 + ����z �u"" ����22 + "2j�xv"j22 + j�zv"j22:
Ainsi, l’estimation finale s’obtient en sommant (V.7.9), (V.7.10),"�(V.7.12) et"3�(V.7.11),ddty" + z" = I1 + :::+ I6+ J1 + :::+ J8+K1 + :::+K6+ L1 + :::+ L8;

où I1; :::; I6 désignent les six intégrales du second membre de (V.7.9),J1; :::; J8 les huit intégrales de l’estimation
(V.7.9),K1; :::;K6 les six intégrales de l’estimation (V.7.11) multipliées par "3 et enfinL1; :::; L8 les huit termes du
second membre de (V.7.12) multipliés par".

On va maintenant estimer ces vingt-huit termes en fonction dey" et dez".
Remarquons tout d’abord queR" étant à moyenne nulle, la régularité de l’opérateur de Laplace avec conditions aux

limites de Neumann donne jR"j2 � C(j�2xR"j2 + j�2zR"j2): (V.7.15)

L’inégalité de Poincaré pour les fonctions à moyenne nulle dans
0 fournit quant à ellejR"j2 � C(j�xR"j2 + j�zR"j2): (V.7.16)� Etape 1 - Contrôle des termes de l’estimationL2 surR"
On intègre par parties les deux premiers termes pour obtenirjI1j � "2jF 00('0)j1jR"j2j�2xR"j2 � �210 "4j�2xR"j22 + CjF 00('0)j21jR"j22� 150z" + CjF 00('0)j21y"; (V.7.17)

et jI2j � jF 00('0)j1jR"j2j�2zR"j2 � �210 j�2zR"j22 + CjF 00('0)j21jR"j22� 150z" + CjF 00('0)j21y": (V.7.18)

Utilisons maintenant l’inégalité de Sobolev anisotrope (V.4.3) avecp = 4, pour obtenir" 14 jR"j4 � CjR"j 342 ("2jR"j2 + "2j�2xR"j2) 18 (jR"j2 + j�2zR"j2) 18� Cy 38" (y 12" + z 12" ) 14� Cy 38" (y 18" + z 18" ); (V.7.19)
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puis avecp = 6, il vient " 13 jR"j6 � CjR"j 232 ("2jR"j2 + "2j�2xR"j2) 16 (jR"j2 + j�2zR"j2) 16� Cy 13" (y 12" + z 12" ) 13� Cy 13" (y 16" + z 16" ): (V.7.20)

Ainsi, grâce à (V.7.19) et (V.7.20) on ajI3j � "3j'0j1j'1j24j�2xR"j2 + "3j'0j1jR"j24j�2xR"j2 + "4j'1j36j�2xR"j2 + "4jR"j36j�2xR"j2� "j'0j1j'1j24("2j�2xR"j2) + " 12 j'0j1(" 14 jR"j4)2("2j�2xR"j2)+ "2j'1j36("2j�2xR"j2) + "(" 13 jR"j6)3("2j�2xR"j2)� "j'0j1j'1j24z 12" + C" 12 j'0j1y 34" (y 14" + z 14" )z 12" + "2j'1j36z 12" + C"y"(y 12" + z 12" )z 12"� 150z" + C"2j'0j21j'1j44 + C"4j'1j66 + C"j'0j21y2" + C"2(1 + j'0j41)y3" + C"y"z": (V.7.21)

Le terme suivant se traite de façon identique en remplaçant"2�2xR" par�2zR", il vient la même estimationjI4j � 150z" + C"2j'0j21j'1j44 + C"4j'1j66 + C"j'0j21y2" + C"2(1 + j'0j41)y3" + C"y"z": (V.7.22)

Le cinquième terme se majore aisément parjI5j � j�z'0j1jv"j2jR"j2 � j�z'0j1y": (V.7.23)

En utilisant les inégalités j�zR"j2 � jR"j 122 j�2zR"j 122 ;j�xR"j2 � jR"j 122 j�2xR"j 122 ;j�x�zR"j2 � j�2xR"j 122 j�2zR"j 122 ;
obtenues en intégrant par parties, et l’inégalité de Sobolev anisotrope (V.4.1) avecp = 4, on obtient l’estimation suivantej�xR"j4 � Cj�xR"j 122 (j�xR"j2 + j�2xR"j2) 14 (j�xR"j2 + j�x�zR"j2) 14� CjR"j 142 j�2xR"j 142 (jR"j2 + j�2xR"j2) 14 (jR"j 122 j�2xR"j 122 + j�2zR"j 122 j�2xR"j 122 ) 14� CjR"j 142 j�2xR"j 382 (jR"j2 + j�2xR"j2) 14 (jR"j2 + j�2zR"j2) 18 ;
qui fournit, en utilisant l’inégalité (V.7.15) et en répartissant les puissances de" en fonction des définitions dey" etz"" 54 j�xR"j4 � CjR"j 142 ("2j�2xR"j2) 38 ("2jR"j2 + "2j�2xR"j2) 14 (jR"j2 + j�2zR"j2) 18� Cy 18" z 516" (y 116" + z 116" )� Cy 316" z 516" + Cy 18" z 38" : (V.7.24)

De manière similaire on montre que" 14 j�zR"j4 � Cy 316" z 516" + Cy 18" z 38" : (V.7.25)

De la même façon on obtient par l’inégalité de Sobolev (V.4.1) pourp = 4," 14 ���u"" ���4 � C ���u"" ��� 122 �" ���u"" ���2 + " ����xu"" ���2� 14 ����u"" ���2 + ����z u"" ���2� 14� Cy 14" z 14" ; (V.7.26)
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et " 14 jv"j4 � Cjv"j 122 ("jv"j2 + "j�xv"j2) 14 (jv"j2 + j�zv"j2) 14� Cy 14" z 14" : (V.7.27)

Remarquons au passage, qu’on a utilisé le fait queu" et v" sont nulles sur les bordsfz = �1g, et qu’on a donc par
l’inégalité de Poincaré (dans la directionz)ju"j2 � Cj�zu"j2; et jv"j2 � Cj�zv"j2:

Ainsi, grâce à (V.7.24)-(V.7.27), le sixième et dernier terme se majore de la façon suivantejI6j � "2j'1j2 ���u"" ���4 j�xR"j4 + "j'1j2jv"j4j�zR"j4� " 12 j'1j2 �" 14 ���u"" ���4� (" 54 j�xR"j4) + " 12 j'1j2(" 14 jv"j4)(" 14 j�zR"j4)� C" 12 j'1j2(y 716" z 916" + y 38" z 58" )� 150z" + C" 87 j'1j 1672 y" + C" 43 j'1j 832 y": (V.7.28)

� Etape 2 - Contrôle des termes de l’estimationL2 surW"
Les deux premiers termes s’estiment sans difficulté de la façon suivantejJ1j � �2"j�2z'0j1j�x'1j2 ���u"" ���2 + �2"j�2z'0j1j�xR"j2 ���u"" ���2� �2"j�2z'0j1j�x'1j2y 12" + �2j�2z'0j1jR"j 122 ("2j�2xR"j2) 12 ���u"" ���2� 150z" + Cj�2z'0j 431y" + C"j�2z'0j1j�x'1j2y 12" ; (V.7.29)

et jJ2j � �2j�2z'0j1j�z'1j2jv"j2 + �2j�2z'0j1j�zR"j2jv"j2� �2j�2z'0j1j�z'1j2y 12" + �2j�2z'0j1jR"j 122 j�2zR"j 122 jv"j2� 150z" + Cj�2z'0j1j�z'1j2y 12" + Cj�2z'0j 431y": (V.7.30)

On a alors besoin d’une nouvelle estimation surj�xR"j4 qui requiert une plus grande puissance de" mais au final
comprend une plus petite puissance dez", ce qui est absolument nécessaire en vue de l’absorption de ces termes par les
termes coercifs de l’estimation. Ainsi, par l’inégalité deSobolev (V.4.1) il vient" 32 j�xR"j4 � C" 32 j�xR"j 122 (j�xR"j2 + j�2xR"j2) 14 (j�xR"j2 + j�x�zR"j2) 14� C(" 32 j�xR"j2) 12 ("2j�xR"j2 + "2j�2xR"j2) 14�jR"j 122 ("2j�2xR"j2) 12 + j�2zR"j 122 ("2j�2xR"j2) 12� 14� Cy 14" (y 12" + z 12" ) 14 (y 14" + z 14" ) 14 z 116"� Cy 14" (y 316" + z 316" )z 116" � Cy 716" z 116" + Cy 14" z 14" : (V.7.31)
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Le troisième terme s’estime lors en utilisant (V.7.26) et (V.7.31) de la façon suivantejJ3j � �2" 74 j�2z'1j2j�x'1j4 �" 14 ���u"" ���4�+ �2" 14 j�2z'1j2(" 32 j�xR"j4)�" 14 ���u"" ���4�+ �2" 74 j�2zR"j2j�x'1j4 �" 14 ���u"" ���4�+ �2" 14 j�2zR"j2(" 32 j�xR"j4)�" 14 ���u"" ���4�� C" 74 j�2z'1j2j�x'1j4y 14" z 14" + C" 14 j�2z'1j2(y 716" z 116" + y 14" z 14" )y 14" z 14"+ C" 74 j�x'1j4y 14" z 34" + C" 14 (y 716" z 116" + y 14" z 14" )y 14" z 34"� 150z" + C" 73 j�2z'1j 432 j�x'1j 434 y 13" + C" 411 j�2z'1j 16112 y" + C" 12 j�2z'1j22y"+ C"7j�x'1j44y" + C" 43 y 113" + C" 14 y 12" z": (V.7.32)

Le quatrième terme se majore de façon identique en remplaçant formellement�2z'1 par"2�2x'1 et �2zR" par"2�2xR".
Ainsi, on obtient jJ4j � 150z" + C" 153 j�2x'1j 432 j�x'1j 434 y 13" + C" 3611 j�2x'1j 16112 y" + C" 92 j�2x'1j22y"+ C"7j�x'1j44y" + C" 43 y 113" + C" 14 y 12" z": (V.7.33)

Pour les cinquième et sixième termes, on procède de la manière suivantejJ5j � �2"2j�z'0j1j�2x'1j2jv"j2 + �2"2j�z'0j1j�2xR"j2jv"j2� �2"2j�z'0j1j�2x'1j2y 12" + �2j�z'0j1y 12" z 12"� 150z" + C"2j�z'0j1j�2x'1j2y 12" + Cj�z'0j21y"; (V.7.34)

et jJ6j � �2j�z'0j1j�2z'1j2jv"j2 + �2j�z'0j1j�2zR"j2jv"j2� �2j�z'0j1j�2z'1j2y 12" + �2j�z'0j1y 12" z 12"� 150z" + Cj�z'0j1j�2z'1j2y 12" + Cj�z'0j21y"; (V.7.35)

Enfin, les deux derniers termes s’estiment de façon similaire au troisième et au quatrième. Tout d’abord on doit établir
une nouvelle estimation surj�zR"j4, grâce à (V.4.1)" 12 j�zR"j4 � C" 12 j�zR"j 122 (j�zR"j2 + j�x�zR"j2) 14 (j�zR"j2 + j�2zR"j2) 14� C(" 12 j�zR"j2) 12 �"jR"j 122 j�2zR"j 122 + ("2j�2xR"j2) 12 j�2zR"j 122 � 14 (jR"j2 + j�2zR"j2) 14� Cy 14" z 116" (y 316" + z 316" )� Cy 716" z 116" + Cy 14" z 14" : (V.7.36)

Ainsi, via (V.7.27) et (V.7.36), on obtientjJ7j � �2"j�2z'1j2j�z'1j4jv"j4 + �2"j�2z'1j2j�zR"j4jv"j4+ �2"j�2zR"j2j�z'1j4jv"j4 + �2"j�2zR"j2j�zR"j4jv"j4� C" 34 j�2z'1j22j�z'1j4y 14" z 14" + C" 14 j�2z'1j2(y 716" z 116" + y 14" z 14" )y 14" z 14"+ C" 34 j�z'1j4y 14" z 34" + C" 14 z 12" (y 716" z 116" + y 14" z 14" )y 14" z 14"� 150z" + C"j�2z'1j 432 j�z'1j 434 y 13" + C" 411 j�2z'1j 16112 y" + C" 12 j�2z'1j22y"+ C"3j�z'1j44y" + C" 43 y 113" + C" 14 y 12" z" (V.7.37)
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et de la même façon en changeant�2zR" et"2�2xR" et�2z'1 par"2�2x'1, il vientjJ8j � 150z" + C" 113 j�2x'1j 432 j�z'1j 434 y 13" + C" 3611 j�2x'1j 16112 y" + C" 92 j�2x'1j22y"+ C"3j�z'1j44y" + C" 43 y 113" + C" 14 y 12" z" (V.7.38)

On a vu à l’occasion de la majoration de ces derniers termes (et en particulier pour l’obtention de (V.7.31) et de
(V.7.36)), la nécessité absolue d’avoir des estimations sur "3j�xR"j2 et"j�zR"j2.� Etape 3 - Contrôle des termes de l’estimation sur"3j�xR"j22

Les deux premiers termes ne posent aucun problèmejK1j � "5jF 00('0)j1j�2xR"j22 � "jF 00('0)j1z"; (V.7.39)

et jK2j � "3jF 00('0)j1j�2xR"j2j�2zR"j2 + "3j�zF 00('0)j1j�zR"j2j�2xR"j2 + "3j�2zF 00('0)j1jR"j2j�2xR"j2� C"jF 00('0)j1z" + C" 12 j�zF 00('0)j1y 12" z 12" + "j�2zF 00('0)j1y 12" z 12"� 150z" + C"jF 00('0)j1z" + C"j�zF 00('0)j21y" + C"2j�2zF 00('0)j21y": (V.7.40)

Le troisième terme ne demande pas de travail supplémentairecar un tel terme a déjà été traité (avec une puissance de"
inférieure) lors des estimations (V.7.33) et (V.7.38). Ainsi, on obtient icijK3j = "4 ����Z
0 W":r'1�2xR"����+ "4 ����Z
0 W":rR"�2xR"����� 150z" + C" 203 y 113" + C" 54 y 12" z" + C"11j�x'1j44y" + C"7j�z'1j44y": (V.7.41)

Le quatrième terme s’estime parjK4j � "3j�z'0j1jv"j2j�2xR"j2 � "j�z'0j1y 12" z 12" � 150z" + C"2j�z'0j21y": (V.7.42)

Avant d’estimer les deux termes suivants, on doit d’abord écrire une majoration dejR"j4 et jR"j8 à l’aide de l’inégalité
de Sobolev anisotrope (V.4.3) pourp = 8, et en se servant des termes coercifs issus des estimations sur "3j�xR"j22 et sur"j�zR"j22, il vient " 916 jR"j8 � C" 916 jR"j 582 (jR"j2 + j�2xR"j2) 316 (jR"j2 + j�2zR"j2) 316� CjR"j 582 �" 104 jR"j2 + (" 32 j�xR"j2) 12 (" 72 j�3xR"j2) 12� 316��" 12 jR"j2 + (" 12 j�zR"j2) 12 (" 12 j�3zR"j2) 12� 316� Cy 516" �y 12" + y 14" z 14" � 38� Cy 12" + Cy 1332" z 332" : (V.7.43)
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On peut alors majorer le cinquième terme de"3�(V.7.11) de la façon suivantejK5j � C"6j'0j1j'1j4j�x'1j4j�3xR"j2 + C"6j'0j1jR"j4j�x'1j4j�3xR"j2+ C"6j'0j1j'1j4j�xR"j4j�3xR"j2 + C"6j'0j1jR"j4j�xR"j4j�3xR"j2+ C"7j'1j28j�x'1j4j�3xR"j2 + C"7j'1j28j�xR"j4j�3xR"j2+ C"7jR"j28j�x'1j4j�3xR"j2 + C"7jR"j28j�xR"j4j�3xR"j2� C" 52 j'0j1j'1j4j�x'1j4(" 72 j�3xR"j2) + C" 94 j'0j1(" 14 jR"j4)j�x'1j4(" 72 j�3xR"j2)+ C"j'0j1j'1j4(" 32 j�xR"j4)(" 72 j�3xR"j2) + C" 34 j'0j1(" 14 jR"j4)(" 32 j�xR"j4)(" 72 j�3xR"j2)+ C" 72 j'1j28j�x'1j4(" 72 j�3xR"j2) + C"2j'1j28(" 32 j�xR"j4)(" 72 j�3xR"j2)+ C" 198 (" 916 jR"j8)2j�x'1j4(" 72 j�3xR"j2) + C" 78 (" 916 jR"j8)2(" 32 j�xR"j4)(" 72 j�3xR"j2);
ce qui donne en utilisant (V.7.19) et (V.7.43), la majoration suivantejK5j � C" 52 j'0j1j'1j4j�x'1j4z 12" + C" 94 j'0j1j�x'1j4(y 12" + y 38" z 18" )z 12"+ C"j'0j1j'1j4(y 716" z 116" + y 14" z 14" )z 12" + C" 34 j'0j1(y 12" + y 38" z 18" )(y 716" z 116" + y 14" z 14" )z 12"+ C" 72 j'1j28j�x'1j4z 12" + C"2j'1j28(y 716" z 116" + y 14" z 14" )z 12"+ C" 198 j�x'1j4�y 12" + y 1332" z 332" �2z 12" + C" 78�y 12" + y 1332" z 332" �2(y 716" z 116" + y 14" z 14" )z 12"� 150z" + C"5j'0j21j'1j24j�x'1j24 + C" 92 j'0j21j�x'1j24y" + C"6j'0j 831j�x'1j 834 y"+ C" 167 j'0j 1671 j'1j 1674 y" + C"4j'0j41j'1j44y" + C" 127 j'0j 1671 y 157" + C"6j'0j81y5"+ C"7j'1j48j�x'1j24 + C" 327 j'1j 3278 y" + C"8j'1j88y"+ C" 194 j�x'1j24y2" + C" 385 j�x'1j 1654 y 135" + C"2y 237" + C"14y17" :

(V.7.44)

Le sixième terme est tout à fait similaire au précédent à l’exception du fait que�z'0 n’est pas nul en général contraire-
ment à�x'0, ainsi dans un premier temps on écritjK6j � C"4j�z'0j1j'1j24j�z�2xR"j2 + C"4j�z'0j1jR"j24j�z�2xR"j2+ C"4j'0j1j'1j4j�z'1j4j�x�2zR"j2 + C"4j'0j1jR"j4j�z'1j4j�z�2xR"j2+ C"4j'0j1j'1j4j�zR"j4j�z�2xR"j2 + C"4j'0j1jR"j4j�zR"j4j�z�2xR"j2+ C"5j'1j28j�z'1j4j�z�2xR"j2 + C"5j'1j28j�zR"j4j�z�2xR"j2+ C"5jR"j28j�z'1j4j�z�2xR"j2 + C"5jR"j28j�zR"j4j�z�2xR"j2� C" 32 j�z'0j1j'1j24(" 52 j�z�2xR"j2) + C"j�z'0j1(" 14 jR"j4)2(" 52 j�z�2xR"j2)+ C" 32 j'0j1j'1j4j�z'1j4(" 52 j�z�2xR"j2) + C" 54 j'0j1(" 14 jR"j4)j�z'1j4(" 52 j�z�2xR"j2)+ C"4j'0j1j'1j4(" 12 j�zR"j4)(" 52 j�z�2xR"j2) + C" 34 j'0j1(" 14 jR"j4)(" 12 j�zR"j4)(" 52 j�z�2xR"j2)+ C" 52 j'1j28j�z'1j4(" 52 j�z�2xR"j2) + C"2j'1j28(" 12 j�zR"j4)(" 52 j�z�2xR"j2)+ C" 118 (" 916 jR"j8)2j�z'1j4(" 52 j�z�2xR"j2) + C" 78 (" 916 jR"j8)2(" 12 j�zR"j4)(" 52 j�z�2xR"j2)
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puis on utilise (V.7.19) et (V.7.43) pour obtenirjK6j � C" 32 j�z'0j1j'1j24z 12" + C"j�z'0j1(y 12" + y 38" z 18" )z 12"+ C" 32 j'0j1j'1j4j�z'1j4z 12" + C" 54 j'0j1j�z'1j4(y 12" + y 38" z 18" )z 12"+ C"j'0j1j'1j4(y 716" z 116" + y 14" z 14" )z 12" + C" 34 j'0j1(y 12" + y 38" z 18" )(y 716" z 116" + y 14" z 14" )z 12"+ C" 52 j'1j28j�z'1j4z 12" + C"2j'1j28(y 716" z 116" + y 14" z 14" )z 12"+ C" 118 j�z'1j4 �y 12" + y 1332" z 332" �2 z 12" + C" 78 �y 12" + y 1332" z 332" �2 (y 716" z 116" + y 14" z 14" )z 12"� 150z" + C"3j�z'0j21j'1j44 + C"2j�z'0j21y" + C" 83 j�z'0j 831y"+ C"3j'0j21j'1j24j�z'1j24 + C" 52 j'0j21j�z'1j24y" + C" 103 j'0j 831j�z'1j 834 y"+ C" 167 j'0j 1671 j'1j 1674 y" + C"4j'0j41j'1j44y" + C" 127 j'0j 1671 y 157" + C"6j'0j81y5"+ C"5j'1j48j�z'1j24 + C" 327 j'1j 3278 y" + C"8j'1j88y"+ C" 114 j�z'1j24y2" + C" 225 j�z'1j 1654 y 135" + C"2y 237" + "14y17" :
(V.7.45)

Ceci clôt l’étude des termes issus de l’estimation sur"3j�xR"j22.� Etape 4 - Contrôle des termes de l’estimation sur"j�zR"j22
Les deux premiers termes sont nouveaux par rapport à ce qui précède. En effet, on rappelle que lors de l’estimation

des dérivées enx deR", les termes de cisaillement n’interviennent pas. On majoreces deux intégrales en utilisant les
termes coercifs issus de l’estimationL2 surR" de la façon suivantejL1j � "jR"j2j�x�zR"j2 � jR"j2("j�x�zR"j2)� y 12" z 12" � 150z" + Cy"; (V.7.46)

et en intégrant par parties il vientjL2j � " 12 ju0j1(" 32 j�xR"j2)j�2zR"j2 � " 12 ju0j1y 12" z 12"� 150z" + C"ju0j21y": (V.7.47)

Tous les termes suivants de cette estimation se traitent de façon tout à fait identique à l’estimation précédente. On se
contente donc dans la suite de donner le résultat sans refaire le calcul complet.

La majoration des quatre termes suivants s’obtient en remplaçant formellement"2�2xR" par �2zR" respectivement
dans (V.7.39), (V.7.40), (V.7.41) et (V.7.42). On obtient donc les mêmes résultats, à savoir :jL3j � "jF 00('0)j1z"; (V.7.48)jL4j � 150z" + "jF 00('0)j1z" + C"j�zF 00('0)j21y" + C"2j�2zF 00('0)j21y"; (V.7.49)jL5j � 150z" + C" 203 y 113" + C" 54 y 12" z" + C"11j�x'1j44y" + C"7j�z'1j44y"; (V.7.50)

et enfin jL6j � 150z" + C"2j�z'0j21y": (V.7.51)
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L’estimation pour le septième terme s’effectue encore une fois de façon identique à (V.7.44) en substituant"3�3xR" par"�x�2zR", ce qui donne le même résultat finaljL7j � 150z" + C"5j'0j21j'1j24j�x'1j24 + C" 92 j'0j21j�x'1j24y" + C"6j'0j 831j�x'1j 834 y"+ C" 167 j'0j 1671 j'1j 1674 y" + C"4j'0j41j'1j44y" + C" 127 j'0j 1671 y 157" + C"6j'0j81y5"+ C"7j'1j48j�x'1j24 + C" 327 j'1j 3278 y" + C"8j'1j88y"+ C" 194 j�x'1j24y2" + C" 385 j�x'1j 1654 y 135" + C"2y 237" + C"14y17" : (V.7.52)

Et de même, le dernier terme fournit comme dans (V.7.45)jL8j � 150z" + C"3j�z'0j21j'1j44 + C"2j�z'0j21y" + C" 83 j�z'0j 831y"+ C"3j'0j21j'1j24j�z'1j24 + C" 52 j'0j21j�z'1j24y" + C" 103 j'0j 831j�z'1j 834 y"+ C" 167 j'0j 1671 j'1j 1674 y" + C"4j'0j41j'1j44y" + C" 127 j'0j 1671 y 157" + C"6j'0j81y5"+ C"5j'1j48j�z'1j24 + C" 327 j'1j 3278 y" + C"8j'1j88y"+ C" 114 j�z'1j24y2" + C" 225 j�z'1j 1654 y 135" + C"2y 237" + "14y17" : (V.7.53)

� Etape 5 - Obtention de l’estimation finale
On rassemble maintenant les résultats obtenus jusqu’à présent.ddty" + 12z" �I1, ...,I68<: C"y"z" + C"2j'0j21j'1j44 + C"4j'1j66+CjF 00('0)j21y" + j�z'0j1y" + C" 87 j'1j 1672 y" + C" 43 j'1j 832 y"+C"j'0j21y2" + C"2(1 + j'0j41)y3"J1, ...,J88>>>><>>>>: +C" 14 y 12" z" + Cj�2z'0j 431y" + Cj�z'0j21y" + C" 411 (j�2z'1j2 + "2j�2x'1j2) 1611 y"+C" 12 (j�2z'1j2 + "2j�2x'1j2)2y" + C"3("4j�x'1j44 + j�z'1j44)y"+Cj�2z'0j1("j�x'1j2 + j�z'1j2)y 12" + Cj�z'0j1("2j�2x'1j2 + j�2z'1j2)y 12" + C" 43 y 113"+C(" 73 j�2z'1j 432 j�x'1j 434 + " 153 j�2x'1j 432 j�x'1j 434 + "j�2z'1j 432 j�z'1j 434 + " 113 j�2x'1j 432 j�z'1j 434 )y 13"K1, ...,K6
etL3, ...,L8

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
+C"jF 00('0)j1z" + C"3j�z'0j21j'1j44+C"3j'0j21j'1j24("2j�x'1j24 + j�z'1j24) + C"5j'1j48("2j�x'1j24 + j�z'1j24)+C("j�zF 00('0)j21 + "2j�2zF 00('0)j21 + "2j�z'0j21 + " 83 j�z'0j 831)y"+C" 52 j'0j21("2j�x'1j24 + j�z'1j24)y" + C" 167 j'0j 1671 j'1j 1674 y" + C"4j'0j41j'1j44y"+C" 103 j'0j 831("j�x'1j4 + j�z'1j4) 83 y" + C" 327 j'1j 3278 y" + C"8j'1j88y"+C" 114 ("2j�x'1j24 + j�z'1j24)y2" + C" 225 ("j�x'1j4 + j�z'1j4) 165 y 135"+C" 127 j'0j 1671 y 157" + C"6j'0j81y5" + C"2y 237" + C"14y17"L1 etL2 ( +Cy" + C"ju0j21y":

Mettons cette estimation sous la forme suivanteddty" + 12z" � C"jF 00('0)j1z" + C("y" + " 14 y 12" )z" + g1(t) + g2(t)y 13" + g3(t)y 12"+ g4(t)(y2" + y 157" + y 135" + y3" + y 237" + y 113" + y5" + y17" ) + g5(t)y"; (V.7.54)
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où g1(t) = C"2j'0j21j'1j44 + C"3j�z'0j21j'1j44 + C"4j'1j66+ C"3j'0j21j'1j24("2j�x'1j24 + j�z'1j24) + C"5j'1j48("2j�x'1j24 + j�z'1j24);g2(t) = C" 73 j�2z'1j 432 j�x'1j 434 + C" 153 j�2x'1j 432 j�x'1j 434 + C"j�2z'1j 432 j�z'1j 434 + C" 113 j�2x'1j 432 j�z'1j 434 ;g3(t) = Cj�2z'0j1("j�x'1j2 + j�z'1j2) + Cj�z'0j1("2j�2x'1j2 + j�2z'1j2);g4(t) = C"j'0j21 + C"2j'0j41 + C" 43 + C" 127 j'0j 1671 + C"6j'0j81+ C" 114 ("2j�x'1j24 + j�z'1j24) + C" 225 ("j�x'1j4 + j�z'1j4) 165 ;g5(t) = CjF 00('0)j21 + j�z'0j1 + C" 87 j'1j 1672 + C" 43 j'1j 832+ Cj�2z'0j 431 + Cj�z'0j21 + C" 411 (j�2z'1j2 + "2j�2x'1j2) 1611+ C" 12 (j�2z'1j2 + "2j�2x'1j2)2 + C"3("4j�x'1j44 + j�z'1j44)+ C("j�zF 00('0)j21 + "2j�2zF 00('0)j21 + " 83 j�z'0j 831)+ C" 52 j'0j21("2j�x'1j24 + j�z'1j24) + C" 167 j'0j 1671 j'1j 1674 + C"4j'0j41j'1j44+ C" 103 j'0j 831("j�x'1j4 + j�z'1j4) 83 + C" 327 j'1j 3278 + C"8j'1j88+ C + C"ju0j21:
8 Preuves dans le cas général et dans le cas homogène non-métastable

Il s’agit maintenant d’obtenir des bornes sur lesgi dansL1(0; T ) en utilisant les estimations sur'0,'1 etu0 obtenues
plus haut.� Etape 1 - Estimations surg1

Grâce à l’inégalité de Sobolev (V.4.3) et aux estimations (V.2.6), (V.5.3) et (V.5.6), on obtient" Z T0 j'0j21j'1j44 � C0 Z T0 j'1j32("2j'1j2 + "2j�2x'1j2) 12 (j'1j2 + j�z'1j2) 12� C0j'01j42eC0T ;
puis avec (V.2.5)," Z T0 j�z'0j21j'1j44 � Z T0 j�z'0j 322 j�3z'0j 122 j'1j32("2j'1j2 + "2j�2x'1j2) 12 (j'1j2 + j�z'1j2) 12� C0(1 + T )j'01j42eC0T :
De la même façon avec l’inégalité de Sobolev (V.4.3), on a"2 Z T0 j'1j66 � C Z T0 j'1j42("2j'1j2 + "2j�2x'1j2)(j'1j2 + j�2z'1j2)� j'01j42e2C0T Z T0 ("2j'1j2 + "2j�2x'1j2)(j'1j2 + j�2z'1j2)� j'01j62e3C0T :
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En utilisant cette fois les deux inégalités (V.4.1) et (V.4.3), il vient"3 Z T0 j'0j21j'1j24j�x'1j24 � C0 Z T0 j'1j 322 ("2j'1j2 + "2j�2x'1j2) 14 (j'1j2 + j�2z'1j2) 14� j'1j 122 ("2j�2x'1j2) 12 ("2j'1j2 + "2j�2x'1j2) 12��j'1j 122 ("2j�2x'1j2) 12 + j�2z'1j 122 ("2j�2x'1j2) 12� 12� C0j'01j42eC0T ;
et de la même façon " Z T0 j'0j21j'1j24j�z'1j24 � C0j'01j42eC0T :
Enfin, toujours en utilisant judicieusement les deux inégalités de Sobolev anisotrope on montre que"5 Z T0 j'1j48j�x'1j24 � Z T0 j'1j 522 ("2j'1j2 + "2j�2x'1j2) 34 (j'1j2 + j�2z'1j2) 34� (" 32 j�x'1j2) 32 (" 72 j�x'1j2 + " 72 j�3x'1j2) 14 (" 32 j�x'1j2 + " 32 j�x�2z'1j2) 14� j'01j42(" 32 j�x'01j2)2e3C0T ;
puis que "3 Z T0 j'1j48j�z'1j24 � j'01j42(" 12 j�z'01j2 + j'01j2)2e3C0T :� Etape 2 - Estimations surg2

Tous les termes deg2 se traitent de la même manière, en écrivant"2 Z T0 j�2z'1j 432 j�x'1j 434 � Z T0 j�2z'1j 432 (" 32 j�x'1j2) 23 ("2j�x'1j2 + "2j�2x'1j2) 13 ("j�x'1j2 + "j�x�z'1j2) 13� j'01j22(" 32 j�x'01j2) 23 e 43C0T ;
ce qui donne au final Z T0 g2 � C0" 13 j'01j22(" 32 j�x'01j2 + " 12 j�z'01j2 + j'01j2) 23 eC0T :� Etape 3 - Estimations surg3

En utilisant les estimations (V.2.4) et (V.2.5) sur'0 et l’injection deH1 dansL1 (en dimension 1), il vientZ T0 g3(t) � C Z T0 j�3z'0j2j'1j 122 (("2j�2x'1j2) 12 + j�2z'1j 122 ) + C Z T0 j�3z'0j2("2j�2x'1j2 + j�2z'1j2)� C0j'01j2p1 + TeC0T� C0j'01j2eC0T :� Etape 4 - Estimations surg4
Les cinq premiers termes se majorent de manière immédiate dansL1(0; T ) parC0"T .
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Par l’inégalité (V.4.1) et le lemme V.5.1, on a" 52 Z T0 j�x'1j24 � j'1j 122 ("2j�2x'1j2) 12 ("2j�x'1j2 + "2j�2x'1j2) 12 ("j�x'1j2 + "j�x�z'1j2) 12� Cj'01j22eC0T ;
et de même " 12 Z T0 j�z'1j24 � Cj'01j22eC0T :
Enfin de façon similaire, il vient" 245 Z T0 j�x'1j 1654 � C Z T0 (" 32 j�x'1j2) 85 ("2j�x'1j2 + "2j�2x'1j2) 45 ("j�x'1j2 + "j�x�z'1j2) 45� C(" 32 j�x'01j2) 85 j'01j 852 eC0T ;
et " 85 Z T0 j�z'1j 1654 � C(" 12 j�z'01j2 + j'01j2) 85 j'01j 852 eC0T :� Etape 5 - estimations surg5

La majorité des termes s’estime aisément de la même façon. Les seuls qui n’ont pas déjà été traités sont les suivants.
Tout d’abord avec (V.4.1) il vient"2 Z T0 j�z'1j44 � C Z T0 ("j�z'1j22)("j�z'1j2 + "j�x�z'1j2)(j'1j2 + j�2z'1j2)� C("j�z'01j22 + C0j'01j22)j'01j22eC0T ;

et de la même façon "6 Z T0 j�x'1j44 � C("3j�x'01j22)j'01j22eC0T :
Enfin, grâce à l’injection de Sobolev anisotrope (V.4.3) avec p = 8, on obtient" 92 Z T0 j'1j88 � C" 92 Z T0 j'1j52(j'1j2 + j�2x'1j2) 32 (j'1j2 + j�2z'1j2) 32� C Z T0 j'1j52�j'1j2 + (" 32 j�x'1j2) 12 (" 72 j�3x'1j2) 12� 32�j'1j2 + (" 12 j�z'1j2) 12 (" 12 j�3z'1j2) 12� 32� C0j'01j52(" 32 j�x'01j2) 32 (" 12 j�z'01j2 + j'01j2) 32 eC0T :� Etape 6 - Bilan - fin des démonstrations

On peut maintenant prouver les deux premiers théorèmes énoncés dans la section 6.

Le terme enF 00('0) provient de l’opérateur de Cahn-Hilliard et caractérise lefait que l’on n’a pas nécessairement
choisi une solution'0 de Cahn-Hilliard 1D qui soit un état constant et métastable du potentielF . Enfin, les termes
contenant des dérivées enz de'0 montrent que la non-uniformité de la solution 1D considéréeintervient comme un
terme source dans l’équation sur les restes.
Preuve (du théorème V.6.1):
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L’hypothèse (V.6.1) sur~'01, peut se récrire dans les nouvelles variables (définies sur
0), de la façon suivantej'01j2 + " 12 j�z'01j2 + " 32 j�x'01j2 � K0:
Ainsi les estimations précédentes surg1; :::; g5 montrent queZ T0 g1 � "K 00eC0T ;Z T0 g2 � " 13K 00eC0T ;Z T0 g3 � K 00eC0T ;Z T0 g4 � "K 00eC0T ;Z T0 g5 � C0T +K 00eC0T ;
oùK 00 est une constante ne dépendant que de'0 et deK0.

A ce stade on peut constater que deux types de termes empêchent donc d’obtenir un résultat significatif sur des temps
longs.

– D’une part le terme eng3, issu du fait que la solution'0 considérée n’est pas constante enz, apparaît comme un
terme source dans l’équation sur le resteW" dû aux forces capillaires. En d’autres termes les forces capillaires
créées par l’inhomogénéïté de la solution de référence'0 sont la source principale de croissance du resteW". Le
théorème suivant va confirmer ce fait.

– En plus de la non-homogénéité de'0, le fait queF 00('0) ne soit pas nécessairement positif apparaît aussi comme
un terme source dans les équations (voir le termeg5).

Soit donc M"(T ) = 2(y"(0) + C0eC0T )eC0T+C0eC0T :
CommeR"(0) = 0 etW"(0) =W 0" , l’hypothèse (V.6.2) montre que8" > 0; y"(0) � K20 :
Il existe doncM0(T ) ne dépendant que de'0; u0, deK0 et deT telle que8" > 0;8T > 0; M"(T ) �M0(T ):
FixonsT > 0, commeM"(T ) est bornée uniformément par rapport à", il est clair qu’il existe"0(T ) tel que pour tout" < "0 on ait C(M"(T ) + (M"(T ))16) � 1p" ; et ("M"(T ) + " 14M"(T ) 12 ) � 14 :
Supposons de plus que"0 est suffisamment petit pour queC"0jF 00('0)j1 � 14 :

Soit alors[0; T �℄ l’intervalle de temps maximal dans[0; T ℄ sur lequel on ay"(t) �M"(T ):
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Sur cet intervalle, en utilisant l’inégalité de Young et lespropriétés précédentes deM"(T ) qui permettent d’absorber les
termes enz" qui subsistaient au membre de droite de l’inégalité (V.7.54), il resteddty" � g1(t) + g2(t) + g3(t) +� 1p"g4(t) + g2(t) + g3(t) + g5(t)�y"(t):
Ainsi on a pour toutt 2 [0; T �℄ � [0; T ℄,y"(t) � y"(0) + Z T0 (g1 + g2 + g3) + Z t0 �g2 + g3 + 1p"g4 + g5� y";
et donc par le lemme de Gronwall, en utilisant les bornes dansL1(0; T ) sur les fonctionsgi ci-dessus, il vienty"(t) � (y"(0) + C0eC0T )eC0eC0T � 12M"(T );
ce qui implique par un argument de continuité queT � = T . Ainsi, on a finalementsupt2[0;T ℄ y"(t) �M0(T );
pour tout" < "0(T ).

Ceci fournit le résultat annoncé en utilisant (V.7.14), c’est-à-dire l’expression dey" en fonction des inconnues ini-
tiales.

Preuve (du théorème V.6.2):
On suppose donc maintenant que la solution 1D de Cahn-Hilliard qui nous intéresse est'0 = ! une constante

indépendante det; x et dez, autrement dit physiquement, on s’intéresse à un état initial du système qui soit homogène.
On suppose de plus que le mélange homogène considéré n’est pas un état métastable du potentiel c’est-à-dire queF 00(!) < 0.

Dans ce cas, un certain nombre de termes deviennent nuls dansles estimations qui ont précédé. On a vu en effet que
le fait que'0 dépende dez crée un terme source dans les équations.

Plus précisément, le termeg3(t) dans l’estimation (V.7.54) est identiquement nul, ainsi qu’un certain nombre de
termes dansg5. Il reste en utilisant les hypothèses sur'01 données par (V.6.3)Z T0 g1 � "C0eC0T ;Z T0 g2 � " 13C0eC0T ;g3 = 0;Z T0 g4 � "C0eC0T ;Z T0 g5 � C0T + C0eC0T :
Le terme issu de la non-convexité deF au voisinage de!, est encore présent dans l’estimation surg5 et nous interdit
donc tout résultat raisonnable sur des temps grands (c’est l’instabilité du mélange pour Cahn-Hilliard 1D qui dirige la
croissance des restes). Cependant la nullité du termeg3, c’est-à-dire de certains termes sources dans les équations sur
les restes permet d’améliorer le résultat du théorème V.6.1.

On pose cette fois M"(T ) = 2(y"(0) + " 12C0eC0T )eC2T+C0eC0T :
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CommeR"(0) = 0 et queW"(0) vérifie (V.6.4), on a pour tout" > 0y"(0) � " 12K20 ;
ce qui implique qu’il existeM0(T ) ne dépendant que deK0, '0; u0 etT telle que8" > 0; 8T > 0; M"(T ) � " 12M0(T ):

Ainsi si T > 0 est fixé, il existe"0(T ) tel que pour tout" < "0 on aitC(M"(T ) + (M"(T ))16) � 1; et ("M"(T ) + " 14M"(T ) 12 ) � 14
et supposons de plus que"0 est suffisamment petit pour queC"0jF 00('0)j1 � 14 :

Soit [0; T �℄ l’intervalle maximal dans[0; T ℄ sur lequel on ay"(t) �M"(T ):
En utilisant une inégalité de Young " 13 y 13" � C(" 12 + y");
et après absorption des termes enz" dans l’estimation (V.7.54), on obtientddty" � g1(t) + " 12 � 1" 13 g2(t)�+�g4(t) + 1" 13 g2(t) + g5(t)�y"(t):
Ainsi on a, après intégration, pour toutt 2 [0; T �℄ � [0; T ℄,y"(t) � y"(0) + Z T0 �g1 + " 12 � 1" 13 g2��+ Z t0 � 1" 13 g2 + g4 + g5� y";
et donc en utilisant le lemme de Gronwall, il vienty"(t) � (y"(0) + " 12C0eC0T )eC0eC0T � 12M"(T ):
FinalementT � = T , et supt2[0;T ℄ y"(t) � " 12M0(T );
pour tout" < "0(T ).

Ceci constitue bien le résultat annoncé en revenant aux variables initiales.

9 Preuve dans le cas homogène métastable

Cette section est consacrée à la preuve du théorème V.6.3.
On suppose à nouveau que'0 = ! est une solution constante de l’équation de Cahn-Hilliard mono-dimensionnelle,

mais on fait l’hypothèse supplémentaire queF 00(!) > 0. Comme on l’a vu dans les chapitres précédents ce sont ces
états qui sont les états homogènes stables du système. Ce sont en particulier des minimiseurs locaux de l’énergie de
Cahn-Hilliard sous la contrainte de masse constante.
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Rappelons que dans ce cas les estimations sur'1 sont différentes (lemme V.5.1), elles sont en particulier uniformes
en temps. En outre, les termesI1, I2,K1,K2, L3 etL4 deviennent coercifs, on n’a donc plus à les estimer et de plus, la
fonctionnellez" se renforce enz"(t) = �2"4j�2xR"j22 + 2�2"2j�x�zR"j22 + �2j�2zR"j22+ �2"7j�3xR"j22 + �2"5j�2x�zR"j22 + �2"3j�x�2zR"j22 + �2"j�3zR"j22+ "2 ����x �u"" ����22 + ����z �u"" ����22 + "2j�xv"j22 + j�zv"j22+ "2F 00(!)j�xR"j22 + F 00(!)j�zR"j22:
En effet, seuls les termesI1 et I2 apportent des éléments nouveaux.

Il faut maintenant reprendre l’estimation de certains des vingt-huit termesI1, ...,L8, en tenant compte à présent
des termes"2j�xR"j22 et j�zR"j22 dans la fonctionnellez". Ceci implique en particulier, grâce à l’inégalité de Poincaré
(V.7.16), que l’on a "2jR"j22 � C("2j�xR"j22 + "2j�zR"j22) � Cz"; (V.9.1)

ce qui permet d’améliorer les estimations sur les normesL4,L6 etL8 deR" en fonction dey" etz", grâce aux inégalités
de Sobolev (V.4.1) et (V.4.3), de la façon suivante" 12 jR"j4 � CjR"j 122 ("jR"j2 + "j�xR"j2) 14 ("jR"j2 + "j�zR"j2) 14� Cy 14" z 14" ; (V.9.2)" 12 jR"j6 � CjR"j 232 ("2jR"j2 + "2j�2xR"j2) 16 ("jR"j2 + "j�2zR"j2) 16� Cy 13" z 16" ; (V.9.3)" 58 jR"j8 � CjR"j 9162 ("jR"j2) 116�"2("jR"j2) 12 jR"j 122 + (" 32 j�xR"j2) 12 (" 72 j�3xR"j2) 12� 316��("jR"j2) 12 jR"j 122 + (" 12 j�zR"j2) 12 (" 12 j�3zR"j2) 12� 316� Cy 932" z 132" (y 14" z 14" ) 316 (y 14" z 14" ) 316� Cy 38" z 18" : (V.9.4)

On peut aussi améliorer les estimations sur la normeL4 des dérivées deR" de la façon suivante :" 54 j�xR"j4 � C("j�xR"j2) 12 ("2j�xR"j2 + "2j�2xR"j2) 14 ("j�xR"j2 + "j�x�zR"j2) 14� Cz 12" ; (V.9.5)

ou bien " 32 j�xR"j4 � C(" 32 j�xR"j2) 12 ("2j�xR"j2 + "2j�2xR"j2) 14 ("j�xR"j2 + "j�x�zR"j2) 14� Cy 14" z 14" ; (V.9.6)

et de la même façon on obtient " 14 j�zR"j4 � Cz 12" ; (V.9.7)

et " 12 j�zR"j4 � Cy 14" z 14" : (V.9.8)

Munis de ces nouvelles estimations, regardons ce que deviennent les différents termes de l’estimation d’énergie sur
les restes.



180 Chapitre 5. Persistance des perturbations de solutions 1D àgrand cisaillement

Tout d’abord les termesI1 et I2, on l’a déjà vu, sont devenus des termes coercifs et ne nécessitent donc pas d’esti-
mation. Le termeI3, après une intégration par parties, peut s’estimer grâce à (V.9.2) et (V.9.3) de la façon suivantejI3j � "3j'0j1j'1j4j�x'1j4j�xR"j2 + "3j'0j1jR"j24j�2xR"j2 + "4j'1j36j�2xR"j2 + "4jR"j36j�2xR"j2� "2j'0j1j'1j4j�x'1j4("j�xR"j2) + j'0j1(" 12 jR"j4)2("2j�2xR"j2)+ "2j'1j36("2j�2xR"j2) + " 12 (" 12 jR"j6)3("2j�2xR"j2)� 150z" + "4j'0j21j'1j24j�x'1j24 + j'0j1y 12" z" + "4j'1j66 + " 12 y"z"; (V.9.9)

et on procède à l’identique pourI4, il vient alorsjI4j � 150z" + "2j'0j21j'1j24j�z'1j24 + j'0j1y 12" z" + "4j'1j66 + " 12 y"z": (V.9.10)

Le termeI5 est nul à cause du fait que�z'0 = 0, et grâce aux estimations (V.7.26)-(V.7.27), (V.9.5) et (V.9.7), on montrejI6j � C" 12 j'1j2z": (V.9.11)

D’autre part, les termesJ1, J2, J5 etJ6 sont nuls à cause de l’uniformité de'0. L’estimation sur le termeJ3 devient
dans ce cadre, avec l’aide de (V.9.6)jJ3j � " 74 j�2z'1j2j�x'1j4 �" 14 ���u"" ���4�+ " 14 j�2z'1j2(" 32 j�xR"j4)�" 14 ���u"" ���4�+ " 74 j�2zR"j2j�x'1j4 �" 14 ���u"" ���4�+ " 14 j�2zR"j2(" 32 j�xR"j4)�" 14 ���u"" ���4�� C" 74 j�2z'1j2j�x'1j4y 14" z 14" + C" 14 j�2z'1j2y 12" z 12" + C" 74 j�x'1j4y 14" z 34" + C" 14 y 12" z 12"� 150z" + C" 73 j�2z'1j 432 j�x'1j 434 y 13" + " 12 j�2z'1j22y" + "7j�x'1j44y" + " 14 y 12" z": (V.9.12)

Les termesJ4, J7 etJ8 donnent de manière similairejJ4j � 150z" + C" 153 j�2x'1j 432 j�x'1j 434 y 13" + " 92 j�2x'1j22y" + "7j�x'1j44y" + " 14 y 12" z"; (V.9.13)jJ7j � 150z" + C"j�2z'1j 432 j�z'1j 434 y 13" + " 12 j�2z'1j22y" + "3j�z'1j44y" + " 14 y 12" z"; (V.9.14)jJ8j � 150z" + C" 113 j�2x'1j 432 j�z'1j 434 y 13" + " 92 j�2x'1j22y" + "3j�z'1j44y" + " 14 y 12" z": (V.9.15)

Les termesK1, K2, L3 etL4 sont devenus coercifs, on n’a donc plus besoin de les estimer, le termeK3 se traite de la
même façon queJ4 etJ8 (les puissances de" sont même supérieures) et les termesK4 etL6 sont nuls car�z'0 = 0.

L’estimation deK5 se simplifie et devientjK5j � C" 52 j'0j1j'1j4j�x'1j4(" 72 j�3xR"j2) + C"2j'0j1(" 12 jR"j4)j�x'1j4(" 72 j�3xR"j2)+ C"j'0j1j'1j4(" 32 j�xR"j4)(" 72 j�3xR"j2) + C" 12 j'0j1(" 12 jR"j4)(" 32 j�xR"j4)(" 72 j�3xR"j2)+ C" 72 j'1j28j�x'1j4(" 72 j�3xR"j2) + C"2j'1j28(" 32 j�xR"j4)(" 72 j�3xR"j2)+ C" 94 (" 58 jR"j8)2j�x'1j4(" 72 j�3xR"j2) + C" 34 (" 58 jR"j8)2(" 32 j�xR"j4)(" 72 j�3xR"j2)� C" 52 j'0j1j'1j4j�x'1j4z 12" + C"2j'0j1j�x'1j4y 14" z 34"+ C"j'0j1j'1j4y 14" z 34" + Cj'0j1" 12 y 12" z"+ C" 72 j'1j28j�x'1j4z 12" + C"2j'1j28y 14" z 34"+ C" 94 j�x'1j4y 34" z 34" + C" 34 y"z"� 150z" + C"5j'0j21j'1j24j�x'1j24 + C"8j'0j41j�x'1j44y" + C"4j'0j41j'1j44y" + Cj'0j1" 12 y 12" z"+ C"7j'1j48j�x'1j24 + C"8j'1j88y" + C"9j�x'1j44y3" + C" 34 y"z":
(V.9.16)
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Le termeK6 s’estime de la même façonjK6j � 150z" + C"3j'0j21j'1j24j�z'1j24 + C"4j'0j41j�z'1j44y" + C"4j'0j41j'1j44y" + Cj'0j1" 12 y 12" z"+ C"5j'1j48j�z'1j24 + C"8j'1j88y" + C"5j�z'1j44y3" + C" 34 y"z"; (V.9.17)

et on a déjà vu que les termesL7 etL8 vérifient exactement les mêmes estimations queK5 etK6. De mêmeL5 vérifie
la même estimation queK3.

Il reste à traiter les deux termesL1 etL2. Pour le premier, on procède façon vraiment différente à ce qui précède en
se servant de manière fondamentale des nouveaux termes coercifs dont on dispose dans l’estimation d’énergie. On écrit
donc, en intégrant par parties jL1j � ("j�xR"j2)(j�zR"j2) � Cz":
Il faut alors remarquer que l’on peut s’arranger pour que cette constanteC soit aussi petite que l’on veut (inférieure
à 1=50) par exemple en multipliant l’estimation de départ (V.7.9)sur jR"j2 par une constante� suffisamment grande
qui ne dépend que dejF 00('0)j = jF 00(!)j. En effet, le termeL1 provient de l’estimation surj�zR"j22, et la majoration
précédente ne fait intervenir que des termes coercifs issusde l’estimation surjR"j22.

Toutes les autres estimations effectuées jusqu’à présent ne changent pas (à part que les constantes qui y apparaissent
sont modifiées à cause de la constante�, mais elles ne dépendent toujours que de'0 etu0).

Donc, après cette légère modification des fonctionnellesy" etz", l’estimation surL1 s’écritjL1j � 150z": (V.9.18)

Enfin, de façon similaire, le second terme est majoré parjL2j � "ju0j1("j�xR"j2)j�2zR"j2 � C"ju0j1z": (V.9.19)

En résumé, l’estimation d’énergie s’écrit à nouveau sous laformeddty" + 12z" � (j'0j1y 12" + " 12 y" + " 12 j'01j2 + " 14 y 12" + Cj'0j1" 12 y 12" + C" 34 y")z"+ g1(t) + g2(t)y 13" + g4(t)y3" + g5(t)y"; (V.9.20)

avec g1(t) = "2j'0j21j'1j24("2j�x'1j24 + j�z'1j24) + C"4j'1j66 + C"5j'1j48("2j�x'1j24 + j�z'1j24);g2(t) = C" 73 j�2z'1j 432 j�x'1j 434 + C" 153 j�2x'1j 432 j�x'1j 434 + C"j�2z'1j 432 j�z'1j 434 + C" 113 j�2x'1j 432 j�z'1j 434 ;g4(t) = C"9j�x'1j44 + C"5j�z'1j44;g5(t) = C" 12 ("2j�2x'1j2 + j�2z'1j2)2 + C"3("j�x'1j4 + j�z'1j4)4 + C"4j'0j41j'1j44 + C"8j'1j88:
On peut maintenant obtenir grâce aux estimations uniformesen temps sur'1 (lemme V.5.1) des estimations sur lesgi dansL1(R+ ).
Notons que comme'1 est à moyenne nulle, on a une inégalité de Poincaré du typej'1j2 � C(j�x'1j2 + j�z'1j2);

qui permet d’obtenir avec les résultats de la deuxième partie du lemme V.5.1, la borneZ +10 "2j'1j2 � Cj'01j22;
qui va être utilisée dans tout ce qui va suivre de façon systématique.
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Ecrivons tout d’abord grâce aux inégalités de Sobolev anisotropes (V.4.1) et (V.4.3)," 134 Z +10 j'0j21j'1j24j�x'1j24 � C0 Z +10 j'1j 322 ("2j'1j2 + "2j�2x'1j2) 14 ("j'1j2 + "j�2z'1j2) 14� j'1j 122 ("2j�2x'1j2) 12 ("2j�x'1j2 + "2j�2x'1j2) 12 ("j�x'1j2 + "j�x�z'1j2) 12� C0j'01j22 Z 10 ("2j'1j2 + "2j�2x'1j2) 14 ("j'1j2 + "j�2z'1j2) 14� j'1j 122 ("2j�2x'1j2) 12 ("2j�x'1j2 + "2j�2x'1j2) 12 ("j�x'1j2 + "j�x�z'1j2) 12� C0j'01j42;

et de la même façon il vient " 54 Z +10 j'0j21j'1j24j�z'1j24 � C0j'01j42:
De même on a"3 Z +10 j'1j66 � C0 Z +10 j'1j42("2j'1j2 + "2j�2x'1j2)("j'1j2 + "j�2z'1j2) � C0j'01j62:
Enfin, en reprenant ce qu’on a obtenu sur le même type de terme dans l’étude du cas général (section 8), il vient
immédiatement " 154 Z +10 j'1j48j�x'1j24 � C0j'01j42(" 32 j�x'01j2)2;
et " 74 Z +10 j'1j48j�z'1j24 � C0j'01j42(" 12 j�z'01j2 + j'01j2)2:� Estimations surg2

On les effectue exactement de la même façon que dans le cas général (en tenant compte de l’uniformité des bornes
sur'1) et il vient Z +10 g2 � C0" 13 j'01j22(" 32 j�x'01j2 + " 12 j�z'01j2 + j'01j2) 23 :� Estimations surg4

En utilisant l’inégalité de Sobolev (V.4.1) avecp = 4, il vient"6 Z +10 j�x'1j44 � Z +0 1("3j�x'1j22)("2j�x'1j2 + "2j�2x'1j2)("j�x'1j2 + "j�x�z'1j2) � C0("3j�x'01j22)j'01j22;
et "2 Z +10 j�x'1j44 � C0("j�z'01j22 + j'01j22)j'01j22:� Estimations surg5

Le premier terme se majore de façon immédiate grâce au lemme V.5.1, et le second vient d’être traité pour l’étude
deg4. Le troisième se majore par"2 Z +10 j'0j21j'1j44 � C0 Z +10 j'1j22("j'1j2 + "j�x'1j2)("j'1j2 + "j�z'1j2) � C0j'01j42;
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et le dernier par"5 Z +10 j'1j88 � C"5 Z +10 j'1j52(j'1j2 + j�2x'1j2) 32 (j'1j2 + j�2z'1j2) 32� C Z +10 j'1j 922 ("j'1j2) 12�"2j'1j 122 ("j'1j2) 12 + (" 32 j�x'1j2) 12 (" 72 j�3x'1j2) 12� 32��j'1j 122 ("j'1j2) 12 + (" 12 j�z'1j2) 12 (" 12 j�3z'1j2) 12� 32� C0j'01j52(j'01j32 + (" 32 j�x'01j2)3 + (" 12 j�z'01j2)3):
On a maintenant tous les ingrédients nécessaires à la démonstration proprement dite du théorème V.6.3.

Preuve (du théorème V.6.3):
Comme pour les théorèmes précédents, on constate que l’hypothèse (V.6.5), se récrit dans les nouvelles variables

sous la forme j'01j2 + " 12 j�z'01j2 + " 32 j�x'01j2 � K0;
uniformément en". Ainsi les résultats obtenus sur lesgi précédemment s’écriventZ +10 g1 � " 34K 00;Z +10 g2 � " 13K 00;Z +10 g4 � "3K 00;
et Z +10 g5 � " 12K 00;
oùK 00 est une constante dépendant uniquement deK0.

Appliquons le même type de raisonnement que dans les démonstrations des résultats précédents. PosonsM" = 2(y"(0) + " 34K 00 + " 12K 00)e"3K00+" 12K00+K00 :
D’après l’hypothèse (V.6.6), et le fait queR"(0) = 0, on ay"(0) � " 12K0;
ce qui montre l’existence d’une constanteM0 ne dépendant que de'0; u0 etK0 telle que pour tout" > 0, on aM" � " 12M0:
Ainsi, il existe"0 > 0 tel que pour tout" < "0, on a M" � 1;
et (j'0j1M 12" + " 12M" + " 12 j'01j2 + " 14M 12" + Cj'0j1" 12M 12" + C" 34M") � 14 :

Soit alorsT � 2℄0;+1℄ le temps maximal pour lequel on a, pour toutt 2 [0; T �℄,y"(t) �M":
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D’après les propriétés précédentes deM" pour" < "0, et grâce à l’inégalité de Young" 13 y 13" � " 12 + y";
l’estimation d’énergie peut s’écrire maintenantddty" � g1(t) + " 12� 1" 13 g2(t)�+� 1" 13 g2(t) + g4(t) + g5(t)�y":
Après intégration, il vient pour toutt � T �, en utilisant les bornes obtenues sur lesgi précédemment,y"(t) � y"(0) + Z T�0 g1 + " 12 Z T�0 � 1" 13 g2�+ Z t0 � 1" 13 g2 + g4 + g5�y"� y"(0) + " 34K 00 + " 12K 00 + Z t0 � 1" 13 g2 + g4 + g5�y"
et via le lemme de Gronwall, on obtienty"(t) � (y"(0) + " 34K 00 + " 12K 00)eK00+"3K00+" 12K00 � 12M":
Ceci prouve que l’intervalle maximal[0; T �℄ sur lequely"(t) �M" estR+ tout entier. Ainsi on a prouvésupt2R+ y"(t) � " 12M0;
ce qui constitue le résultat annoncé si on revient à la définition dey" dans les variables initiales.
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Dans ce travail, nous avons développé un nouveau modèle pourl’étude des écoulements diphasiques incompres-
sibles. Il s’agit d’un modèle “à interface diffuse”, c’est-à-dire dans lequel l’interface entre les deux phases est supposée
avoir une épaisseur petite mais non nulle.

La thermodynamique d’une telle interface est décrite par lechoix d’une énergie libre pour le mélange. Une telle
énergie a été introduite par Cahn et Hilliard dans les années1960, et fait intervenir le gradient d’un paramètre d’ordre
(grandeur thermodynamique qui caractérise la compositiondu mélange en tout point et à tout instant), choisi dans notre
cas comme étant la fraction volumique d’une phase dans le mélange.

Dans la première partie, nous avons détaillé l’obtention des équations à partir des lois fondamentales de la mécanique
des fluides. Puis nous avons validé qualitativement le modèle via la mise en place d’un schéma numérique.

Nous avons vu qu’il fallait apporter un soin particulier à ladiscrétisation du terme de transport dans l’équation sur
le paramètre d’ordre afin d’éviter, autant que faire se peut,que la diffusion numérique ne vienne perturber le calcul
de la position de l’interface. Le schéma choisi pour discrétiser ce terme (dû à P. Rasetarinera) ainsi que le caractère
naturellement antidiffusif de l’équation de Cahn-Hilliard, permettent de capturer proprement l’interface de fine, même
sur des temps longs.

Pour terminer cette partie, nous avons montré assez rapidement comment étendre, sans trop de difficultés, la méthode
numérique mise en place précédemment, pour le calcul d’écoulements dans un domaine avec obstacle. Il s’agit d’une
méthode de domaine fictif pour laquelle on résout en fait les équations sur un domaine de géométrie simple.

La partie Cahn-Hilliard du système est traitée par la mise enplace d’une condition aux limites originale qui as-
sure la conservation de la composition du mélange au cours dutemps, alors que la partie Navier-Stokes est traitée par
pénalisationL2 de l’obstacle considéré.

Dans la seconde partie, nous avons étudié les propriétés mathématiques du modèle. Nous avons montré l’existence
(et parfois l’unicité) de solutions pour le problème considéré dans des situations variées chacune d’entre elles s’appuyant
sur des situations physiques particulières :

– Cas homogène, avec une mobilité non dégénérée et un potentiel de Cahn-Hilliard polynomial.
– Cas homogène, avec mobilité dégénérée et potentiel éventuellement singulier.
– Cas homogène, avec mobilité non-dégénérée et un potentielde Cahn-Hilliard singulier (de type logarithmique par

exemple).
– Cas non-homogène, et plus particulièrement le cas faiblement non-homogène.
Nous avons de surcroît obtenu deux théorèmes qui prouvent lastabilité asymptotique des états métastables du poten-

tiel de Cahn-Hilliard sous faible cisaillement, dans tous les cas qui précèdent.
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Enfin, dans le dernier chapitre, nous avons prouvé, sous l’hypothèse d’un écoulement laminaire mais à grand cisaille-
ment, la persistance de petites perturbations de solutions1D (transverses à l’écoulement) du système dans un domaine
2D très étiré sur des temps O(1) dans le cas général et sur des temps infinis dans le cas d’une solution de référence
constante et métastable pour le potentielF considéré.

Ces derniers résultats constituent le point de départ pour l’étude future d’un problème plus général dont l’intérêt est
fondamental. Il s’agit de comprendre l’évolution du système en fonction du cisaillement.

Nous avons vu que numériquement et expérimentalement (voirla thèse de G. Cristobal indiquée dans la bibliographie
du chapitre 2) de nombreux phénomènes peuvent se produire, on sait par exemple qu’il existe un cisaillement critique au-
delà duquel le système va tendre systématiquement vers un mélange homogène. Les mesures expérimentales suivantes
montrent qu’à faible cisaillement le facteur d’anisotropie� est fort, ce qui montre la structure lamellaire du mélange,
alors qu’au franchissement d’un taux de cisaillement critique, l’anisotropie du mélange devient faible et caractéristique
d’une mixture mélangée.

On observe aussi des différences importantes dans le comportement du système lorsqu’au lieu d’imposer la vitesse
de cisaillement, on impose la contrainte dans la cellule de couette considérée. On peut alors observer des phénomènes
d’hystérésis lors de mesures de viscosité, ou encore l’apparition de cycles qui présentent une alternance entre un mélange
quasi homogène (grand cisaillement), et un mélange à structure lamellaire (cisaillement plus faible). La figure ci-dessous
montre les mesures prises dans la thèse de G. Cristobal, du taux de cisaillement, à contrainte imposée, en fonction du
temps.
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Ceci nous amène naturellement à mettre en oeuvre, dans un futur proche, l’étude numérique du modèle considéré à
contrainte imposée.

L’extension du modèle à des situations plus générales est elle-aussi envisageable. On peut par exemple penser à des
modèles “triphasiques” que l’on peut traiter sous deux aspects différents.

– Si l’une des phases est solide, la méthode numérique proposée à la fin du chapitre 2 permet d’ores et déjà d’obtenir
des résultats. L’étude d’écoulements diphasiques en milieu poreux, où la phase solide est traitée comme un obstacle
dans un écoulement diphasique, devrait aboutir à partir de ces travaux préliminaires.

– Un deuxième aspect est l’extension de l’énergie de Cahn-Hilliard au cas triphasique. De très rares travaux existent
sur ce thème. Une modélisation semblable à celle proposée dans le premier chapitre étendue au cas triphasique
semble non triviale et pourrait aboutir à de nombreuses applications.

Enfin, dans tout ce qui précède, on n’a pas tenu compte du caractère non-Newtonien des phases polymères dont les
molécules très longues peuvent s’entremêler. La rhéologiede ces mélanges peut être très complexe et l’extension du
modèle précédent au cadre non-Newtonien est d’un grand intérêt d’un point de vue des applications.





Résumé

Dans la première partie de la thèse, on établit un nouveau modèle pour l’étude des écoulements diphasiques basé sur
la théorie de Cahn et Hilliard pour la description d’une interface diffuse et sur les principes fondamentaux de la méca-
nique des fluides. Ce modèle est ensuite validé par la mise en place d’une méthode numérique qui permet de vérifier que
le modèle proposé est pertinent dans des cas physiques variés. On peut par exemple retrouver des résultats expérimentaux
concernant la décomposition spinodale sous cisaillement qui rendent compte du couplage entre la thermodynamique et
l’hydrodynamique.

Dans une seconde partie, on mène l’étude théorique du modèle. En particulier on s’intéresse aux problèmes d’exis-
tence et d’unicité de solutions, ainsi qu’aux propriétés destabilité et de stabilité asymptotique de certaines solutions
particulières. Certains résultats prennent en compte le caractère éventuellement dégénéré du terme de diffusion dans
l’équation de Cahn-Hilliard ou encore la singularité logarithmique du potentiel de Cahn-Hilliard. Toute l’étude est me-
née dans le cadre d’un écoulement de cisaillement dans un canal, le dernier chapitre étant consacré au comportement du
système à grand cisaillement.
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Abstract

In the first part of this thesis, we derive a new model for the study of diphasic flows based on the Cahn-Hilliard theory
for the description of a diffuse interface and on the basic principles of fluid mechanics. Then, this model is validated
by the implementation of a numerical method which confirms that the equations proposed here are pertinent in various
physical cases. For instance, we are able to obtain numerical solutions which match experimental results concerning
spinodal decomposition under shear, accounting for the coupling between thermodynamics and hydrodynamics.

In a second part, we deal with the theoretical study of the model. We are interested, in particular, in the problems of
existence and uniqueness, but also in the properties of stability and asymptotic stability of some specific solutions. Some
results take into account the fact that the diffusion term inthe Cahn-Hilliard equation may degenerate but also that the
Cahn-Hilliard potential may present a logarithmic singularity. The whole study is performed in the case of a shear flow
in a channel, the last chapter being particularly concernedwith the behavior of the system at high shear.
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